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AL  LETTORE 


Il  presente  volume  tratta  di  quegli  argomenti  dell'ana- 
lisi matematica  che  si  riehiamano  alle  sole  proprietà  for- 
mali delle  quattro  operazioni  fondamentali  dell'aritmeti- 
ca, proprietà  che  caratterizzano  la  nozione  generale  di 
inumerò»,  mentre  astraggono  dalle  particolari  condi- 
zioni (infinità,  ordine,  continuità,  ecc.)  che  distinguono 
talune  classi  di  numeri  da  altre.  Nella  partt  distinta  con 
numerazione  arabica  sono  svolte  le  nozioni  relative  a 
quest'ordine  di  idee,  più  essenziali  per  gli  ulteriori  svi- 
luppi dell'analisi;  questa  parte  comunemente  ìo  svolgo 
nel  corso  d'analisi  algebrica  che  da  più  anni  professo 
nella  R.  Università  di  Parma.  Detto  corso  si  prolunga  poi 
con  questioni  attinenti  particolarmente  al  continuo,  che 
troveranno  luogo  in  un  volume  seguente.  Il  presente  vo- 
lume invece  è  arricchito  di  notevoli  complementi,  distinti 
mediante  numerazione  romana,  e  destinati  a  insistere 
sopra  le  nozioni  acquistate,  mediante  opportune  applica- 
zioni, e  a  rendere  il  libro  più  interessante  —  spero  —  a 
maggior  circolo  di  lettori. 

L'ordine  del  libro,  ed  anche  alcune  novità  di  conce- 
zione e  d'esposizione,  sì  allontanano  alquanto    dalle  vie 
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abituali  :  enumerare  queste  differenze  e  giustificarle  ad 
una  ad  una  nii  sarebbe  impossibile;  mi  permetta  il  let- 
tore di  limitarmi- ad  alcune  osservazioni  d'ordine  ge- 
nerale. 

Io  ritengo  che  «  matematica  »  sia  essenzialmente  un  nioiio 
del  pensiera:  ogni  volta  che  un  ragionamento  si  svolge 
da  premesse  non  ambigue,  senza  che  l'individuo  o  il 
mondo  fisico  intervengano  a  perfezionare  vìa  facendo 
tali  premesse;  ogni  volta  che,  inversamente,  l'analisi  di 
un  ragionamento  si  spinge  a  mettere  in  luce  un  gruppo 
di  relazioni,  in  numero  lìnito,  sulle  quali  esclusivamente 
esso  poggia  ;  ogni  volta  che  si  astrae  dagli  elementi  ac- 
cessori che  danno  il  preciso  contorno  alle  immagini  con- 
crete formanti  l'oggetto  occasionale  del  ragionamento  per 
assurgere  a  conclusioni  generali,  valide  in  ogni  caso  quan- 
do certe  relazioni  essenziali  si  verificano:  sempre  allora 
si  .fa  della  matematica.  Più  o  meno  di  matematico  è  in 
tutti  i  ragionamenti;  e,  nel  quadro  generale  della  cultu- 
ra, lo  studio  della  *  matematica  »  ha  per  scopo  principale 
l'addestramento  della  facoltà  di  pensare  —  ove  occorra  — 
matematicamente.  Taluni  argomenti  particolarmente  si 
prestano  all'applicazione  e  allo  svolgimento  del  pensiero 
matematico  nella  sua  purezza;  il  numero  e  l'estensione- dì 
essi  va  crescendo  di  continuo,  senza  che,  certamente,  essi 
abbiano  ad  invadere  mai  tutto  il  campo  del  nostro  pen- 
siero: comunque,  sono  essi  che  costituiscono  la  matema- 
tica come  scienza  positiva  ;  e  non  si  può  negare  che  pel 
cultore  speciale  di  ogni  speciale  disciplina  matematica 
questi  argomenti  vengano  a  portarsi  in  prima  linea  e  ad 
apparire  essi  l' essenza  vera  delle  teorie  matematicbe. 
Nondimeno  ben  maggiore  è  il  loro  valore  di  materia  oc- 
casionale su  cui  si  esercita  l'esperienza  interna  per  affi- 
nare e  completare  il  pensiero,  e  giungere  alla  formazione 
di  concetti. 
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Nel  libFo,  come  nel  corso,  io  ho  volulo  dare  impor- 
Unza  principale  ai  concetti,  secondaria  alle  teorie;  perciò 
esso  non  è  un  trattalo;  e  mentre  vi  figurano  più  argomen- 
ti che  forse  escono  dai  contini  tradizionali  di  un  trat- 
talo di  algebra  di  queste  dimensioni,  nessun  argomento 
vi  è  realmente  portato  alle  ultime  sue  conclusioni.  Anche 
perciò  ho  lasciato  ai  concetti  il  compi.to  di  segnare  le 
divisioni  del  libro,  per  cui  uno  stesso  soggetto  è  ripre- 
so più  volte,  in  quanto  nuovi  concetti  portano  ad  esso 
nuova  luce  ');  e  te  divisioni  principali  ho  preferito  chia- 
mare paragrafi,  anziché  capitoli,  per  mantenere  il  senso 
della  unità  totale,  mentre  ogni  paragrafo  apporta  all'  or- 
dine di  idee  dei  precedenti  q-ualche  nuovo  elemento  es- 
senziale. 

In  più  luoghi  mi  sono  indotto  ad  adottare  dermìzioni 
e  punti  di  vista  piti  generali  dì  quanto  usi  di  solito  nei 
libri  analoghi  di  indole  elementare.  La  generalità  ha,  in 
matematica,  due  significati  che  occorre  tenere  ben  distin- 
ti :  si  sostituisce  talora  ad  una  proposizióne  un'altra  più 
generale  in  quanto,  mediante  riduzione  di  ipotesi  ed 
eventualmente  più  minuti  ragionamenti ,  si  ottengono 
conclusioni  nelle  quali  le  prime  rientrano  come  casi  par- 
ticolari; talvolta  invece  si  tratta  della  soppressione  di  con- 
dizioni accessorie  alla  formazione  di  un  concetto,  la  qual 
soppressione  non  altera  sostanzialmente  il  valore  di  esso 
nelle  sue  applicazioni  usuali,  mentre  lo  rende  più  agile 
per  applicazioni  pid  ampie:  spesso  anche  questa  seconda 
generalità  impone  al  ricercatore  lo  sforzo  di  un'  analisi 
più  minuta;  ma,  appunto  per  la  scomparsa  di  conside- 
razioni estranee  allo  scopo,  le  dimostrazioni    ne  escono 


')  Quest'  ordinamento  non  è  privo  di  inconvenienti  per  chi  cerchi 
nel  libro  la  trattaBÌone  di  un  determinato  oggetto  :  a  correggere  questo 
difetta  provvede  l' indice  in  fondo  al   volume. 
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ingenerale  più  semplici  ed  intuitive;  e  se  qualche  volta 
l'apparenza  è  contraria,  ciò  avviene  perchè  è  venuto  in 
evidenza  qualche  particolare  che  prima  sfuggiva  od  era 
taciuto.  Avviene  che  le  due  generalità  non  sì  possano  di- 
stinguere nettamente,  l'una  involgendo  in  parte  anche 
l'altra:  comunque  la  prima,  ricercata  talvolta  dallo  spe- 
cialista, ha  un  valore  del  tutto  passeggero  quando  non 
sìa  dì  appoggio  alla  seconda.  Accogliere  la  prima  forma 
di  generalità,  fatta  scopo  a  se  stessa,  in  un  libro  avente 
gl'intendimenti  di  questo,  sarebbe  stato  errore  in  cui  io 
credo  dì  non  essere  caduto.  Se  —  contro  la  tradizione  che 
assegna  all' algebrf^  elementare  di  trattare  esclusivamente 
di  numeri  reali  e  complessi  ed  impone  quindi  ai  trat- 
tati di  cominciare  con  faticose  pagine  sopra  la  nozione 
di  numero  reale  e  sulle  relative  operazioni  —  se,  dico,  ho 
preferito  di  incominciare  colla  nozione  generale  di  «  cam- 
po numerico  »;  se  io  considero  il  polinomio  non  come 
un  equivalente  di  funzione  razionale  intera,  ma  come  un 
puro  simbolo  atto  a  detinire  un  particolar  campo  nume- 
rico; se  della  nozione  di  <  funzione  »  dò  una  definizione 
assai  più  ampia  di  quelle  usale,  ma  la  sola,  parmi,  che 
non  si  risolva  in  una  tautologia;  se  faccio  il  dovuto  posto 
alla  nozione  dì  «modulo  di  elementi  >;  se  molto  presto 
introduco  ta  nozione  di  *  numero  complesso  a  quante  si 
vogliano  unità»,  ad  esso  coordinando  la  teoria  dei  de- 
terminanti ;  credo  che  in  ogni  caso  la  maggior  generalità 
torni  a  vantaggio  della  semplicità,  della  coerenza,  del 
rigore. 

Una  parola  io  debbo  ai  miei  studenti:  essi  sono  in  mas- 
sima parte  indirizzati  a  quelle  che  si  sogliono  chiamare 
applicazioni  della  matematica  ~  sono  principalmente  stu- 
denti ingegneri — ;  ed  è  giusto  che  da  me  essi  chiedano 
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almeno  la  giustificazione  perche  io  non  tenga  alcun  conto 
di  esigenze  che,  a  imitazione  di  esempi  giuntici  d'oltral- 
pe, si  son  venule  spesso  dichiarando  riguardo  all'inse- 
gnamento della  matematica  agli  aspiranti  alla  pratica.  Il 
vero  è  che  lo  sliidio  della  malemalica  non  é  e  non  può  es- 
sere necessario  per  il  pratico  :  i  segni  della  matematica  sono 
una  buona  stenografìa  per  la  rappresentazione  di  talune 
formole  che  ricorrono  in  questa  o  in  quella  regola;  ma 
sarebbe  assurdo  pretendere  che  per  l'apprendimento  di 
questa  stenografìa  possano  occorrere  anni  e  anni  di  stu- 
dio. È  vero  che  qualcuna  di  dette  formole  fa  parte  di 
quel  corredo  teorico  che  si  chiama  geometria,  trigonome- 
tria, algebra,  ecc.;  ma  —  nel  riguardi  della  pratica  —  non 
è  questa  che  una  casuale  coincidenza:  le  due  proposi- 
zioni «i  seni  degli  angoli  d'incidenza  sono  proporzio- 
nali ai  seni  degli  angoli  di  rifrazione»  e  €i  seni  degli 
angoli  di  un  triangolo  sono  proporzionali  ai  lati  oppo- 
sti >  possono  avere  per  il  pratico  la  stessa  importanza; 
non  v'  ha  ragione  perchè  la  prima  sìa  insegnata  dal  fìsìco 
garantendo  sulla  parola  che  fu  sempre  trovata  vera,  e  la 
seconda  del  matematico  mediante  una  più  o  meno  lunga 
dimostrazione;  e  poiché  a  nessuno  viene  in  mente  che, 
per  stabilire  la  prima  proposizione,  occorra  esporre  al 
tecnico  una  teoria  matematica  della  luce,  cosi  non  v'ha 
ragione  perchè  questi  non  accetti  anche  la  seconda  sulla 
fede  di  un  maestro  o  di  un  formulario.  Xè  più  essen- 
ziale è  lo  studio  della  matematica  per  1'  esecuzione  pra- 
tica dei  calcoli:  esistono  per  questo  tavole  ed  apparecchi 
che  rendono  perfettamente  inutile  di  sapere  eseguire 
un'integrazione,  come  esistono  tavole  di  moltiplicazione, 
tavole  di  logaritmi,  tavole  di  funzioni  trigonometriche, 
ecc.;  e  quando  un  calcolo  sia  mezzo  ad  altro  scopo,  sarà 
sempre  consigliabile  di  ricorrere  a  tali  espedienti,  altro 
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non  fosse,  por  evitare  errori  che  potrebbero  essere  diffì- 
cilmente rintracciabili  '). 

Ai  fini  diretti  ed  immediati  della  pratica  la  cosa  mi- 
gliore sarebbe  dunque  sopprimere  i  corsi  dì  matematica  e 
sostituirvi  qualche  insegnamento  di  manualità  non  più 
elevate  di  quelle  della  computisterìa  o  di  un  qualsiasi  di- 
segno industriale,  ove  pur  questo  compito  non  si  volesse 
lasciare  ai  tirocinii  delle  singole  professioni  ')!  Ma  la  con- 
clusione è  assurda,  non  foss' altro  perchè  contro  di  essa 
sta  la  tradizione  e  la  pratica  d'ogni  paese;  e  la  ragione 
si  è  che  la  pratica  —  materiale  esecutrice  di  precetti  — 
non  è  la  lecnica:  questa  le  cammina  innanzi  e  non  può 
fare  a  meno  di  concetti  :  particolarmente  di  concetti  ma- 
tematici e  della  capacità  di  concepire  matematicamente. 

')  Tutti  i  nostri  studenti  conoscono  le  tavole  logaritmiche  6  loga- 
ritmìco-trigODoinetTiche;  non  sarà  invece  inutile  ricordare  loro  che  ta- 
vole di  moltiplicazione  esiatODO  (per  es.  di  Crij:i<i.iì:,  di  PETRRa  (Berlin 
Reimer),  di  Peufetto  (Milano,  Aliprandi)),  e  dorè  non  occorrano  po- 
tenze e  radici  di  indici  elevAti  o  non  sia  essenziale  la  nosìone  mede- 
sima del  logaritmo,  l'uso  di  esse  è  spesso  più  pratico  di  quello  di  una 
tavola  di  logaritmi;  ohe  d'altronde  il  noto  regolo  logaritmico  è  anzitutto 
una  tavola  di  moltiplicasioue,  prima  ctje  di  logaritmi;  che  molti  trat- 
tati di  Analisi  infinitesimale  e  molti  prontuari  (vedasi  per  es.  il  Re- 
perlorio  di  maUmaliche  superiori  del  PASCAL  )  contengono  tavole  delle 
derivate  e  degli  integrati  tthe  occorrono  più  frequentemente;  che  infine 
un'amplissima  raccolta  di  integrali  è  fornita  dalle  Tabla  d'intégrale» 
définie*  di  Bibreng  dr  Hann  (Amsterdam,  Yan  der  Post);  e  non  sarà 
privo  d'interesse  il  ricordare  che,  come  l'autore  medesimo  avverte,  que- 
aDe  tavole  non  poterono  risultare  immuni  da  errori,  di  cui  solo  par- 
zialmente dà  la  correzione  una  lunga  errata;  fortunatamente  essi  ca- 
dono sopra  integrali  ohe  difficilmente  ai  presenteranno  nella  pratica; 
miglior  commento  non  si  potrebbe  avere,  in  ogni  modo,  al  consiglio 
rivolto  al  pratico  dì  non  fidarsi  delle  proprie  forze  per  effettuare  cal- 
-ooli  di  una  certa  oomplicasioae  teorica. 

*)  Il  che  non  sarebbe  tanto  strano  —  sempre  dal  punto  di  vista  pra- 
tico —  ,  se  si  ha  presente  che  la  maggioranza  degli  ingegneri  non  ha 
occasione,  n eli' esercizio  pratico  della  professione,  di  applicare  le  co- 
gnisioni  positive  acquisite  nei  corsi  di  matematica. 
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La  differenza  fra  l'insegnamento  della  matematica  in- 
dirizzato agli  aspiranti  alla  ricerca  scientifica  e  quello  in- 
dirizzato agli  aspiranti  all'applicazione  deve  consistere 
nella  scelta  degli  argomenti  e  nell'  ampiezza  degli  svilup- 
pi: non  nel  metodo. 

La  parte  del  volume  numerata  con  cifre  arabiche  con- 
tiene, credo,  Io  stretto  necessario  per  chi  voglia  raggiunge- 
re una  qualsiasi  cultura  matematica,  e,  se  non  erro,  anche 
il  sufficiente  (nel  campo  dell'algebra  formale)  per  chi  non 
intenda  approfondire  questa  o  quella,  particolare  teoria. 
I  complementi  che  seguono  ciascun  S  intendono  invece, 
come  già  dissi,  far  conoscere  proposizioni  interessanti 
per  sé  o  importanti  per  gli  ulteriori  sviluppi  dell'analisi, 
ed  offrono  intanto  occasione  a  più  ampie  applicazioni 
delle  nozioni  acquisite;  e  mentre  lo  studente  vi  troverà 
argomento  di  eseccitazione  —  Io  studio  di  qualche  oppor- 
tuno complemento  è  certo  più  utile  per  penetrare  nell'es- 
senza dei  concetti  che  l'eseguire  esercizii  espressamente  ' 
preparati  in  applicazione  delle  teorie  apprese  - ,  spero 
che  il  cultore  vi  troverà  qualche  teoria  svolta  in  modo 
più  completo  o  più  semplice  che  d'ordinario. 

Mi  sia  permesso  di  accennare,  a  tal  riguardo,  alla  teoria 
■  delle  funzioni  razionali  intere  e  in  particolare  dell'eli- 
minazione fra  equazioni  algebriche  con  quante  si  voglia- 
no incognite,  che  occupa  le  ultime  pagine  del  volume. 
Sia  detto  subito  che  la  lettura  di  queste  ultime  pagine  ■ 
richiederà  forse  attenzione  e  attitudine  matematica  mag- 
giori che  le  altre  precedenti  :  si  tratta  di  un  argomento 
che  presenta  per  se  stesso  notevoli  difficoltà  che  vano 
sarebbe  dissimulare.  Sotto  l'aspetto  didattico  non  credo 
potrebbe  trovar  rimprovero  il- giungere  così  alla  fine  del 
volume  con  un  argomento  che  richieda  l'applicazione  e 
lo  sforzo  di  tutta  la  cultura  e  di  tutta   l'educazione  cui 


□igitizedbyGoOgIc 


esso  tendeva.  Ma,  nel  dare  un  notevole  sviluppo  a  questo 
argomento,  Iio  voluto  pure  colmare  una  lacuna  che  nii 
pareva  avere  alcunché  di  singolare.  La  teoria  algebrica 
dell'eliminazione  è  invero  fondamentale  per  molte  teorie 
analitiche;  per  citarne  una  sola,  in  cui  la  cosa  è  estre- 
mamente evidente,  essa  è  il  punto  di  partenza  della  mo- 
derna geometria .  algebrica  :  i  nostri  giovani  ne  accettano 
ordinariamente  le  proposizioni  senza  pur  sospettare  la 
via  e  le  difficoltà  della  dimostrazione.  E  veramente,  in  un 
solo  libro,  a  mia  conoscenza,  questa  teoria  sì  trova  fon- 
data in  modo  soddisfacente;  esso  è  V Eiiileitinig  in  die 
allgemeine  Theorie  tler  algebraischen  (ìròszen  di  .Iulu^s 
KòNiG  (Leipzig.  Teubner,  l!)fl3);  e  dicendo  libro  intendo 
pure  memorie  e  monografie,  perchè  delle  più  antiche  ci- 
ta/ioni, che  spesso  ricorrono,  di  Kronecker  e  di  Molk 
l'una  corrisponde  a  poche  pagine  di  enunciati  di  ammi- 
revole lucidità,  ma  di  cui  sventuratamente  l'autore  non 
ci  ha  lascialo  sviluppi  e  dimostrazioni;  l'altra  corrispon- 
de invece  ad  una  trattazione  prolissa,  ma  al  tutto  insuf- 
ficiente. La  trattazione  del  Kònig  è  in  buona  parte  svol- 
gimento e  commento  delle  idee  del  Kronecker.  Quella 
che  qui  si  presenta  ne  differisce  invece,  credo  con  note- 
voli vantaggi  di  coerenza  e  di  completezza  '). 

Si  coordinano  intanto  in  uno  stesso  online  di  idee  tre 
problemi  strettamente  affini ,  quelli  cioè  della  determina- 
zione delle  soluzioni  di  un  sistema  di  equazioni  algebri- 
che (problema  generale  dell'eliminazione  nel  senso  di 
Kronecker),  della  definizione  del  risultante  di  date  fun- 
zioni razionali  intere  e  del  teorema  di  lìézout.  e  si  dà 


')  Non  va  diinentiosto  che  il  Kronecker  espose  queste  idee  del  tutto 
ÌDcidentalmente ,  occupandosi  di  tutt'altro  problema;  nulla  a  stupire 
quindi  che  qualcosa  esse  lascino  a  desiderare  dal  punto  di  vista  del 
problema  dell'  eliminaBione, 
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forse  per  ia  prima  volta  una  dimostrazione  completamen- 
te algebrica  e  rigorosa  di  questo  teorema,  nella  sua  forma 
più  generale  '). 

Ho  procurato  che  la  redazione,  senza  riuscire  prolissa, 
contenesse  tutti  i  passaggi  necessari  ad  una  retta  intelli- 
genza: ho  abbondato  in  richiami;  sarei  lieto  se  questo 
inducesse  il  giovane  lettore  a  non  accontentarsi  mai  di 
mezze  reminiscenze  e  di  qualche  ammissione,  pur  di  an- 
dare innanzi;  in  generale  vai  piCi  aver  ben  compresa  una 
proposizione  die  conoscere  l'enunciato  di  molte.  Ma  deb- 
bo temere  che  qua  e  là  l'esposizióne  possa  apparire  ari- 
da; mi  si  permetta  di  affermare  che  ciò  proverrà  più 
spesso  dalla  lima  che  da  trascuranza.  So  bene  che  si  crede 
talvolta  di  rendere  più  facile  l'esposizione  mediante  sguar- 
di d'insieme  e  considerazioni  approssimative,  facendo  ap- 
pello a  della  falsa  inliiizione,  sorvolando  punti  delicati  con 
qualche  evidentemente;  ma  non  è  facilità  sana,  quando  pure 
la  presunta  facilità,  non  si  riduce  ad  una  illusione  dell'au- 
tore, L  ben  vero  che  la  più  parte  dei  concetti  e  delle  di- 
mostrazioni matematiche  si  formano  mediante  successive 
astrazioni  da  casi  j)articoIari,  mediante  tentativi  ed  on- 
deggiamenti; ma  non  è   possìbile   riprodurre   utilmente, 


')  Come  teorema  generale  ili  BÙBout  intendo  quello  che  assegna  !& 
dlmensioDe  e  l'ordìiie  dell'  intersezione  di  due  varietà  algebriche  di  di- 
mensioni e  di  ordini  asaegnati  :  dnta  l' ìmportania  fondamentale  di  que- 
sto teorema  per  le  ricerche  geoiuetrìche,  è  naturale  cho  molte  dimo- 
strazioni di  esso  siano  state  tentate  :  oso  affermare  che  non  ne  conosco 
di  esaurienti  ad  ogni  riguardo:  non  se  ne  stupirà  ohi  rifletta  un  istante 
sulla  determinazione  della  dimensione  minima  delle  singole  parti  di 
detta  iaterseiione  (per  la  quale  si  ricorre  ordinariamente,  nella  migliore 
ipotesi,  a  considerazioni  di  natura  non  algebrica),  ai  dubbi  relativi  al 
contagio  delle  multiplicità,  e,  per  le  dimostrazioni  cosidette  geome- 
triche, al  fatto  che  in  tutte  necessariamente  si  presuppone  la  validità 
del  teorema  per  determinati  casi  particolari. 
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in  un'opera  scritta,  questo  dramma  del  pensiero:  esso 
si  compone  in  ogni  caso,  rispello  alla  costruzione  Tinaie, 
di  deviazioni  e  di  errori  —  talvolta  di  errori  grossolani  — 
ed  errare  è  possibile  in  tanti  modi  e  così  vari,  che  il  ten- 
tativo di  condurre  alla  concezione  definitiva  ed  esatta  at- 
traverso l'errore  si  risolve  spesso  in  una  inutile  prolis- 
sità, senza  evitare  di  imporre  infine  al  lettore  la  direttiva 
dell'autore.  Al  giovane  studioso  io  preferisco  consigliare 
di  lasciar  pure  libera  la  fantasia  al  disopra  della  rigidità 
del  libro:  quando  ne  senta  il  bisogno,  precorra  di  alcune 
pagine  per  conoscere  approssimativamente  le  conclusioni 
cui  si  vuole  giungere,  concreti  le  dimostrazioni  sopra 
qualche  caso  particolare;  —  la  costruzione  di  esempi  è 
principalmente  utile  quando  mal  si  comprenda  lo  scopo 
di  una  restrizione  o  di  una  argomentazione;  sforzandosi 
per  costruire  un  caso  in  cui  quella  restrizione  non  si  ve- 
rifichi o  non  si  possa  applicare  queir  argomentazione, 
lo  studioso  risolverà  in  generale  il  suo  dubbio  —  ;  infine 
egli  potrà  leggere  il  testo  e  troverà  spesso,  spero,  che  la 
via  tracciata  è  ben  naturale  e  intuitiva. 

Intuizione  è  aggruppamento  spontaneo  di  ragionamenti 
ctie  hanno  trovato  nell'intelletto  il  loro  ordine  e  il  loro 
legame,  non  è  afFastellamento  di  press' a  poco:  una  pro- 
posizione matematica  non  è,  in  generale,  ben  compresa 
se  non  quando  è  divenuta  intuitiva;  ma  intuizione  è  al- 
lora sinonimo  di  completezza  e  di  rigore. 

Se  piCi  di  una  volta  l'animo  mio  si  è  fatto  dubbioso 
di  abbandonare  questo  libro  alla  pubblicità,  mi  hanno 
sorretto  gli  amorevoli  incitamenti  di  mio  fratello  Eugenio, 
professore  di  Analisi  intìnitesimale  nell'Università  di  Ge- 
nova —  in  questi  giorni  di  azione  Tenente  nel  Genio,  alla 
Fronte — ;  egli  pure  mi  fu  valido  aiuto  nella  correzione 
delle  bozze,   finché  non  fu  chiamato   a  compiere   il  suo 
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dovere  di  cittadino  e  di  soldato;  ma  più  che  per  questo 
aiuto  immediato,  io  gli  sono  grato  per  la  stretta  affinità 
ilei  nostro  pensiero,  conforto  ed  incoraggiamento  al  lavo- 
ro, qualunque  sia  per  essere  il  giudizio  del  pubblico. 

Mi  sia  permesso  di  porgere  chiudendo  un  ringrazia- 
mento alla  sig.na  De  Rubertis,  solerte  direttrice  della  ti- 
pografia, per  le  cure  prodigate  alta  buona  riuscita  del 
volume. 

Parma,  191tì. 
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§   1.   Campo  di  numeri >     i-so 

1,3.    Campo  dì  numeri.  -  3-7.  Somme  e  prodotti. di  piii   numeri.  - 

8.  Proprietà  dei  numeri  di  un  campo    rispetto   all'addizione.  - 

9.  Proprietà  dei  numeri  di  un  CKiopo  rispetto  alla  moltiplica- 
zione. -  IO.  Campi  singolari  e  non  sìn^^olnii.  -  11.  SottraziO' 
ne  -  12.  Divisione;  cumpi  di  integrità  e  dì  razionalità.  -  13. 
Campi  numerici  contenqli  l'uno  nell'altro. 

ESHMPI    R   COMPLBNKKTI. 

X-V.  Un  esempio  di  campo  numerico:  Campo  dei  numeri  interi  ri- 
dotto, relativo  ad  un  modulo.  -  VI-Vlll.  Teorema  di  Fkrmat.  - 
IX.  Risoluzione  dell'equazione  iadeterminata  lineare  in  due  in- 
cognite. -  X.  Estensione  dei  risultati  precedenti.  -  XI.  Ogni 
campo  numerico  d'integrità  non  singolare  è  contenuto  in  un 
campo  dì  raisionaUtà.  -  XII.  Altri  esempi  di  campì  numerici.  - 
XIII.  Unità  di  un  campo:  numeri  primi. 

§  2.  Polinomi pag,  31-37 

1-10.  Polinomi  io  una  variabile.  -  11-16,  Polinomi  in  più  variabili.  - 
17-18.  Forme  algebriche.  -  19.  Ogni  polinomio  si  può  conside- 
rare come  una  somma  di  forme  algebriche.  -  20.  Corrispondenza 
fra  polinomi  in  p  variabili  e  forme  algebriche  in  jt  -{-  1  varia- 
bili. -  21.  Forme  binarie.  -  32.  Polinomi  in  dat«  serie  dì  va- 
riabili. Peso. 

ESBMPl    E   COHFLBMKNTI. 

L  Polinomi  simmetrici.  -  II.  Somme  elementari.  -  III.  Osservaaioni 
generali  sulla  simmetria.  -  IV-V.  Studio  del  prodotto  (x  +  x,) 
(x-\-x,)  ...  (_x  +  xj.  -  VI-IX.  Potenza  di  uu  binomio.  Coeffi- 
cienti binomiali.  -  X-XIII.  Unità  di  un  campo  numerico  di  po- 
linomi. Piglinomi  irredattibili.  -  XIV.  Teorema  di  Eisbnbtbin. - 
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XV,  Divisibilità  fra  binomi.  -  XVI-XXII.  Polinomi  congrui  ri- 
epetto  a  un  modulo.  Campi  di  polinomi  ridotti.  Oeneralizsaaione 
del  teorema  di  EiSBHaTEiN   -  XXIII.  Frazioni  a  coefficienti  po- 

t  3.  Funzioni •  pag.  72-105 

1-6.  Variabili,  funsioni,  costanti.-  6.  Caratteristica  funzionale.  -*7. 
Campi  di  variabilità  o  dominii.  Aggregati.  -  8.  Fudeìodì  univo- 
che e  plurivoche.  -  9.  Corrìàpendeose  fra  aggregati.  -  10.  Fun- 
zioni di  funzioni.  -  11,  12.  Campi  numerici  di  funzioni.  -  13-16. 
i  razionali  intere.  -  16.  Funzioni  razionali  fratte.  -  17. 
i  omogenee.  -  16.  Funzioni  aimmetriche.  -  19.  Funzioni 
esplicite  e  implicite.  -  20.  Funzioni  inverse. 

ESSHFI   E   COHPLEMKNTI. 

I,  II.  Alcune  osservazioni  generali.  •  III,  IV  Sopra  i  campi  nume- 
rici di  funzioni.  -  V,  VI.  Applicazioni  della  tormola  del  bino- 
mio di  Nkwton.  ■  VII.  Formola  di  Leibniz  per  la  potenza  m-ma 
di  un  polinomio.  -  Vili,  IX.  Funzioni  razionali  fratte.  -  X.  Fun- 
zioni simmetriche,  in  particolare  razionali.  -  XI-XIV.  Funzioni 
razionali  intere  simmetriche. 

§  4.  Combinazioni  lineari pag.  105-ISi 

1-4.  Modulo.  -  6-6.  Combinazioni  lineari.  -  7-9.  Dipendenza  linea- 
re. -  10-13.  Caratteristica.  Espressione  della  dipendenza  lineare 
generale  per  un  sistema,  di  m  elementi  di  caratteristica  p.  - 
14-16.  Elementi  di  un  modulo  linearmente  dipendenti  da  un 
sistema  di  elementi  dati. 

Esempi  e  complementi. 

I.  Sulla  definizione  di  modulo.  -  II- V.  Base  di  un  modulo.  Moduli 
finiti.  -  VI.  Moduli  di  numeri  interi.  -  VII,  Vili.  Teorema  di 
HiLDEKT.  -  IX.  Cambiamento  della  base  di  un  modulo.  -  X.  Con- 
fronto fra  i  significati  delta  parola  e  modulo  ■  nei  g§  1,  2,  i.  • 
XI.  Claaai  di  grandezze  omogenee. 

§  5.  Sostituzioni  une.vri pag.  131-17S 

1.  Sostituzioni  lineari  omogenee.  -  2.  Trasformata  di  una  funzione 
razionale  intera  per  una  sostituzione  lineare  omogenea.  -  3.  So- 
stituzioni lineari  non  omogenee  e  sostituzioni  lineari  fratte.  - 
4-8.  Prodotto  di  sostituzioni  lineari.  -  9,  10.  Matrici.  -  11.  Ma- 
trici coniugate.  -  12.  Sostituzioni  lineari  sopra  m  variabili.  Ma- 
trici quadrate.  -  13.  Matrici  unità,  -  14.  Matrici  inverse.-- 
15-17.  Sostituzioni  sopra  m  lettere.  Permutazioni.  -  18.  Pro- 
dotto di  sostituzioni  sopra  nt  lettere.  -  19.  Inversa  di  una  so- 
stituzione sopra  m  lettere.  -  20,  21.  Sìmboli  incompleti.  -  22-25. 
Le  funzioni  S  e  0.    Classe  di  una  sostituzione.  -  26.  Trasposi- 
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BioaL  -  27.  Cicli.  •  3B.  Sostituzioni  cÌTColari.  •  29.  Vnn    soeti- 
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COHPLEMBNTl. 

I.  Operaaioni  aritmetiche  sulle  matrici  e  sulle  aoatitusioni.  -  IL  Ma- 
trici commutabili.  -  III,  IV.  Matrici- a umero.  -  V-YIll.  Matrici 
aggiunte  rispetto  ad  un  numero.  Matrici  singolari  e  non.  -  IX. 
Matrici  coniugate.  -  K.  Matrici  aimmetriche  e  amisi  m  metri  eh  e.  ■ 
XI-XIII.  Matrici  ortogonali.  -  XIV.  Scompoaizione  di  una  so- 
stituzione aopra  m  lettere  in  un  prodotto  di'  cicli.  -  XV-XVII. 
Scomposizione  in  un  prodotto  di  trasposizioni.  -  XVIII.  Numero 
delle  permutazioni  dì  m  lettere.  -  XlX.  Numero  delle  sostitu- 
zioni di  classe  pari  e  di  classe  dispari. 
.^  6.  Numeri  complessi  e  lobo  prime  applica- 
zioni       pag.  17S-262 

1.  Dominio  complesao.  -  2.  Modulo  compleaso.  -  3.  Numeri  com- 
plessi. •  4.  Numeri  complessi  a  combinazioni  lineari.  -  6-7.  Com- 
posizione dei  numeri  complessi,  -  8.  Proprietà  aaaociativa  della 
composizione  dalle  unità.  -  S.  Composizione  di  unità  del  l"  or- 
dine. -  10.  Proprietà  distributiva  della  compoaizions.  -  11.  Pro- 
prietà associativa.  -  12.  Non  vale  la  proprietà  commutativa.  - 
13.  Altre  generalità  sulla  composizione.  -  14.  Effetto  di  una  so- 
atituzione  lineare  aopra  ai  fattori  di  una  composizione.  -  16.  Com- 
posiaioni  con  fattori  uguali.  -  16,  17.  Composizioni  di  combina- 
aioni  lineari  di  dati  numeri  complessi.  Determinanti.  -  18-21. 
Numeri  complessi  linearmente  dipendenti.  -  22-34.  Calcolo  dei 
coefficienti  delia  dipendenza  lineare.  -  26,  26.  Completamento 
della  nozione  di  caratteristica  di  un  sistema  di  elementi  di  un 
modulo.  -  27.  Equazioni  lineari.  -  28,  39.  Condizioni  per  l'esi- 
stenza di  soluzioni.  -  30,  SI.  Soluzione  generale.  -  32.  Equa- 
sioni  conseguenti  1' una  dall'altra.  Equazioni  equivalenti.  -  SS. 
Sistemi  di  equazioni  lineari.  -  34-36.  Sistemi  di  equazioni  li- 
neari a  coefiìcieoti  sumerici.  -  37.  Eliminazione  lineare.  -  88, 
S9.  Risultante  di  due  polinomi.  -  40,  41.  Condizione  per  l'an- 
nullarei  del  risultante,  -  42.  Una  espressione  del  risultante. 

ESSMPI    E  COUPLEHBMTl. 

I.  Le  matrici  come  numeri  complessi.  -  II-IV.  La  nozione  generale 
di  moltiplicazione  fra  numeri  complessi.  -  V.  Campo  algebri- 
co. -  VI,  VIL  Campo  algebrico  quadratico.  -  VIII.  Numeri  com- 
plessi ordinari.  -  XL  Combinazioni  lineari  di  numeri  comples- 
si. -  X,  XL  Moduli  finiti  di  numeri  complessi.  -  XII,  XIIL 
Equazioni  lineari  in  un  campo  d'integrità.  (Analisi  indetermi- 
nata di  primo  grado).  -  XIV.  Sistemi  d'equazioni  lineari  a  coef- 
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ficteoti  interi,  nel  campo  dei  numeri  interi.  -  XV.  Àpplicc 
alla  dÌTisionB  delle  matrici.  -  XVI-XIX.  Massimo  comun  (qua- 
si-) divisore  di  due  polinomi.  -  XX-XXII.  L'equazione  indeter- 
minaU  in  un  campo  di  polinomi.  -  XXllI-XXIX.  Sulla  simili- 
tudine degli  elementi  dì  un  modulo  corapleiso  e  sulla  nozione 
di  proporzionalitA.  -  XXX.  Digressione.  Campì  d' integrità  che 
consentono  la  teoria  della  divisiliilità.  -  XXXI-XXXIV.  Campi 
numerici  di  polinomi  che  consentono  la  teoria  della  divisibiti- 
tk.  -  XXXV.  Scomposizione  di  una  frazione  in  frazioni  elemen- 
tari. -  XXXVI.  Esemplilìcazione  di  campi  d' integrità  in  cui  non 
si.  verificano  le  pròposÌEÌoai  a),  b),  a)  del  n,  XXX. 

S  7.  Determinanti pag.  263-316 

1.  Sostituaioni  lineari  fra  numeri  complessi.  -  2,  3.  Determinante  di 
una  matrice  quadrata.  -  4.  Effetto  di  una  sostituzione  eopra  le 
colonne  della  matrice.  •  6.  Determinanti  estratti  da  una  matri- 
ce. -  6,  7.  Calcolo  di  un  determÌDant«.  -  8.  Matrici  e  determi- 
nanti estratti  da  matrici  coniugate.  -  9,  10.  Dualità  fra  le  pro- 
posizioni relativa  ai  determinanti.  -  H.  Il  determinante  come 
polinomio.  -  12.  Proprietà  elementari  dei  determinanti.  -  IS.  Re- 
lazioni fra  elementi  e  minori  di  un  determinante.  -  14.  Kìsul- 
tante  di  due  polinomi.  -  15.  Determinante  di  Vahukrmundk.  - 
16.  Determinante  di  un  prodotto  di  matrici.  -  11.  Prodotti  per 
linee  e  per  colonne.  -  18.  Caso  delle  matrici  quadrata.  -  19.  Ca- 
ratteristica di  una  matrice.  -  20.  Applicazione  ai  sistemi  di  e- 
quazioni  lineari  a  coefficienti  numerici. 

EsKMPI    K  COHPLnUBNTI. 

I-III.  Alcune  applicazioni  delle  formole  di  sviluppo  dì  un  determi- 
nante. -  IV.  Determinante  dal  prodotto  di  due  matrici  quadra- 
te. -  V.  Relazioni  fra  i  determinanti  estratti  da  una  matrice  di 
due  linee  e  quattro  colonne.  -  VI,  Determinante  dì  una  somma 
di  matrici.  -  VII.  Un  determinante  notevole.  -  Vili,  IX.  Al- 
cune proprietà  del  risultante  di  due  polinomi.  -  X-XII.  Matrici 
aggiunte.  -  XIII.  Divisori  elementari.  -  XIV,  XV.  Matrici  or- 
late. -  XVI,  XVII.  Determinanti  emisimmetrìci  e  gobbi.  -  XVIfl. 
Determinazione  delU  caratteristica  dì  una  matrice.  -  XIX-XXl. 
.Determinanti  estratti  dal  prodotto  di  due  matrici.  -  XXII.  Si- 
stemi di  equazioni  lineari  s  coefficienti  numerici.  -  XXIIL  Esten- 
sione al  coso  in  cui  i  termini  noti  e  i  valori  delle  incognite 
debbano  appartenere  ad  un  modulo  assegnato. 

§  8.  Funzioni  razionali  intere    ....    pag.  316-473 

1.  Osservazioni  generali.  -  2-4.  Funzioni  razionali  intere  di  una  va- 
riabile. Teorema  d' identità.  -  6.  Formola  di  RuFFitii.  -  6-8.  Zeri 
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di  UDa  funiione  razionale  intera  dì  una  variabile.  -  9.  Zeri  co- 
muni a  due  fuDsioni  razionali  intere  d'una  variabile.  Elimina- 
sione  auperlineare.  -  10.  Funzioni  raBÌonali  intere  di  più  varia- 
bili. -  11.  Teorema  d' identità.  -  12.  Zeri.  -  lS-16.  Zeri  o 
a  due  funzioni  razionali  intere  di  due  variabili.  -  16. 
algebriche. 

ESRHPI    B  COHPLRMIENTl. 

I.  Formola  di  Tatlok,  -  II,  111.  Scomposizione  di  una  frazione  al- 
gebrica iu  frazioni  semplici.  -  IV.  Formola  d' interpolazione  di 
Lagbahge.  -  V-VIl.  Zeri  multipli  di  una  funzione  razionale  in- 
tera  di  una  variabile.  Discriminante.  -  Vili  Ricerca  degli  zeri 
di  una  funsione  razionale  intera  in  un  campo  d'integrità.  -  IX, 
X.  Relazioni  fra  gli  zeri  e  i  coefficienti  di  una  funzione  razio- 
nale intera  dì  una  variabile,  completamente  risolvibile  in  fat- 
tori semplici.  -  XI-XVL  Ampliamento  del  campo  numerico  in 
cui  una  funzione  ai  conaidera.  -  XVII.  Risultante.  -  XVIII.  Di- 
BCriminante.  -  XIX,  XX.  Trasformazione  delle  equazioni  alge- 
briche. -  XXI-XXVI.  Radici  dell'unità.-  XXVII-XXIX.  Campi 
numerici  finiti.  -  XXX.  Applicazioni  nel  campo  dei  numeri  in- 
teri o  razionali.  -  XXXI,  XXXII.  Polinomi  ìrreduttibiU  in  uà 
campo  numerico  finito.  -  XXXIII.  Applicabilità  del  teorema 
d'identità  a  campi  finiti.  -  XXXIV.  SemplificsEÌone  di  un'equa- 
zione  algebrica  in  un  campo  numerico  finito.  Conteggio  delle 
radici.  -  XXXV.  Funzioni  razionali  intere  dì  più  variabili.  Loro 
determinazione.  -  XXXVL  Funzioni  razionali  intere  omogenee.  - 
XXXVII,  XXXVIII.  Trasformazioni  lineari.  -  XXXIX.  Varietà 
degli  zeri  di  una  funzione  razionale  intera.  -  XL.  Osservazioni 
sulla  funzione  risultante  di  due  funzioni  razionali  intere  di  pia 
variabili,  rispetto  ad  una  di  queste.  -  XLI,  XLIL  Funzioni  ra- 
zionali intere  aventi  la  stessa  varietà  di  zeri.  -  XLIII.  Varietà 
riduttibili  e  irreduttibili.  -  XLIV.  Complemento  al  n.  XLI.  • 
XLV.  Applicazioni.  -  XLVI-XLIX.  Zeri  comuni  a  più  funzioni 
razionali  intere  di  più  variabili.  Varietà  intersezioni.  -  L.  Com- 
ponenti essenziali  dell' iutersezìone.  -  LI-LVI.  Determinazione 
delle  varietà  essenziali  per  l'intersezione,  dei  diversi  ranghi 
(LIII.  Caao  delle  funzioni  di  due  variabili.  -  LIV.  Digressione.  - 
LV,  LVL  Caso  generale).  -  LVII.  Invarianza  delle  varietà  es- 
•enziali  rispetto  agli  elementi  arbitrari  del  calcolo.  -  LVIIL  Rap- 
presentazione intrinseca  delle  varietà.  -  LIX.  Varietà  algebri- 
che. -  LX.  Varietà  dì  dimensione  zero.  -  LXI,  LXIL  Risul- 
tante di  una  funzione  razionale  intera  rispetto  ad  una  varietà 
algebrica  di  dimensione  zero.  -  LXIII,  LXIV.  Intersezione  dì 
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una  vftri«t&  algebrica  con  una  funzione  raEioii»te  intera.  Teo- 
rema di  Bkzout.  -  LXV.  Parti  multiple  per  l' intersezione.  - 
LXVl.  Intersezìoue  di  una  varietà  con  un  sistema  di  funaioni 
raiionali  intere,  -  LXVII,  Intersezione  di  più  l'unzioni  razio- 
nali intere.  -  LXTIII.  Intersezione  di  una  varietà  con  un  si- 
stema dì  funzioni  lineari.  -  LXIX.  Un' OBservazione  aopra  la 
determinazione  dell*  ordine  di  una  varietà.  -  LXX.  Hozìone 
sintetica  di  ■  varietà  algebrica  >.  -  LXXI.  Varietà  corrispon- 
denti per  una  sostituzione  lineare.  -  LXXII.  Invarianza  delle 
variata  essenziali  per  l' intersezione  di  più  l'unzioni  rispetto  al- 
l'ordinamento  delle  variabili.  -  LXXIII.  Effetto  dell'aggiun- 
zione di  nuove  variabili.  -  LXXIV-LXXVI.  Intersezione  di  due 
varietà  algebriche.  Teorema  generale  di  Bkzout.  -  LXXVII. 
Una  proposizione  sui  sistemi  di  funzioni  privi  di 
LXXVIII,  LXXIX.  Risultante  di  n-|-l  polinon 
bili.  -  LXXX.  Funzioni    aventi  date  varietà   di   i 

dì   HiLBBRT, 

Imdick pag.  474-480 

Erbata •     481-482 


Teorema 


AVVERTENZA 


Nei  richiami,  inseriti  in  parentesi  quadre  [  J,  bì  indica  dapprima 
il  §,  quindi  il  numero,  o  i  numeri,  cui  appartiene  il  punto  richia- 
mato; talora  il  numero  della  formola  su  cui  si  deve  portare  l'atten- 
zione ;  un  punto-e-virgola  significa  che  cessa  di  valere,  per  i  numeri 
che  lo  seguono,  la  precedente  indicazione  di  g  ;  la  mancanza  di  ìndi- 
caeione  di  §  significa  che  il  n.  citato  appartiene  al  §  medesimo  che 
si  sta  leggendo. 
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§  1.  —  CAMPO  DI  NUMERI 

1-  Campo  di  numeri.  —  Tanto  in  rapporto  alla  comune  in- 
tuizione, quanto  nella  fondazione  teorica  dell'aritmetica,  «nu- 
mero» ò  dapprima  esclusivamente  il  numero  intero.  Tosto  però 
il  concetto  di  «numero»  si  estende,  e  si  parla  di  numeri  ra- 
zionali (ft>azioni),  nttmeì'i  con  segno  (positivi  e  negativi),  «m- 
meri  reali  (irrazionali),  numeri  complessi  (immaginari).  Ciò  che 
induce  ad  applicare  così  successivamente  l'appellativo  di  «  nu- 
meri »  via  via  a  nuovi  enti,  soqo  talune  analogie  fra  certe  ope- 
razioni fondamentali  su  di  essi;  sono  cioè  definite  pei-  tutti  que- 
sti enti  le  operazioni  fondamentali  dell'aritmetica:  addizione, 
sottrazione,  moltiplicazione,  divisione,  e  operazioni  derivate;  e 
sono  in  ogni  caso  operazioni  strettamente  analoghe.  Non  è  già 
che  nel  passare  da  una  nozione  di  «  numero  >  ad  una  più  am- 
pia, si  conservino  tulle  le  proprietà  che  colla  prima  si  verifi- 
cavano: così,  fìncbè  sì  parla  di  soli  numeri  interi  (assoluti), 
fissato  arbitrariamente  un  numero  a,  tutti  gli  altri  si  classiH- 
cano  in  numeri  maggiori  di  a  (che  si  ottengono  aggiungendo  ad 
a  uQ  numero)  e  numeri  minori  di  a  (che  non  possono  essere 
somme  di  a  con  un  numero);  questa  classificazione  non  è  più 
possibile,  almeno  colla  stessa  definizione  delle  parole  «maggio- 
re »  e  «  minore  >,  se,  trattando  ancora  di  numeri  interi,  si  at- 
tribuisce ad  essi  un  segno.  Cosi  ancora,  passando  dai  numeri 
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iaterì  (con  o  senza  segno)  ai  oumeri  razionali,  si  perde  la  di- 
stinzione dei  numeri  in  multipli  di  un  numero  arbitrariamente 
fissato  a,  e  non  multipli  di  a.  E  cosi  via. 

Ma  per  molte  ricerche  queste  proprietà  variabili  hanno  se- 
condaria importaD7.a,  mentre  hanno  particolar  interesse  quelle 
proprietà  che  sono  di  fondamento  ai  ragionamenti  algebrici  e 
che  si  mantengono  immutate  non  solo  nelle  accennate  succes- 
sive estensioni  del  concetto  di  «  numero  »,  ma  ancora  in  esten- 
sioni ulteriori  di  cui  non  è  ordinariamente  cenno  negli  studi 
elementari. 

2.  Noi  diremo  campo  iti  numeri  un  sistema  di  enti  (numeri)  sui 
gitali  siano  definite  due  operazioni  che  si  chiameranno  addi- 
zione o  somma  di  un  numero  e  di  un  numero,  diversò  od  eguale,  del 
campo  e  moltiplicazione  o  prodotto  di  un  numero  e  di  un 
numero,  diverso  od  eguale,  del  campo,  per  te  quali  adotteremo  gli 
ordinari  segni  +  e  • ,  e  per  te  quali  si  verificano  i  fatti  se- 
guenti: a ,  b ,  e , . . .  rappresentando  numeri  qualunque  del  cam- 
po, diversi  o  non. 

a)  La  somma  a  -|-  b  e  il  prodotto  a  •  b  sono  ancora  numeri  del 
campo  considerato. 

b)  L'addizione  e  la  moltiplicazione  godono  della  proprietà  as- 
sociativa 

(a+b)  +  c  =  a  +  (b4-c)    ,    (ab)c  =  a(bo) 

e  della  proprietà  commutativa 

a  +  b  =  b  +  a   ,    a'b  =  h-a. 

e)  Esiste  fra  i  numeri  del  campo  uno  —  da  chiamarsi  0  (z  e  r  o)  — 
tale  che,  qualunque  sia  il  numero  a  del  campo 

a-)-0  =  0  +  a  =  a  . 

d)  Qualunque  sia  il  numero  a  dei  campo,  esiste  sempre  un  nu- 
mero, ohe  si  indicherà  con  —  a ,  tale  che 

a-|-(-a)  =  0. 


□igitizedbyGoOgIc 


i 


n.  2-B.  propriictA  pondamkntali  3 

Il  numero  —  a  si  dice  Opposto  di  a.  Si  dimostrerà  in  seguito 
[n.  8,  teor.  4]  che  questo  àumero  è  uaico. 

Qualunque  siano  i  numeri  a  e  6,  si  scriverà  b  —  a  al  luogo 
di  b-i-{—a). 

e)  Fra  i  numeri  del  campo  ne  esiste  uno,  ohe  si  dirà  unità  e 
si  rappresenterà  con  1,  tate  che,  qualunque  sia  il  numero  a  del 
campo 

a-l  =  l>a  =  a. 

0  È  verificata  la  proprietà  distributiva  della  moltiplicazione 
rispetto  all'addizione: 

(a  +  b)-o  =  a-o-fb-D    ;    o-(a  +  b)  =  o-a  +  C'b. 

(Sì  noterà  che  queste  due  eguaglianze  sono  fra  loro  equiva- 
lenti a  causa  della  proprietà  commutativa  delia  moltiplicazione). 

Sì  vede  subito  che  sono  campì  dì  numeri ,  secondo  la  defini- 
zione ora  data,  l'insieme  dei  numeri  interi,  l'insieme  dei  nu- 
meri razionali,  l'insieme  dei  numeri  reali,  ecc.  con  segno.  I  nu- 
meri assoluti  non  soddisfano  alla  proprietà  d),  e  per  questa  sola 
ragione  si  debbono  considerare  come  non  costituenti  un  campo 
di  numeri,  bensì  solo  una  parie  di  un  tal  campo.  L'opportunità 
di  richiedere  che  sia  verificata  dai  numeri  di  un  campo  anche 
la  proprietà  à)  risulta  evidente  se  si  ricorda  che  noi  vogliamo 
portare  la  nostra  att^zione  precisamente  su  quelle  proprietà 
che  son  fondamento  dei  ragionamenti  algebrici,  e  che  è  appunto 
caratteristica  dell'algebra  in  confronto  all'aritmetica  l'intro- 
duzione dei  numeri  con  segno. 

3.  Somma  «  prodotti  di  più  numorl.  —  Se 


sono  numeri  di  nn  dato  campo  numerico,  chiameremo  loro  som- 
ma il  numero  definito  dall'uguaglianza 

a,  +«.  +  «i+--  +  ««-(  +  «,.=  («!  +  «!  + ««  +  ■■■  +  «--()  +  «„ 
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a  loro  prodotto  il  numero  defiaito  dall'uguaglianza 

a,  •  o,  •  a,  • . .  •  •  a^_,  •  a,  =  (a,  -  a,  •  a,  • . . .  •  a,_,)  •  a, . 

Poiché  [n.  2,  a)j  sono  defluiti  la  somma  e  il  prodotto  di  due 
numeri,  e  sono  essi  stessi  oumen,  queste  eguaglianze,  per  n=3, 
definiscono  la  somma  e  il  prodotto  di  3  numeri  e  ci  mostrano  che 
sono  essi  stessi  numeri.  Da  esse  medesime,  per  «=4  ,  risultano 
allora  definiti  la  somma  e  il  prodotto  di  4  numeri,  e  così  via. 

Rappresenteremo  spesso  la  somma  ed  il  prodotto  di  più  nu- 
meri premettendo  il  segno  2  o  il  segno  IT  a  un'espressione 
rappresentante  un  termine  generico  della  somma  o  del  prodotto 
(od  anche  un  termine  particolare  che  si  adatti  utilmente  a  in- 
dividuare tutti  gli  altri).  Così  si  scriverà 

2  rtj  =  «,  +  a,  +  a,  +  . . .  -I-  rt„ 
JIa,  =  a,-a,-a,-...-rt„ 

Avviene  frequentemente  che,  come  qui,  il  detto  termine  ge- 
nerale sia  rappresentato  da  uu'espressione  contenente  uno  o  più 
indici  e  che  i  diversi  termini  si  ottengano  attribuendo  ad  al- 
cuni od  a  tutti  questi  indici  determinati  valori  interi.  Si  usa 
allora  scrivere  sotto  i  segni  2  *  H  1^^''  indici  che  debbono 
assumere  valori  diversi  nei  diversi  termini.  Cosi  se  l'espressione 
del  termine  generale  è  ef^.,.,„,..  e  i  vari  termini  si  ottengono  pre- 
cisamente Tacendo  assumere  valori  diversi  agli  ìndici  i,j,..., 
sì  scriverà  per  es.  la  loro  somma 


Talora  importerà  dì  porre  io  evidenza  anche  i  valori  che  agli 
indici  si  debbono  attribuire;  se  allora  precisamente  ad  i  si  deb- 
bono attribuire  i  valori  interi  da  m  ad  nt'  (>m),  a.  J  i  valori 
da  n  a  n'  (>w),  ecc.  si  scriverà 

1',....... 
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È  da  aver  presente  che,  poiché  ciascuno  degli  iodici  nomiuati 
sta  soltanto  ad  occupare  nel!' espressione  del  termine  generale 
un  posto  che,  nei  singoli  termini  dovrà  essere  occupato  da  uso 
dei  particolari  valori  che  a  quell'indice  possono  attribuirsi,  è 
assolutamente  indifferente  la  lettera  con  cui  uà  determinato 
indice  è  rappresentato,  e  quando  se  ne  presenterà  l'opportunità 
essa  potrà  essere  arbitrariamente  mutata;  così  si  avrà 

2<.,=2»,=2».=... 

4.  Richiamereniu  ora  alcune  proposizioni  relative  alle  somme 
e  prodotti  di  più  numeri,  già  comunemente  note  dal  t'ari  tmotica, 
e  di  applicazione  frequente. 

Teor.  Una  sonuna  (un  prodolio)  di  un  numeì'o  qualunque  di 
termini  (/"allori)  non  si  altera  se: 

a)  ad  ««  gruppo  arbitrario  di  suol  termini  (fattori)  si  so- 
stituisce la  loro  somma  (il  loro  prodotto); 

b)  si  altera  comunque  l'ordine  dei  termini  (fattori). 

La  dimostrazione  che  di  questa  proposizione  si  dà  nell'arit- 
metica 0  nell'algebra  elementare  si  fonda  esclusivamente  sulle 
proprietà  associativa  e  commutativa  della  somma  e  del  prodot- 
to; ora  queste  pntprìetii  noi  abbiamo  ammesse  colla  conven- 
zione b)  [n.  3J  per  la  sommM  ed  il  prodotto  di  numeri  di  un 
campo;  può  quindi  essere  qui  ripetuta  la  stessa  dimostrazione, 
e  si  offre  intanto  cosi  un  primo  ed  elementare  esempio  dell'  uti- 
lità di  studiare  i  campi  di  numeri,  come  sono  definiti  al  n.  2,  in- 
dipendentemente dalla  particolar  natura  dei  numeri  considerati. 

Anzitutto  si  osserva  che  la  prima  parte  [a)]  della  proposizione 
segue  subito  dalla  proprietà  associativa  [n.  2,  b}]  se  i  termini 
(fattori)  che  debbono  essere  sostituiti  dalla  loro  somma  (pro- 
dotto) sono  consecutivi.  Per  la  proprietà  associativa  [n.  2,  b)]  si 
ba  iafìiltl,  considerando  per  es.  il  caso  della  somma, 

«1  -f  «I  +  -  +  <*(-!  +  «I  +  «w-i  =  [(«1  +  «.  +  •-  Of-i)  +  «i]  +  a*M 
=  {a,  -f  a,  + ...  +  a,.0  +(a,  +  ««.■) 
=  a»  +  a.  +  -  +  o,_,  -t-  (a,  +  a**,) . 
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Se  allora  è  proposta  la  somma 

«,  +  «i  +  -  ■  ■  +  a*  +  a«.i  +  •  "  4- a»  + . . .  +  a„ 

e  si  vuol  mostrare  che  in  essa  si  possono  raccoglierà  in  ud  solo 
addendo  ì  termioì  dall' i-mo  al  ft-mo,  si  osserverà  che,  per  de- 
finizione, essa  equivale  a 

Ca,  +  a,  +  ...  +  a(  +  «(^,)  +  ---  +  '^  +  ---+a«  . 

e  che,  per  quanto  ora  è  stato  mostrato,  essa  si  può  quindi  scri- 
vere 

[«.  +  «i  +  -  -  -  +  («i  +  if+i)]  + .  ■ .  +  a»  +  . . .  +  a„  = 
=  a,  +  a,-\-...  +  ia,  +  a^,)-\-...  +  a^  +  ...+a,  ; 

cosicché  ai  due  termini  a,,»,^,  viene  ad  essersi  sostituita  la 
loro  somma.  Analogamente,  nella  somma  ottenuta  si  può  ora  ai 
due  termini  {i(  +  fl(+i) ,  «i+i  sostituire  la  loro  somma 

{a,  -1-  a^)  +  a^,  =  a,  +  «j^,  +  a^, , 

e  cosi  via,  flnchò  si  sia  raggiunto  il  termine  a^. 

La  stessa  prima  parte  [a)]  della  uostra  proposizione  risulta 
allora  provata  in  generale,  tosto  che  sia  provata  la  seconda  [b)j  ; 
perchè,  applicando  questa,  si  potranno  sempre  disporre  dapprima 
i  termini  (fattori)  in  modo  che  siano  consecutivi  quelli  cui  si 
vuol  sostituire  la  loro  somma  (prodotto).  Ora,  quanto  a  questa 
proposizione  b),  si  osservi  anzitutto  che,. dato  un  gruppo  qua- 
lunque dì  oggetti  (nel  caso  nostro,  termini  o  fattori)  si  possono 
sempre  portare  in  un  ordine  arbitrario  mediante  una  successione 
di  scambi  fra  coppie  di  elementi  consecutivi:  così  per  es.  dal 
gruppo  abcd  si  passa  al  gruppo  bcaU  scambiando  dapprima  a 
con  ì),  con  che  si  ottiene  il  gruppo  bacd;  quindi  in  questo  gruppo 
scambiando  a  con  e.  Basta  quindi  essenzialmente  mostrare  che 
una  somma  (un  prodotto)  non  si  altera  scambiando  due  termini 
(fattori)  consecutivi:  si  abbia  per  es.  la  somma 

fli -HOi +  ■••-!- «(  + «4.1+ •■■  +  «- 
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e  si  vogliauo  ia  essa  scambiare  i  termini  a,  e  a^^,,.  Per  quaoto 
ora  si  è  provato,  si  può  sostituire  in  essa  il  gruppo  di  termiai 
a, ,  a^^,  mediante  la  loro  somma  (a,  -|-  a^,);  ora  questa  è  uguale 
ad  (flj^,  4-  Of)  [a,  Z,  b)]  ;  quindi  la  somma  data  si  scriverà 

a,  +  a.  +...  +  («,+,  +  a.)  +  ...  +  «.  ; 

onde,  sostituendo  a  sua  volta  la  somma  {a^^,,  +  a^  coi  due  suoi 
termini,  si  giunge  all'espressione  voluta 

«i  +  «»  +  ■■■  +  a«.,  4-  «(  +  ■--  4-  «, 

5.  Conseguenza  di  questa  proposizione,  di  frequente  applica- 
zione, è  la  possibilità  di  sostituire  ad  una  somma  delta  forma 


la  somma  di  tutte  le  somme  che  sì  ottengono  attribuendo  valori 
Assi  ad  una  parte  di  questi  indici:  cosi 


=2(  2  v.»....,)^ 


e  operando  analogamente  sulla  somma  in  parentesi,  e  soppri- 
mendo inoltre  le  parentesi  che  nulla  aggiungono  alla  intelligenza 
della  scrittura,  ancora 

2    e...;...»..  =2  2  2»,..»...... 

e... (*,..(-...  tì,„  ut...  I».., 

Si  noti  che  non  v'ha  ragione  percliè  le  somme  successive  siano 
definite  dalla  costanza  di  alcuni  indici  piuttosto  che  di  altri, 
cosicché,  ad  ugual  ragione  la  data  somma  potrà  scriversi  per  es. 

2  2  2«. . 

w..,.  a...  lu... 
Tale  a  dire  che  se  urui  espressione  contiene  più  segni  di  somma 
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pi'emessi  l'uno  all'altro,  questi  vari  segni  si  possono  permutare 
fra  loro. 

Si  può  eTÌdeotemeute  [cfr.  n.3,  4]  i  a  tutte  queste  osservasìoni 
sostituire  ai  segai  V  segni  TI . 

fi.  Teor.  1.  Il  prodotto  di  una  somma  per  tm  numero  è  uguale 
alla  somma  dei  prodotti  del  termini  della  somma  per  questo 
numero. 

La  proprietà  distributiva  del  prodotto  rispetto  alla  somma 
[q.  2,  f))  afferma  questa  proposizione  pel  caso  io  cui  la  somma 
consti  di  due  soli  termiui;  mostriamo  cbe,  ammessa  vera  la  pro- 
posizione per  la  somma  di  n  —  1  termini,  essa  consegue  per  la 
somma  di  n  termini;  pel  noto  principio  di  induzione  matema- 
tica, essa  può  allora  afiermarai  in  generale. 

Sia  la  somma  data 

S  =  a,  -f  a,  +  . . .  +  c„_,  +  «™  =  («1  +  «1  +  •  ■  •  -f  ««-))  +  0^  ■ 

Se  m  è  un  numero,  è  allora  [n.  2,  f)] 

S .  ?7i  =  (a,  +  a,  4- . . .  -|-  a^^)  >ìn+  a^-m  ; 

ed  applicando  al  pi-odotto  che  nel  secondo  membro  compare 
come  primo  termine  la  proposizione,  supposta  vera  già  per  il 
caso  in  cui  la  somma  ha  soltanto  n  —  1  termini, 

S'm  =  a,-m  +  a,-m-\-...-\-  a^j  •m  +  a^^m 

Si  avrà  dunque 

(1)  (2e,j,..)-m=2v.-'"- 

(j...  a... 

Teor.  2.  Il  prodotto  di  due  somme  è  uguale  alla  somma  di 
tutti  i  prodotti  di  un  termine  dell'una  per  un  termine  dell'altra. 
Siano  cioà 

S,  =  o.-t-a.  +  ...+a«  =  Sa,    ,    S,  =  &,  +  &.  +  ...  +  6-='S6i 
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le  due  somme  date:  applicando  la  proposizione  prec.,  si  ha 
S,.S,-(2»,)-S,=2a,.S,=2(»,-2»i)  = 

Evidentemeate  potrebbero  i  termiai  generali  delle  due  somme 
date  dipendere  anche  da  più  indici,  ed  in  ogni  caso  si  esprime- 
rebbe il  prodotto  facendo  il  prodotto  dei  termini  generali  e  pre- 
mettendoTi  ii  segno  di  somma  Tatta  rispetto  a  tutti  gli  ìndici 

«         (2««..)(2'«»...)"  2  «....•««... 

Si  dovrà  qui  aver  presente  l'osservazione  fatta  al  n.  3  circa 
la  possibilità  di  mutare  arbitrariamente  la  lettera  che  rappre- 
senta un  determinato  indice,  per  fare  in  modo  che  gli  ìndici  dei 
termini  generali  delle  due  somme  da  moltiplicarsi  siano  tutti 
fra  loro  differenti.  Cosi  si  avrà 


(2o.)-(2»<)=2«A 


e  non  ^  V  afi,  che  sarebbe  la  somma  dei  soli  prodotti  delle  cop- 
pie di  numeri  delle  due  somme  che  hanno  lo  stesso  indice. 

Teob.  3.  Il  prodotto  di  più  somme  è  ugttale  alla  somma  di 
tutu  i  prodotti  che  si  ottengono  prendendo  per  fattori  termini, 
uno  per  ciascuna  delle  somme  date. 

La  proposizione  precedente  è  di  questa  11  caso  particolare  re- 
lativo al  prodotto  di  due  sole  somme.  Se  si  mostra  che,  supposta 
la  proposizione  vera  per  un  prodotto  di  n  —  \  somme,  essa  è  vera 
pure  per  11  prodotto  di  n  somme,  pel  princìpio  di  induzione  ma- 
tematica si  potrà  adunque  affermarla  in  generale. 

Le  somme  date  siano 
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Noi  supponiamo  dunque  provato  gik  clie 

S,  .S,  ■  ...  •s,_,=2'^-*c  ■■■  -ff 

ti.... 
Basta  allora  applicare  la  proposizione  precedente  per  avere 

(3)    S,.S, S._,.S.  =  (  2a,.Sj /;)-(2''.)  = 

7.  Importa  di  rilevare  che  le  cousiderazioDÌ  dei  n.  4,  5,  6  noa 
dipendono  dall'insieme  dì  tutte  le  proprietà  ammesse  nella  de- 
finizione di  campo  numerico,  bensì  dalle  sole  proprietà  associa- 
tiva, commutativa  e  distributiva  delle  operazioni  di  addizione  e 
moltiplicazione.  Ed  anzi  non  occorre  nemmeno  tener  conto  della 
proprietà  commutativa  della  moltiplicazione  se  dei  n.  4,  5  al  vuol 
conservare  quella  sola  parte  che  riguarda  le  somme.  Potremo 
dunque  nel  seguito  applicare  le  proposizioni  di  questi  n.'  in  casi 
in  cui,  senza  operare  con  numeri  di  un  campo,  si  opera  però 
con  enti  pei  quali  sono  definite  operazioni  di  addizione  e  molti- 
plicazione per  cui  queste  proprietà  siano  verificate. 

8.  Propri atA  dei  numeri  di  un  campo  rispetto  all'  ad- 
dizione. —  a,b,c,...  rappresentino  numeri  di  un  dato  campo 
numerico:  — a,—-b,...  rappresentino  numeri  opposti  di  a,b,... 
[n.  2,  d)]  che  restano  invariati  durante  il  discorso  [Quando,  col 
teor.  4,  si  sarà  mostrato  che  ogni  numero  ha  un  solo  opposto, 
diverrà  inutile  questa  condizione  di  invarianza,  perchè  implì- 
citamente essa  risulterà  senz'altro  verificata].  Si  hanno  le  se- 
guenti proposizioni  : 

Teor.  1   Sono  vere  le  ugutiglianze 

{a  +  b)  —  a  =  b 
(a  +  b)  —  b  =  a 
{a~b)  +  b  =  a  . 
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Si  ha  Ì0fatti  [n.  3;  n.  2,  d);  o.  4] 

(a  +  6)_fl  =  a  +  6  +  (_a)  =  6  +  (a-l-(_a)j  =  6^0  =  6. 

Aaalogameatu  si  dimostra  la  seconda  uguaj^lianza;  del  pari 
la  terza  risulta  dai  passaggi  : 

(a_ft)  +  è  =  a-|-(— ft)  +  6  =  o4-((— 6)  +  &)  =  a  +  0  =  a  . 

L'ultima  di  queste  uguaglianze  mostra  che 

Teor.  2.  Dati  due  numeri  a ,  li  esiste  sempre  un  numero  che 
aggiunto  al  secondo  dà  per  somma  il  primo  ;  tale  è  iaratti  il 
numero  a  —  b.  Si  ha  di  più  che  tale  numero  è  unico;  possiamo 
infatti  mostrare  che 

Teor.  3.  Se  due  numeri  b ,  o,  sommati  con  uno  stesso  numero 
a,  danno  somme  uguali,  essi  scyno  uguali;  da 

a+b^a+c 
segue  cioè 

b  =  c  . 

Infatti  da  a  +  b  =:  a -\- e  segue 

(a  +  6)  —  a  =  (a  +  cj  —  a  , 

e,  pel  teor.  1,  i  due  membri  di  questa  uguaglianza  valgooo  ri- 
spettivameate  b  e  e. 

Teor.  4.  Esiste  un  solo  opposto  di  un  numero  a  ;  perchè  se  b 
e  e  sono  opposti  di  a,  0  =  a  +  b  =  a  +  c,  onde  &=c.  In  parti- 
colare, —  a  non  ha  altro  opposto  che  o;  e  cioè  — {—a)^a. 

Teor.  5.  Se  a  — 6  =  0  sarà  a  =  b:  perchè  dal  q.  2,  d)  si  ha 
b  —  6^0  =  a  —  6  e  perno,  pel  teor.  3,  a^ò. 

Teor.  6.  Se  a  +  b  =  a  sarà  6  =  0;  perchè  dal  n.  2,  e)  si  ha 
a  +  0  =  a=-o-f-d,  e  quiudi  pel  teor.  3,  0  =  6. 
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9.  ProprlatA  del  numeri  di  un  campo  rfspatto  alla 
moHIplicazIona.  —  Teor.  1.  Qualunque  sia  il  numero  a,  si  ha 

a. 0  =  0    ,    0.0  =  0 

Infatti,  se  6  è  UQ  altro  numero  qualunque,  si  ha  [n.  2,  e),  f)] 

a.6  =  a.(ft  +  0)  =  a-(»-|-fl.O, 

8  quindi,  pel  teor.  6,  Q.  8,  a-0  =  0. 

La  seconda  uguaglianza  0  •  a  =  0  non  differisce  dalla  a  ■  0  ^  0 , 
a  causa  della  proprietà  commutativa  della  moltiplicazione 
[D.  8,  b)]. 

Segue  immediatamente  dal  teor.  precedente  che 

Teor.  2,  Si  ha  { — a).6  =  — {a.6}:  perchè 

o.&  +  (— a).6  =  (a— a).6  =  0.&  =  0, 

il  che  mostra  [n,  2,  d);  u.  8,  teor.  4]  che  a. 6  e  (— fl).ft  sono 
numeri  opposti.  Analogamente  si  vede  che  fl.(— &}  =  —  («. 6). 
In  queste  uguaglianze  è  chiaramente  couteauta  la  nota  re- 
gola dei  segni  della  moltiplicazioDe.  Ne  segue  infatti  ancora  che 

(—a)-{— *)  =  —  [«•(-&)]  =  — [-(a'&))  =  a-&  [n.  2,  d);  n.  8, 
teor.  4]. 

10.  Non  si  può,  sulla  base  delle  sole  proprietà  enunciate  al 
n.  2,  dimostrare  pel  prodotto  la  proposizione  aualoga  a]  teor.  3 
del  n.  8;  in  particolare  non  ai  può  mostrare  l'inversa  del  teo- 
rema 1  del  n.  9,  che  cioè,  se  «4=0,  dall'uguaglianza  a.ft=iO 
consegua  necessariamente  che  &=0');  noi  supporremo  in  gene- 


')  Ci  limitiamo  qal  ad  asserire  la  impoBsibìlità  dì  provare  questa 
proposizione  sulla  b&se  delle  proprietà  enunciate  al  n.  2,  perchè  questa 
asaereione  serve  solo  a  metterci  in  guardia  che ,  se  trattando  di  uo 
partìcolftr  campo  namerico  a  tal  proposisione  dovesse  ricorrersi,  si 
dovrebbe,  in  manotuiEa  di  una  dimostrazione  generale,  provarne  dap- 
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rale  ohe  questa  proprietà  sta  veriftoata;  in  altri  termim  suppor- 
remo che  il  prodotto  di  due  numeri  di  un  campo  numertoo  non  possa 
essere  nullo  se  non  è  nullo  almeno  uno  del  fattori  II  porre  questa 
coQdizioae  è  permesso  poiché  essa  è  verificata  senz'altro  negli 
esempi  di  campi  numerici  citati  alla  fine  del  n.  2,  a  vedremo 
che  essa  é  verificata  anche  in  altri  casi.  Quando  questa  pro- 
prietà non  sia  verificata  diremo  che  si  considera  un  campo 
numerico  singolare.  Noi  avremo  dunque  in  generale  a  operare 
su  campi  numerici  noa  singolari. 
In  un  campo  numerico  noa  singolare  si  ha  il 
Teor.  Se  a^O,  datl'uguagUama  a-b^a-c  segue  che  b  =  c. 
Invero  l'uguaglianza  a-b=sa.c  si  può  scrivere  a-b  —  atc  = 
a.(b  —  c)  =  0  da  cui,  essendo  a^O,  b~c=^0,  e  cioè  b  =  c. 

11.  Sattrazlona.  Riprendiamo  il  teor.  2  del  n.  8:  dati  due 
numeri  a ,  b  esiste  sempre  uno  e  un  sol  numej-o  che  aggiunto  a 
b  dà  per  somma  a  ;  esso  è  il  numero  a  —  6;  a  —  fi  si  dice  diffe- 
renza fra  a  e  b. 

12.  Divisione.  Non  si  può  invece  affermare  che  dati  due  nu- 
meri  a ,  b,  esista  nn  numero  che  moltiplicato  per  b  dia  per  pro- 
dotto a;  il  teor.  I  del  n.  9  mostra  anzi  che,  se  6ss=0,a4^0, 
tal  numero  non  esiste  certamente.  Ma,  anche  all' infuori  di  questo 
caso  particolare,  sappiamo  per  es.  che  i  numeri  interi  (con  se- 
gno) costituiscono  un  campd  numerico,  e  presi  ad  arbitrio  due 
numeri  interi  non  esiste  in  generale  un  intero  che  moltiplicato 
per  l'uno  dia  per  prodotto  l'altro.  Se  però  invece  del  campo  dei 
numeri  interi  consideriamo  quello  dei  numeri  razionali,  abbiamo 


prima  la  verità  nel  caso  spieiate.  E  ciò  i  vero  ancb»  se  tal  dimoatn- 

sioae  generale  ci  foaae  soltanto  ignota. 

£  però  vera  l'asserita  impoMÌbUità  di  provare  la  proposiiione. 

Il  modo  più  semplice  di  dimostrare  che  una  proposìsioae  P  non  è 

conseguensK  di  date  proposizioni  A,B,...  à  dì  fornire  nn  eeempio  in 

cai  siano  verificate  le  propOHÌzioni  A,B,...  e  non  sia  verificata  la  P. 
Ora   noi  mostreremo    precisnmente  un    eaemplo  di  campo   numerioo 

(cioè  di  un  sistema  di  enti  soddisfacenti  alle  propoeiiioni  enunciate  al 

n.  2)  in   cui   il  prodotto  di  due  numeri  aon  nulli   è  =^0  (V.  questo  g 

a.  UI>   • 
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al  contrario  che,  fissati  arbitrariamente  due  numeri  a,b,  esiste 
in  generale  uà  numero  che  moltiplicato  per  b  dà  per  prodotto  a, 
solo  caso  di  eccezione  essendo  quello  in  cui  6  =  0,a:^=0. 

Si  chiama  divisione  di  a  per  b  la  ricerca  del  numero  x  tale 
che  b-a}  =  a;  questo  numero,  quando  esiste,  si  dice  qvtoto  di  a 
per  6  e  sì  ìndica  con  a'.b  o  con  —  .  Un  campo  dì  numeri  in 
cui,  come  nel  campo  del  numeri  razionali,  esista  il  quoto  a'.b 
sempre  quando  &:^0,  sì  chiama  campo  dì  razionalità  (od  anche 
corpo);  nell'ipotesi  contraria  sì  dirà  campo  di  integrità:  (da  al- 
cuni autori  è  detto  anello).  Se  in  un  campo  d'integrità  a  e  b 
sono  tali  che  esiste  a'.b  ed  è  a^O,  si  dice  che  a  è  divisibile 
per  b,  e  chs  b  è  un  divisore  di  a. 

In  un  campo  numerico  non  singolare,  se  il  numero  b  non  è 
nuilo,  non  può  esistere  più  di  un  quoto  a'.b;  non  è  invero  questa 
altro  che  un'altra  forma  del  teor.  del  n,  IO;  se  cioè  si  ammet- 
tesse per  un  istante  l'esistenza  dì  due  quoti  x,]/,  dovrebbe  es- 
sere a--=6>a>  =  &■!/,  da  cui,  pel  citato  teor.,  x^y. 

13.  Nei  pi  fi  semplici  esempi  di  campi  numerici  che  l'aritme- 
tica ci  offre:  numeri  interi,  numeri  razionali,  numeri  reali  (con 
segno),  si  verifica  ripetutamente  questo  fatto:  che  i  numeri  del- 
f«n  campo  sono  una  parte  dei  numeri  di  un  altro,  a  che  la 
somma,  il  prodotto,  la  differenza,  il  quoto  (ove  esista)  di  due  di 
qìtesti  numeri,  considerati  come  appartenenti  al  primo  campo 
non  differiscono  dalla  somma,  dal  prodollo.  dalla  differenza, 
dal  quoto  di  essi,  considerati  come  appartenenti  al  secoruio,  più 
ampio. 

Ogni  volta  che  questo  fatto  si  verìtica  per  due  dati  campì, 
diremo  che  il  primo  campo  è  contenuto  come  parte  nel  secondo. 
Cosi  il  campo  dei  numeri  interi  è  parte  del  campo  dei  numeri 
razionali,  ed  esso  ed  il  campo  dei  numeri  razionali  medesimo 
sono  parte  del  campo  dei  numeri  reali. 
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ESEMPI  E  COMPLEMENTI 

I.  Un  asamplo  di  campo  numarfcos  Campa  dal  numeri 
Interi  ridotto,  relativo  ad  un  modula.—  Sia  fissato  uq 
numero  intero/»:  due  numeri  interi  (positivi  o  negativi)  si  di- 
cono congrui  fra  loro  rispetto  al  modulo  p  quando  la  loro  dif- 
ferenza è  multipla  di  p.  Se  a, a'  sono  i  due  numeri  considerati, 

sì  scrive: 

a^a'    (mod.  p)  ; 


questa  scrittura  equivale  dunque  a 

a  —  a'  =  mn\t.p  . 


Se  è  pure 
risalta,  sottraendo, 
vale  a  dire 


a  —  *  =  raultp  , 
6  —  a'  =  raìiìt.p  , 
6  =  a'    (mod.p)  ; 


e  cioè  numeri  congrui  ad  uno  stesso  rispetto  al  mod.p,  sono 
congrui  fy-a  loro. 
Si  noti  ancora  che  se 

a^a'    (raoà.p) 
à  pure 

a'^a    (oioA.p)  . 

Ne  risulta  che  i  numeri  interi  sipossoTU)  aggruppare  in  classi 
di  numeri  fra  loro  congrui  rispetto  al  modulo  p  ;  per  modo  che 
ciascun  numero  appartiene  ad  una  classe  beu  deturminata,  la 
quale  può  quindi  deflnirsi  mediante  un  qualsiasi  dei  suoi  ele- 
menti. 

Consideriamo  i  numeri 

(1)  0,I,2,3,...,p  — 1  : 

essi  sono  tutti  a  due  a  due  incongrui  rispetto  al  moà.p,  perchè 
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la  differenza  di  due  qualunque  di  essi  è  4=0  e  in  valore  asso- 
luto <p,  e  perciò  non  può  essere  dÌTisibìle  per  p.  Però  ogni 
altro  intero  è  congruo  ad  uno  di  questi  rispetto  al  iDod.j).  In- 
fatti, se  a  ò  un  intero  qualunque,  vi  si  può  anzitutto  aggiun- 
gere un  tal  multiplo  di  p  che  la  somma  risulti  positiva:  sia  a' 
questa  somma  (se  a  è  positivo  si  può  prendere  senz'altro  a'=a); 
è  in  ogni  caso 

a^a'    (mod.p)  . 

Si  divida  ora  a'  per  p  e  sia  a"  il  resto  della  divisione,  g  il 
quoziente,  cosicché 


a"  è  uno  dei  numeri  (1)  ed  è 

a'^a'    (mod.p)  , 
e  quindi  pure 

a^a"    (mod.p)  . 

Adunque  se  i  numeri  interi  si  dividono  in  classi  di  numeri 
congrui  rispetto  al  modulo  p ,  ciascuna  classe  ha  uno  e  un  solo 
numero  del  quadro  (!)  e _si  può  quindi  caratterizzare  mediante 
questo  suo  elemento. 
IL  Da 

a  — a'  ^smult.;? 
6  — 6'  =  nmltj) 
si  deduce 

(a-f  &)  — (o'  +  6')  =  {a  — o')  +  (^  — 60  =  mult.p 
0.6  —  a'.  6'  =  a.  (6  — 6') +  6'.  (a  —  a')=muU.  j)  . 

Vale  a  dire  che  da 

a^a'    {m(ìA.p) 
b^b'     (mod.p) 
si  deduce 

a-\-ì}^a'-\-b'    (mod.  p) 
a-b^a' 'tì      (mod.^)  . 
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Adunque,  fissale  ar-biirariamenté  due  classi  di  numeri  con- 
gi-ui  rispetto  al  modulo  p  [d.  I] ,  è  determinata  una  classe  di 
numeri  congrui  rispetto  al  modulo  p  che  contiene  tutte  le  somme 
Ai  dite  numeri  appartenenti  rispettivamente  alle  due  classi  date  ; 
e  de)  pari  è  determinata  una  classe  di  numeri  congrui  rispetto 
al  modulo  p  che  contiene  tutti  i  prodotti  di  due  numeri  appar- 
tenenti rispettivamente  alle  due  classi  date.  Le  due  nuove  clasai 
di  numeri  cungrui  rispetto  a!  mod.p  coai  determinate  si  po- 
tranoo  chiamare  rispattivameute  classe  somma  e  classe  prodotto 
delle  due  date. 

Assumendo  a  rappresentare  queste  classi  i  loro  elementi  ap- 
partenenti al  quadro  (1)  [n.  I],  potremo  definire  come  somma 
ridotta  rispetto  al  modulo  p  e  come  prodotto  ridotto  rispetto 
al  modulo  p  di  due  numeri  a,b  del  quadro  (1)  i  numeri  del 
quadro  (1)  che  appartengono  alle  classi  somma  e  prodotto  delle 
due  classi  cui  appartengono  rispettivamente  a  e  b.  Rappre- 
senteremo queste  operazioni  di  «somma  di  classi  di  nu- 
meri congrui  rispetto  a  un  modulo  prefissato»  a  di 
«prodotto  di  classi  di  numeri  congrui  rispetto  a 
detto  modulo»  a  le  corrispondenti  operazioni  di  «somma 
ridotta  »  e  di  <  prodotto  ridotto  »  coi  segni  +  e  ■  ;  co- 
sicché sarà 

a  +  b=\numero  del  quadro  {l)=a  +  b    (mod.p) | 

(ovvero  =  1  etósse  degli  interi  ^a-f-A    (mod.p) () 

a-b=\numero  del  quadro  {\)^a-b    (mod.p)j 

(ovvero  =  \ classe  degli  interina' b    (mod,p)])  . 

Queste  operazioni  di  «somma»  e  di  «prodotto»  godono 
evidentemente  delle  proprietà  enunciate  al  n.  3;  infatti,  partendo 
da  numeri  arbitrari  delle  classi  addendi  o  fattori,  si  ottiene  un 
numero  della  classe  somma  o  prodotto  effettuando  su  di  essi  le 
ordinarie  operazioni  di  addizione  o  moltiplicazione  fra  numeri 
interi;  e  d'altronde  queste  operazioni  di  addizione  e  moltiplica- 
zione ordinarie  godono  delle  proprietà  accennate. 

liBTI  9 
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Ne  risulta  che,  se  si  assumÒDO  come  «numeri»  le  classi  di  nu- 
meri congrui  l'iapetto  al  modulo  p,  —  ovvero  i  numeri  del  quadro 
(1)  che  le  rappresentano  — ,  e  per  essi  sì  definiscono  come  csom- 
ma»  e  come  «prodotto»  la  classe  somma  e  la  classe  prodotto— 
ovvero,  riferendosi  alla  rappresentazione  mediante  i  numeri  del 
quadro  (1),  la  somma  ridotta  e  il  prodotto  ridotto  — ,  si  viene  a 
defluire  un  nuovo  campo  numerica  Lo  chiameremo  campo  dei  nu- 
meri interi  ridotto,  relativo  al  modulo  p.  Esso  consta  di  un  nume- 
ro fluito  p  di  numeri:  vi  fungono  da  0  e  da  1  i  numeri  0  e  1  del 
quadro  (1)  —  ovvero  le  corrispondenti  classi  dei  multipli  di  p 
e  dei  numeri  della  forma  ftp  +  1  (ft  intero,  positivo  o  negativo). 

L'opposto,  nel  quadro  (1),  di  un  numero  a  sarà  p  —  a:  invero 
a  +  {p  —  a)=p^O  (mod.  p),  e  quindi  a+(p  —  a)  =  0.  Scrive- 
remo p~a^  —  a;  rappresenteremo  cosi  col  segno  —  la  dif- 
ferenza nel  nosti-o  campo  numerico. 

in.  Ci  riferiremo  ora  per  semplicità  esclusivamente  alla  rap- 
presentazione del  nostro  campo  numerico  mediante  i  numeri  del 
quadro  (I).  Sia  a  uno  di  questi  numeri  4^0;  se  a  è  primo  con 
p  11  prodotto  a  •  b  non  può  essere  multiplo  di  p  se  non  è  b  mul- 
tiplo di  ^;  se  perciò  anche  b  appartiene  al  quadro  (1)  (e  quindi 
è  0^6  <jj),  da 

a  primo  con  p    ,    a  •  6  ^  0 
segtte 

6  =  0  . 

La  condizione  «d  primo  con  p>  è  veriflcata  da  ogni  numero 
^  0  dei  quadro  (1)  se  p  ò  primo.  Adunque  se  p  è  primo  il  campo 
dei  numeri  interi  ridotto,  relativo  al  modulo  p  non  è  sinifolare 
[n.  10].  Se  invece  si  suppone  p  non  primo,  ed  è  p  ^=  r  ■  s  (1  <  r<p), 
e  si  prende  o  =  »••»',  basterà  prendere  per  es.  b  =  s  perchè  ri- 
sulti a-b  =  r'S-a'  =  p-a'  e  quindi  a"6  =  0.  Adunque,  se  p 
non  è  primo,  esistono  nel  nostro  campo  numerico  coppie  di 
numeri  non  nulli  il  cut  prodotto  è  nyilo.  E  cioè  il  campo  dei 
numeri  intei't  ridotto  relativo  ad  mi»  modulo  non  primo  è  stn- 
golare. 
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IV.  Supponiamo  di  nuovo  a  primo  con  p.  Allora  da 

ossia  [d.  %  d),  f)] 

seyue  [n.  Ili] 

6— c  =  0 
ossia  [n.  8,  teor.  5] 

b  =  c  . 

V.  Consideriamo  allora  i  numeri 

(2)    0^0  =  0  ,  l"a  =  o  ,  2"a  ,  3'^a  ,  ...  ,  (p— l)'^a  . 

Essi  sono  in  numero  di  ^  e  tutti  diversi  fra  loro:  sono  dunque 
tutti  i  Qumeri  del  quadro  (1),  eventualmente  in  ordine  diverso 
(certamente  in  ordine  diverso  se  a^l).  Ne  segue  che,  assegnato 
un  numero  b  qualunque  del  nostro  campo,  esiste  fra  i  numeri 
(2)  uno  =b;  esiste  cioè  un  numero  e  del  quadro  (1)  tale  che 
b=:c-a,  ossia,  rappresentando  con  :  il  segno  di  divisione  nel 
nostro  campo  numerico,  c  =  b',a.  Nel  nostro  campo  numerico 
esiste  il  qtioto  tieUa  divisione  di  un  numero  qualunque  per  un 
numero  gitalunque  non  nullo  e  primo  col  modulo  p. 

Osserviamo  di  nuovo  che  ogni  numero  del  quadro  (1)  è  primo 
con  p  quando  p  è  numero  primo:  ne  segue  che  il  campo  dei  nu- 
meri interi  ridotto,  relativo  ad  un  Intero  primo  è  campo  di  ra- 
zionalità. 

VI.  Sempre  supponendo  il  numero  a  primo  con  p,  tt&  i  numeri 
della  forma  m-  a,  sono  primi  con  p  quelli  e  quelli  soli  in  cui  m 
è  primo  con  p. 

Il  numero  dei  numeri  interi  positivi  (>0)  primi  con  un  nu- 
mero p  e  minori  di  esso  (vale  a  dire  il  numero  dei  numeri  del 
quadro  (1)  primi  con  p)  si  usa  indicare  con  ^{p)  *).  Indichiamo 


*)  Se  i  dJTÌBori  primi  dittigli  di  p  aono  J>| ,  p,  , .  -  ■  si  mostra  agevol- 
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COD 

(3)  m^  ,  m,  ,  . . .  ,  m^ 

questi  Duineri.  La  precedente  osservazioDe  ci  mostra  che  i  nu- 
meri 
(3^  »i,'^a  ,  mS-a  ,  ...  ,  m^-a 

SODO  di  QUOTO,  in  ordine  differeote,  i  numeri  del  quadro  <3); 
invero  essi  sono  in  numero  di  f(j>),  diversi  fra  loro,  minori  di 
P  e  primi  con  p.  A  causa  della  commutabilità  dei  fattori  dì  un 
prodotto  In.  4],  si  debbono  dunque  ottenere  numeri  eguali  fa- 
cendo il  prodotto  ridotto  dei  numeri  (3)  e  dei  numeri  (3'); 

(4)  Mi,-  H(, • ...  •  w),  =  {m,-a)'(m, ■  a)- ...  •{m.-a)  . 

Ancora  per  la  proposizione  del  n.  4  il  secondo  membro  di  (4) 
può  scriversi 

(m, ■m,-...'  m^-{a'a  •  ...•a) 

dove  il  numero  dei  fattori  a  è  f  (p)- 
La  (4)  può  dunque  scriversi 

(4')    (»i,'^m('^...^«ij)^I  =(m,'^m,  ■ ...  ^»»^)^(a  -^a  "...  ^a)  . 

Si  osservi  che,  per  essere  i  numeri  (3)  primi  con  p,  anche  il 
loro  prodotto  è  primo  con  p,  e  quindi  anche  il  prodotto  ridotto 


'«-('4)('-7:)- 


(Si  vedrà  la  dimoetraiione  iti  un  trattato  di  ttoria  dei  nvmeri  :  v.  per 
es.  Diriohleìt-Dbdbikind  ,  Leaoni  tidla  Uoria  dei  numeri.  Trad.  ita!,  dì 
A.  Faifofbr,  VeneEÌa  1881;  Shrkrt,  Court  ifAlgibre  àupériaire.  B*"* 
édiL,  T.  Il,  Paris  1886;  Bacttmank  ,  ZahUnthmrie ,  Leipzig  1893  e 
2fi«dere  ZahUiUheorie,  Leipsig  1902.  Il  lettore  troverà  ia  queste  opere 
sviluppate  teorie  importanti  di  cui  qui  non  si  fanno  che  cenni  molto 
parsìall  e,  diremmo,  incidentali). 
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rispetto  a!  mod.p.  La  (4')  dà  allora  [n.  IV] 

(5)  l  =  a^a'^...'^a  . 

Dal  D.  n  ai  ha 

a'^a'^...'^a=a'''"    (mod.p)  . 

La  (5)  dà  quindi 

a^fi^l    (inod.p)  . 

Si  uoti  che  si  è  supposto  a  apparteaere  al  quadro  (1);  ma  si 
è  già  notato  [n.  IJ  che  se  a  è  un  intero  qualunque,  esìste  nel 
quadro  (1)  un  numero  a'  tale  che 

a^a'    (mod.p)  . 
È  allora  [n.  IIJ 

o"»'=o*i"    (mod.p)  , 

e  se  a  è  primo  con  p  tale  sarà  pure  a';  applicando  ad  a'  la 
proposizione  dimostrata  si  ha  dunque  che  (teorema,  di  Perhat 
OENBRALizzATO)  qualunque  sia  l' intero  a  pt-imo  con  p  è 

flUn^l    (mod.p)  . 

VII.  Se  p  è  primo,  tutti  i  numeri  del  quadro  (1)  diversi  da  0 
sono  primi  con  p  ;  è  dunque 

9{p)  =  p— 1 

e  la  proposizione  del  n.  prec.  dà  il  teorema  di  Fermat: 

Se  p  è  un  intero  primo,  qualunque  sta  l'intero  a,  primo 
con  p,  è 

a»^'^  1    (mod.  p)  . 

VIIL  Si  può  applicare  la  proposizioue  dei  n.  VI,  VII  a  trovare 
una  espressione  esplicita  del  numero  ^T^,  per  a  primo  con  p, 
del  quale  si  è  mostrata  l'esistenza  al  a.  V.  Dal  teorema  di 
Fbrmat  generalizzato  [a.  VI]  segue  infatti,  nella  detta  ipotesi 
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che  a  sia  primo  eoa  p, 

a*'*"-'  =  lTo    (mod.;»), 
onde 

6ta=6'^(lTa)  =  fia'''"-'    (mod.p). 

Il  ealcolo  pratico  di  questa  lormota  è  però  iu  generale  più  labo- 
rioso cbe  la  formazioDe,  uei  sìngoli  casi  particolari,  della  tavola 
(2)  di  prodotti  ridotti  colla  quale,  seguendo  il  ragioaanieato  del 
n.  V,  ai  determina,  pei"  semplice  lettura,  il  numero  b'.a. 

IX.  Rlsoluzlono  dall' aquazlon*  Indatarmlnala  linea* 
ra  In  dua  Incagnlla.  —Nel  linguaggio  delle  congruenze  fo.  I, 
II]  la  proposizione  del  a.  V  si  può  enunciare:  dato  arbitraria- 
mente un  numero  a  primo  col  modulo  p,  ed  un  numero  qtta- 
lunque  b,  esiste  sempre  un  numero  e  tale  che 

c-a^b    (mod.p) 
vate  a  dire 

c-a  —  b  =  mult.  p  =  kp    (k  intem) 

ca  —  ft-p  =  6  . 


e  quindi 


Precisamente,  indicando  con  a'  e  b'  ì  numeri  del  quadro  (1) 
congrui  rispettivamente  ad  a  e  &  rispetto  al  mod.p,  basterà 
prendere 

c^b".a'    {mod,p). 

Si  dice  ctie  si  propone  di  risolvere  una  equazione  indetermi- 
nata lineare  in  due  incognite 

ax-\-py^b 

quando  si  cercano  due  interi  a:,y  che  verifichino  questa  ugua- 
glianza: la  proposizione  precedente  ci  dice  che  il  problema  si 
può  sempre  risolvere  quando  a  e  p  sono  primi  fra  loro  bastando 
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porre 

x^V.cC    (mod.p) 
6  —  aoB 

dove  a'  9  tf  hanno  lo  stesso  significato  che  precedeatemente. 

Sì  voglia  ad  ea.  risolvere  l'equaKÌone  indeterminata 

4183: +  Sly  =  10000  . 

Si  porri  p  =:  81 ,  e,  pensando  di  operare  nel  campo  dei  numeri  in- 
teri ridotto,  relativo  al  modulo  SI,  sì  avrà 

10000=  18     ,     41S  s  10     (mod.  81} 

x=  la^io. 

Ora  si   ha 

3"lO  =  BO  =  —  1     ,     —  18'^3"l0  =  18  . 
Adunque 

a;  =  18?  10=  —  18^0  =  13^3  =  8  . 

Soetitnendo  queeto  valore  di  x  nell'equazione  proposta  sì  ricava  la 
■oluaione 

a;  =  8  if  =  216  . 

Ed  infinite  altre  soluEÌoni  si  otterranno  attribuendo  ad  x  valori 
^8  (mod.  81j;  esse  potranno  oomprendersì  nella  forinola 

«  =  8  +  31(  y  =  216  —  413( 

(t  intero  qualunque). 

X.  Ricapitolando  gli  argomenti  trattati  nei  n.'  prec.  cerche- 
remo di  rispondere  a  questa  domaDd»  :  Quale  importanza  ha 
l'aver  supposto  che  i  «numeri»  considerati  fossero  precisa- 
mente numeri  interi?  Si  vede  subito  che: 

a)  Imitando  il  n.  I,  si  potranno  distribuire  i  numeri  di  un 
campo  Q  in  classi  di  numeri  congrui  rispetto  ad  un  numero 
dsso  (modulo)  p  del  campo  ogniqualvolta  p  s,\&  ^fì  q  non  sia 
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divisore  d'ogai  altro  aumero  del  campo:  occorre  perciò  In  par- 
ticolare ctie  e  sia  campo  d'integrità  [n.  12]. 

Si  potrà  allora,  come  al  d.  II,  deflaire  la  somma  ed  il  pro- 
dotto di  queste  classi,  e  si  mostrerà  che,  con  tali  delÌDizioni, 
esse  vengono  a  costituire  i  numeri  di  uu  nuovo  campo. 

b)  Applica  invece  proprietà  specifiche  dei  numeri  interi  la 
determinazione  fatta  al  a.  I  di  un  sistema  di  numeri  (i  numeri 
dei  quadro  (1))  tale  che  ad  (^ni  classe  appartenga  ubo  ed  uno 
solo  di  essi.  Però  è  questo  un  particolare  in  certo  modo  secon- 
dario, tutto  quanto  segue  potendosi  ripetere  rifereadolo  alle 
classi  medesime  anziché  ai  numeri  del  quadro  (1)  che  le  rap- 
presentano. 

e)  Ma  perchè  i  ragionamenti  del  n.  Ili  siano  applicabili  oc- 
corre ancora  che  il  prodotto  di  due  numeri  del  campo  S  non 
aventi  fattori  comuni  cou  p  non  sia  mai  divisibile  per  p,  e  che 
possa  considerarsi  nel  campo  un  numero  p  primo  [cfr.  n,  XII]. 
a)  Infine  la  deduzione  de!  teorema  di  Fermat  (o  della  sua 
generalizzazione)  richiede  ancora  che  le  classi  di  numeri  con- 
grui rispetto  al  modulo  p  e  non  aventi  con  p  fattori  comuni 
siano  in  numero  finito  (il  numero  che  abbiamo  chiamato  ^(p)]. 

XI.  Ogni  campo  numerico  d' Inlogritè  non  slngolnro 
è  contenuto  In  un  campo  di  razionalità.  —  Partendo  dalla 
nozione  di  numero  intero,  si  costruisce  ordinariamente  nell'a- 
ritmetica la  nozione  di  numero  razionale  mediante  le  conside- 
razioni seguenti: 

Si  considerino  tutte  le  coppie  di  numeri  interi  (a,  a")  ove 
a' 4=0,  e  si  ponga  per  definizione  che 


significhi  che 


{a.a')  =  {b,b-) 
ab'  =  a'b . 


(Ne  risulta  che  non  sarà  (a , o'J  =  (a' , a)  se  non  quando  a*^a'*, 
e  cioè  quando  a'='a  ovvero  a'=  —a). 
Osserviamo  che  da  questa  definizione  segue  subito  che 
a)  Se 

{a,a')  =  {b,b')    ,    (a,a')  =  {c,c')  , 
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è  pure 

(6,6')=(c,c'). 
laverò  da 

aìf  =  a'b    ,    addale 

segue  rlspettÌTameote 

aò'd  =  dhd    ,    cib'd  =  t^Vc  , 
OQde 

a'fo?'  =  a'ft'c  ; 

e,  sopprimeado  il  fattore  a'  comune  ai  due  membri, 

6c'  =  »'c  . 

Inoltre  la  defluizioue  medesima  è  simmetrica  rispetto  alle  due 
coppie  (o,  a'),  (ft,6');  cosicché 

*>  Sono  equivalenti  le  due  affermazioni: 

{a ,  a')  =  (6 ,  b')    ,    (b ,  b')  =  {a  ,  a') . 

Ne  risulta  cbe  se  si  riuniscono  in  una  classe  colla  coppia 
(a ,  a')  tutte  quelle  che,  secondo  la  precedente  definizione,  le  sono 
uguali,  ciascuna  coppia  appartiene  ad  uua  classe  ben  determi- 
nata, che  sì  può  considerare  come  definita  da  una  qualunque 
delle  sue  coppie  (come  insieme  di  essa  e  di  tutte  le  sue  uguali). 

Ciascuna  di  queste  classi  si  può  definire  come  un  numero 
razionate  {telativo,  se  i  numeri  interi  a,b,...  si  sono  supposti 
numeri  relativi);  e  ciascuna  delle  coppie  appartenenti  ad  una 
determinata  classe  si  può  assumere  come  rappresentante  del 
corrispondente  numero  razionale:  la  si  chiama  una  frazione,  e 
numeratore  e  denomtnatoi'e  i  due  numeri  di  cui  si  compone. 

Si  osservi  che  in  questo  ragionamento  non  si  è  fatto  alcun 
uso  dell'ipotesi  che  a,b,...a' ,b',...  rappresentassero  ordinari 
numeri  interi:  il  ragionamento  si  può  ripetere  immutato  consi- 
derando a,b,...  come  «numeri»  di  un  qualunque  campo 
numerico  non  singolare  (la  condizione  di  non  singolarità  del 
campo- intervenendo  nella  deduzione  della  proposizione  a),  e  pre- 
cisamiente  nel  passaggio  dalla  penultima  all'ultima  uguaglianza). 
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Questa  osservaziuue  si  può  proseguire  anche  per  la  defiuizione 
delle  operazioni  sopra  numeri  razionali:  si  può  cioè  porre  in 
ogni  caso 

[a,a')-{b,b')  =  iai>,a'b')  ; 

e  si  Tede  subito  che  se  si  fanno  variare  (a,a')  b  {b, b')  rispetti- 
vameate  ÌD  due  determinate  delle  classi  sopra  definite  di  coppie 
(frazioni)  uguali  fra  loro,  anche  le  corrispondenti  coppie  (ab ,  a'b') 
sono  uguali  fra  loro;  risulta  cosi  definita  una  «  moltiplica- 
zione »  fra  numeri  razionali,  e  le  proprietà  associativa  e  com- 
mutativa di  questa  «moltiplicazione»  derivano  immediata- 
mente dalle  medesime  proprietà  ammesse  per  la  moltiplicazione 
sui  numeri  a,b Del  pari  si  porrà 

(a , a')  +  {b,a')  =  (a  +  b, a') , 

definendo  cos'i  la  somma  di  frazioni  aventi  lo  stesso  denomina- 
tore; la  possibilità  di  rappresentare  più  numeri  razionali  con 
frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  (o,  come  si  dice  in  arit- 
metica, ridurre  le  frazioni  allo  stesso  denominatore)  consegue 
già  dalla  deQnizione  di  numero  razionale  sopra  ricordata  ;  si 
aggiunga  l'osservazione  che  se 

ca'  =.ad    ,    da'  =  be'  , 
sarà  di  cons^uenza 

{c  +  d)a'  =  (a-|-6)c'  ; 
che  cioè  da 

(a,a')  =  (c,c')    ,    (6,a')  =  (d,c') 
segue 

(a  -I-  6 ,  o')  =  (e  -t-  d ,  e')  ; 

cosicché  se  gli  addendi  della  somma  di  frazioni  sopra  definita 
si  fanno  variare  (mantenendone  uguale  il  denominatore)  rispet- 
tivamente in  due  determinate  classi  di  (razioni  uguali,  anche 
la  somma  appartiene  ad  una  classe  Sssa  di  frazioni  uguali;  la 
precedente  definizione  della  somma  di  frazioni  ci  fornisce  allora 
una  definizione  della  <somma>  di  numeri  razionali.  Ciie  que- 
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sta  definizioDe  dì  somma  soddisfi  alle  proprietà  associativa  e 
commutativa  è  evidente,  poiché  per  essa  la  somma  si  effettua 
mediante  l'addizioDe  dei  numeratori  di  frazioni  aventi  Io  stesso 
denominatore,  per  la  quale  queste  proprietà  sono  già  ammesse. 
Cos'i  pure  si  ha  la  proprietà  distributiva  della  moltiplicazione 
rispetto  all'addizione: 

{{a  ,a')  +  (b  ,a'))-{c  ,c')=(a  +  b  ,a')'(c  .c')  =  ((a  -\-b)c  ,a'c') 
=  (oc  +  6c .  a'c'  )  =  (ac ,  a' e'  )  +  (*c ,  a'o') 
=  (a ,  a')  '  (e ,  e')  +  (ft ,  a')  •  (e ,  e')  . 

Si  vede  pure  che  sodo  verìfìcate  le  proprietà  e),  d),  e)  del  n.  1; 
precisamente  funge  da  0  la  classe  delle  frazioni  della  forma 
(0,a);  funge  I  la  classe  delle  ìVazioni  della  forma  {a,  a);  op- 
posta della  frazione  {a, a!)  è  la  frazione  ( — a,  a'). 

Abbiamo  dunque  che  assegnato  arbitraì^amente  un  campo 
numerico  (2  non  singolare,  se  ne  può  sempre  dedurre,  colte 
precedenti  definizioni,  un  nuovo  campo  numerico.  Esso  sarà 
sempre  un  campo  di  razionalità  perchè,  qualunque  siano  le 
frazioni  {a  ,a'),(b,b'),  purché  la  seconda  non  sia  0,  esiste  una 
frazione  (e ,  e')  tate  che 

ia,a^)  =  (b,b')'{c,c')  . 
È  cioè 

{c,c')  =  {ab',a'b)  , 

come  immediatamente  si  verifica,  perchè 

(b,^)-{c,&)  =  ictò'b,a'M>')  =  (a,a')  . 

Inoltre  il  nuovo  campo  numerico  non  sarà  singolare  perchè  se 

(a,o')-(6,6')  =  (afl,o'6')  =  0  =  (0,d) 

dovrà  essere 

a6  =  0 

e  guiodi,  per  ripote^ii  che  il  campo  cui  appartengono  a,b,c,... 
non  sia  singolare,  deve  essere  nullo  uno  almeno  dei  numeri  a,b, 
e  quiadì  una  delle  frazioni  {a,a'),[p,b'). 
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Particolai'  meuzione  mei-iuuu  le  l'i-azioni  di  deuomiaatore  1. 
La  somma  ed  il  prodotto  di  esse  sono  aacora  Irazioai  di  deDU- 
miuatore  1 ,  ed  hanno  per  numeratore  la  somma  ed  il  prodotto 
dei  numeratori.  Queste  ft-azioni  costituiscono  dunque  per  se  stesse 
un  campo  numerico  (e  così  pure  i  numeri  razionali  corrispon- 
denti), ove  si  assumano  le  precedenti  definizioni  per  la  somma 
ed  il  prodotto.  Fra  gli  elementi  di  questo  campo  numerico  e 
quelli  del  campo  primìtìro  €  intercede  una  corrispondenza  biu- 
nivoca, quando  si  facciano  corrispondere  i  singoli  numeri  di  6 
alle  frazioni  di  denominatore  1 ,  che  li  hanno  per  numeratoci, 
o  ai  corrispondenti  numeri  razionali;  ed  in  questa  corrispon- 
denza alla  somma  ed  al  prodotto  di  due  numeri  dell'un  campo 
corrisponde  la  somma  ed  il  prodotto  dei  numeri  corrispondenti 
dell'altro.  Si  esprima  questo  dicendo  che  i  due  campi  numerici 
sono  fra  loro  isomorfi.  Nel  maggior  numero  dei  casi,  campi  nu- 
merici fra  loro  isomorfi  si  possono  considerare  come  equivalenti, 
sostituibili  cioè  l'uno  all'altro,  e  non  distinguibili.  Ed  invero,  ad 
es.,  le  proposizioni  (postulati)  che  servono  di  definizione  alla 
nozione  di  «numero  intero»  ']  non  permettono  di  distin- 
guere un  <  campo  dei  numeri  interi  >  da  un  altro  campo 
ad  esso  isomorfo,  e  portano  piuttosto  a  considerarli  coma  varie 
rappresentazioni  dello  stesso  campo. 

Conformemente  a  queste  osservazioui  si  considerano  ordina- 
riamente come  diverse  rappresentazioni  dello  stesso  campo  nu- 


')  Cfr.  PsAHO,  Àrithmetiea  principia,  nova  mtthodo  expotita,  Toriao, 
1889;  FomiUaiTe  de  Mathématiqìie*.  T.  II,  d.  2  e  tomi  succesalvi  (To- 
rino, 1899  e  anni  seguenti).  —  Aritm^iea  gentraU  e  algebra  tiemetUart. 
Torino,  Paravia,  1902.  Per  le  alesae  idee  in  forma  più.  elame Dtare  ai 
possono  vedere  molti  libri  di  aritmetica  e  algebn  pubblioati  in  seguito. 
Cosi  BuRALi-FoKTi  6  Kauobino.  ArUmttico,  Torino,  Oallizio,  1898.  In 
tutti  questi  luoghi  si  p&rla  propriamente  di  numeri  inUri  attolati.  Ana- 
loghi sono  però  ì  postulati  sui  quali  può  fondarsi  direttamente  la  no- 
lione  di  numero  intero  relativo:  si  potrà  vedere  perciò:  Padoa,  Euai 
d'une  tbéorie  aigtìirique  de»  nombre»  entiert.  Coogrèa  International  de  phi- 
loflophie.  Paris,  1900;  Numeri  interi  relativi.  Revue  de  mathématiques 
(BJviflta  di  matematica),  T.  VII,  n.  2,  Torino,  Bocca,  1911. 
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merico  1!  campo  primitivo  S,  il  campo  delle  frazioDÌ  di  deno- 
minatore 1,  il  campo  dei  razionali  corrispondenti. 

Il  campo  @  risulta  allora  contenuto  come  parte  [n.  13]  nel 
campo  dei  numeri  razionali  che  ne  abbiamo  dedotto. 

Se  il  campo  Q  era  campo  di  razionalità,  ognuno  dei  numeri 
razionali  che  ne  abbiamo  dedotto  ha  come  rappresentante  una 
Trazioiie  di  denominatore  1;  invero  se  a, A  sono  due  numeri 
qualunque  di  @  {b^O),  si  ha 

(a,ft)  =  (a:6,l) 

e  cioè  a'l^(a:6)'fe.  Allora  ad  ogni  numero  razionale  corri- 
sponde un  numero  di  @,  ed  i  due  campi  stessi  non  sono  fra  loro 
distinti  {sono  cioè  fra  loro  isomorfi).  Se  invece  6  è  campo  d'in- 
tegrità, esistono  sempre  numeri  razionali  che  non  possono  es- 
sere rappresentati  da  frazioni  di  denominatore  1,  tali  essendo 
quelli  cui  appartengono  coppie  (0,6)  nelle  quali  a  non  sia  di- 
visibile per  6.  Il  campo  2  si  presenta  allora  come  una  parte 
pi-opria  del  campo  dei  razionali  che  ne  abbiamo  dedotto. 

Cosi  ogni  campo  numerico  di  integrila  non  singolare  si  può 
considerare  come  parie  di  un  campo  di  razionalità  pure  non 
singolare,  allo  stesso  modo  come  il  campo  dei  numeri  interi  si 
considera  come  parte  del  campo  dei  numeri  razionali. 

XTI.  Altri  osampl  di  campi  numarici.— Sarà  facile  al  let- 
tore provare  che,  fissato  arbitrariamente  un  gruppo  di  interi 
primi  Pi.p,,---,  l'insieme  delle  frazioni  i  cui  denominatori  non 
contengono  altri  fattori  che  i  detti  p,,Pt,...  e  sulle  quali  si  de- 
finisca come  somma  e  prodotto  l'ordinaria  somma  e  l'ordinario 
prodotto,  costituisce  un  campo  d'integrità.  Esso  conterrà  in  ogni 
caso  il  campo  dei  numeri  interi  ordinari  e  sarà  contenuto  in 
ogni  campo  definito  analogamente,  accrescendo  il  gruppo  pre- 
fissato di  numeri  primi  Pi.p^,...  coll'aggiunta  dì  altri  numeri 

primi  arbitrari  9,.$, Si  ha  così  un  esempio  di  una  serie 

illimitata  di  campi  d' integrità  contenuti  ciascuno  nel  seguente. 

Come  caso  particolare  notevole:  l'insieme  delle  frazioni deci- 
malt  costituisce  un  campo  d' integrità. 
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Così  pure  costituiscono  uq  campo  d'integrità  le  frazioni  che, 
ridotte  ai  minimi  termini,  hanno  denominatore  primo  con  un 
intero  assegnato  A  (perchè  ciò  è  lo  stesso  come  dire  che  i  loro 
denominatori  non  contangono  altri  Tattorì  primi  che  quelli  che 
non  appartengono  ad  JV). 

XIII.  Meritano  special  menzione  in  un  campo  dì  integrità  quei 
numeri  che  sono  divisori  di  (%ni  altra  Essi  si  dicono  unità. 
Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  nn  numero  e  di  un 
campo  d'integrità  sia  una  unità  è  che  esista  nel  campo  un  nu- 
mero e'  tale  che  e'e=  1,  ossia  «"  =  — .  Fra  le  unità  sono  sem- 
e 

pre  i  numeri  1  e  —  1.  Nel  campo  dei  numeri  interi  relativi  non 
esistono  altre  unità;  ma  i  campi  d'integrità  di  cui  abbiam  fatto 
cenno  nel  num.  prec.  (tolto  IVa  essi  appunto  il  campo  degli  or- 
dinari numeri  interi  relativi)  offrono  esempi  in  cui  si  hanno  più 
unità,  e  precisamente  infinite.  Se  infatti  sono  sempre  p,  ,p, ,... 
gli  interi  primi  che  possono  essere  fattori  nei  denominatori  delle 
frazioni  considerate,  saranno  unità  tutte  quelle  frazioni,  fra  que- 
ste, di  cui  anche  i  numeratori  non  hanno  altri  divisori  che 
p,,p,,...;  e  cioè,  indicando  con  m,n,...  numeri  interi  assoluti, 
i  numeri  della  forma  »;** ,  —  ,  ecc. 

Tutti  i  numeri  di  un  campo  d'integrità  sono  sempre  divisì- 
bili (n.  12]  per  le  unità  del  campo,  perchè,  se  e'  s=  —  ,  sarà,  qua- 
lunque sia  il  numero  a  del  campo,  a;e  =  ae'.  Per  analogia  coi 
numeri  interi  si  potrà  chiamare  prima  un  numero  del  campo 
che  non  sia  divisibile  per  altri  numeri  che  le  unità  e  i  prodotti 
di  sé  stesso  per  le  unità. 
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S    2.  -  POLINOMI 

1.  Polinomi  In  una  variabile.  —  Sia  Q  un  campo  nume- 
rico assegnato:  a  un  numero  di  @,  p  na  numero  intero  posi- 
tivo 0  nullo,  x  un  simbolo;  l'espressione 


si  dirà  monomio  nella  variabile  ai,  nel  campo  S;  a  si  dice  il 
suo  coefficiente ,  p  V  esponente.  II  coefficiente  lei'  esponente  1 
non  si  scrivono,  di  solito. 

Più  monomi  si  possono  riunire  in  una  espressione  più  com- 
plessa interponendo  fra  essi  il  segno  +  :  l'espressione  risultante 
si  dice  polinomio  nella  variabile  x,  nel  campo  <2.  Così  indi- 
cando con  a,b,c,...  numeri  di  S  e  con  p,Q,r,...  numeri 
interi  positivi  o  nulli  si  potrà  formare  il  polinomio 

ao!' +  bx"  +  cxr  +  . . .  . 

1  monomi  ax' ,  bafl , . . .  si  dicono  i  termini  dei  polinomio.  Un 
monomio  è  un  polinomio  di  un  solo  termine. 
Osservazione.  Se  a  è  un  numero  del  campo  @,  lo  è  anche 

—  a  [§  1,  n.  2,  d)];  si  potrà  allora  formare  un  monomio  del  tipo 

—  ax'.  Quando  un  monomio  di  tal  forma  è  termine  di  un  poli- 
nomio si  omette  davanti  ad  esso  il  segno  +. 

Si  dicono  termini  simili  di  un  polinomio  quei  termini  che 
hanno  lo  stesso  esponente. 
Converremo  che: 

a)  In  ogni  polinomio  sia  indiflerenle  l'ordine  In  cui  i  termini 
sono  scritti. 

b)  A  più  termini  simili  di  un  polinomio  si  possa  sostituire  un 
unico  termine  avente  lo  stesso  esponente  ed  avente  per  coefficiente 
la  somma  dei  coefficienti  del  termini  considerati;  e  viceversa. 

Applicando  queste  couveaziuni  si  può  sempre  supporre  che  in 
uD  polinomio  non  esistano  termini  simili  e  i  termini  siano  or- 
dinati secondo  i  valori  crescenti  o  decrescenti  dei   loro  espo- 
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oaati.  Si  dice  allora  che  il  polinomio  è  ordinato  secondo  le  jiO- 
tenze  crescenti  o  decrescenti  di  x. 

Se  il  massimo  degli  esponenti  è  n  il  polinomio  si  dice  di 
grado  n. 

Faremo  ancora  la  coavenzione  che 
e)  Un  polinomio  non  si  altera  aggiungendovi  termini  dì  grado 
qualsiasi  e  con  coefficiente  0. 

Uq  polinomio  di  grado  n  si  dice  completo  quando  contiene 
termini  con  tutti  gli  esponenti  fra  0  e  ».  Dalla  convenzione  pre- 
cedente segue  che  a  un  polinomio  di  grado  n  sì  può  sempre  dare 
la  forma  di  polinomio  completo,  a^iungendovi,  ove  occorra,  ter- 
mini di  coefficiente  0  cogli  esponenti  (compresi  fra  0  e  n)  che 
già  non  si  trovassero  nel  polinomio  dato.  Allo  stesso  modo  si 
può  sempre  dare  ad  un  polinomio  di  grado  n  la  forma  di  poli- 
nomio di  grado  arbitrario  >n,  aggiungendovi  termini  di  coeffi- 
ciente 0  ed  esponente  >n. 

Indicando  con  «„  a,  a,  . . .  a^  numeri'del  campo  6,  rappresen- 
teremo spesso  il  polinomio  completo  in  x  di  grado  n  nella  forma 

(1)       a^  +  a^S[r-'  +  fl^"-*  -H . . .  +  fl„-,af  +  a^xi*  =2  a^'*  ■ 

2.  Sopra  i  polinomi  definiamo  le  operazioni  di  addizione  e  mol- 
tiplicazione nel  modo  seguente: 

a)  Somma  di  due  polinomi  sì  dirà  il  polinomio  che  ha  per  ter- 
mini tutti  i  termini  dei  polinomi  dati. 

b)  Si  dirà  prodotto  di  due  monomi  ax'',bx'  il  monomio  ràx>^ 
elle  ha  per  coefficiente  il  prodotto  dei  coeffioientl  dei  due  fattori,  e 
per  esponente  la  somma  degli  esponenti. 

e)  Prodotto  di  due  polinomi  sarà  il  polinomio  ohe  ha  per  ter- 
mini tutti  i  prodotti  dei  termini  dell'uno  pei  termini  dell'altro. 

Notiamo  che  le  definizioni  a)  e  e)  hanno  senso  solo  inquanto 
si  tenga  conto  della  convenzione  a)  [n.  IJ,  che  rende  un  polino- 
mio indipendente  dall'ordine  dei  suoi  termini. 

Inoltre,  a  causa  delle  convenzioni  b)  e  e)  [n.  1],  per  assicu- 
rare che  la  somma  e  il  prodotto  di  due  polinomi,  secondo  le 
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precedenti  dofìnìzìoni ,  sono  polinomi  univocameata  determinati 
occorre  osservare  che: 

1."  Una  somma  (o  un  prodotto)  di  polinomi  non  mutano, 
sia  che  nei  polinomi  addendi  (o  fattori)  si  effettuino  prevenu- 
tamente le  eventuali  riduzioni  di  termini  slmili,  sia  che  si  ri- 
mandi ogni  riduzione  di  termini  simili  a  dopo  effettuata  la  som- 
ma (o  il  prodotto).  Lo  si  verifica  immedìstainente:  cosi,  pel  caso 
del  prodotto,  effettuando  ta  molti  pi  icaziooe  prima  della  riduzione 
dei  termini  simili,  si  ha 

(a'aj'-t-  a"x')  ■  {&xfl-\-h"3fi)=€Cb'a^*^^  aVx^Ha"(>'si^^-i-a"l>"x'^- 
=(a'6'+a'6"4  a"ft'+a"»")a!»«  ; 

ed  effettuando  prima  la  riduzione  dei  termini  simili  e  quindi  il 
prodotto, 

(c'ir»  +  a"a>')-(6'aj'  +  6"a3')==(a'  +  a")aJ'-(&'  +  ft")a^ 
=  (a'  +  (f)-{b'-\-l>"yv^ 
=  {db'  +  a'b"  +  cCb'  +  a"b")ai^*^  . 

2.'  L'aggiunzione  ai  poUnotnt  addendi  o  /attori  di  termini 
con  coefficiente  0  pì-oduce  soltanto  l'aggiunzione,  nella  somma 
o  nel  prodotto,  di  termini  a  coefficiente  0. 
3.  Si  ha  subito  dalle  definizioni  che: 

1.*  L'addizione  dei  polinomi  gode  delta  proprietà  commuta- 
tiva ,  perchè  il  polinomio  somma  si  compone  sempre  dagli  stessi 
termini,  in  qualunque  ordine  si  prendano  i  polinomi  addendi. 

2."  L'addizione  dei  polinomi  gode  pure  della  proprietà  as- 
sociativa: se  infatti  si  t<%1ìoqo  sommare  i  polinomi  A,B,C,  e 
si  fa  astrazione  dalie  riduzioni  di  termini  simili,  si  ha  che  en- 
trambe le  somme  (A  +  B)-|-C,  A -f  (B -|-C)  si  compongono  di 
tatti  i  termini  di  tutti  i  polinomi  addendi  A,B,C.  Né  la  con- 
clusione può  essere  mutata  se  si  fanno  le  eventuali  riduzioni  dì 
termini  simili,  a  causa  di  una  precedente  osservazione  [n.  2,  l*j. 

3,'  La  tnotiipUcazione  dei  polinomi  è  distributiva  rispetto 
aWaddizione.  Si  debba  infatti  moltiplicare  un  polinomio  A  per 
Lan  3 
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la  somma  di  due  polinomi  B,C;  la  somma  6  +  C  si  compone 
di  tutti  i  termini  di  B  e  di  C  [n.  2,  a)],  e,  dovendola  moltiplicare 
per  A,  (aia  che  si  voglia  fare  il  piwlotto  A'(B+  C),  sia  che  si 
veglia  fare  (B  +  O'A),  si  potrà,  per  ii.  2,  1*,  rimandare  a  dopo 
il  prodotto  ogni  eventuale  riduzione  di  termini  simili.  Il  pro- 
dotto ha  allora  per  termini  i  prodotti  dei  termini  di  A  per  i 
termini  di  B  e  di  C,  precisamente  come  la  somma  dei  prodotti 
di  A  per  B  e  di  A  per  C. 

4."  La  moltiplicazione  dei  polinomi  gode  della  proprietà  as- 
sociativa. Siano  cioè  A ,  B ,  C  tre  polinomi,  e  si  vegliano  formare 
i  prodotti  (A  ■  B)  -  C  e  A  •  {B  •  C)  ;  a  causa  di  n.  2,  1*,  si  può,  nel- 
l'efTettuare  questi  prodotti,  fare  astrazione  da  ogni  eventuale  ri- 
duzione di  termini  simili,  rimandandole  tutte  a  dopo  eseguite 
tutte  le  moltiplicazioni.  Siano  allora  aa',  b3fl,  ex'  tre  termini  qua- 
lunque rispettivamente  di  A  ,  B ,  C  ;  il  prodotto  A  ■  B  sarà  il  po- 
linomio che  ha  per  termini  tutti  i  prodotti  della  forma  aa:''bx^, 
e  quindi  (A-B)-C  sarà  il  polinomio  che  ha  per  termini  tutti  i 
prodotti  della  forma  {aj!''bx'')-cx'';  analogamente  A'(B-C) 
sarà  il  polinomio  che  ha  per  termini  tutti  i  prodotti  della  forma 
act' •  (bx^  •  ex').  Ora  si  ha 

(oj.'  '  bx^)  •  ex'  =  abx'~^  •  ex'  =  abox'"*^' , 

ed  ugualmente 

oas'  ■  (bx^  •  ca')  =  aa;" •  bcx**^  =  abcx^***'  . 

I  polinomi  (A*B)>G  e  A-(B*G)  sono  dunque  costituiti  dagli 
stessi  termini,  onde 

(A-B)-C  =  A-(B.C). 

5.°  La  moltiplicazione  dei  polinomi  gode  infine  della  pro- 
prietà eommulativa:  si  ha  infatti,  per  il  prodotto  di  monomi 

as^ .  &»'  =  «to''+«  =  bax***  =  bafl  •  aa^  ■ 

Si  otterraDQO  allora  gli  stessi  termini  moltiplicando  ogni  ter- 
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mine  di  uq  polÌDomio  A  per  (%dì  termiae  di  uà  polinomio  B,  o, 
iDversamtìDte,  c^oi  termiae  di  B  per  (^ni  termine  di  A.  É  cioè 
A-B=B-A. 

4.  Oa  queste  osservuziooi  segue  che  i  polinomi  in  una  varia- 
bile  z  e  in  un  dato  campo  numerico  Q,  colle  date  definizioai 
dell' addizioae  e  della  moltiplicazione,  costituiscono  un  campo 
numerico. 

Si  dovraODO  uaturalmeate  applicare  a  questo  campo  nume- 
rico tutte  le  cose  dette  al  §  1;  in  particolare  occorre  ricordare 
qui  la  definizione  di  somma  di  un  Qumero  qualunque  di  termini 
e  di  prodotto  di  ud  numero  qualunque  di  fattori  [§  1,  n.  3];  si 
vede  allora  che  la  deflalzione  [n.  2,  a)]  della  somma  dì  due  po- 
linomi si  può  applicare  senza  alterazione  alla  somma  di  un  nu- 
mero qualunque  dì  polinomi;  e  si  rileva  che  ogni  polinomio  si 
può  considerare  come  la  somma  dei  monomi  suoi  ter7nini;  ri- 
sulta allora  giustificato,  con  sìgniflcato  reale  e  non  puramente 
simbolico,  l'uso  del  segno  J  (quale  si  vede  nella  (1))  per  rap- 
presentare un  polinomio.  Al  calcolo  con  polinomi,  considerati 
per  l'appunto  come  somme  di  monomi,  si  applicheranno  quindi 
le  proposizioni  del  §  l,  n,  5,  6. 

Si  osserverà  pure  che  il  monomio  a}'  potrà  considerarsi  come 
prodotto  di  p  monomi  ce,  dando  cosi  significato  reale  di  p-m& 
potenza  all'espressione  x'  introdotta  dapprima  come  puro  sìm- 
bolo: si  dice  spesso  x'  *.p-mA  potenza  della  variabile  x*,  in- 
vece di  dire  «  del  monomio  x  (=0^')  [n.  1]  >. 

Nel  campo  numerico  dei  polinomi  in  a  nel  campo  <S  funge . 
da  elemento  0  un  qualwnqife  polinomio  i  cui  termini  aWiano 
tutti  per  coefflciente  lo  0  del  campo  <Z ,  a  causa  della  conven- 
zione e)  del  n.  1.  A  causa  di  questa  stessa  convenzione  tutti 
questi  polinomi  sono  d'altronde  fra  loro  equivalenti.  L'ofiposto 
di  un  polinomio  si  ottiene  sostituendo  a  tutti  i  suoi  coefficienti 
i  rispettivi  opposti. 

Dalla  definizione  b)  si  vede  inoltre  che  funge  da  elemento  1 
il  monomio  x", 

5.  Si  fa  ordinariamente  la  convenzione  che  In  ogni  monomio 
della  forma  ax*  si  sopprime,  sottintendolo,  Il  simbolo  x*;  e  cosi,  in 
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luogo  di  aaf,  si  scrive  semplicemente  a  {a  essendo  un  numero 
del  campo  Q).  L'addizione  e  la  moltiplicazione  dei  monomi  della 
forma  aa",  6.t*,  . . ,  diventano  allora  identiche  coU'addizioDe  e  la 
moltiplicazione  dei  corrispondenti  numeri  del  campo  <2;  onde 
ai  potrà,  in  generale,  considerare  senz'altro  i  numeri  del  campo 
Q  come  polinomi  (di  grado  0)  in  una  qualsiasi  variabile  w  nel 
campo  Q  medesimo.  Per  tal  modo  il  campo  <S  risulta  contenuto 
come  parte  nel  campo  dei  polinomi  in  a:  in  i2  [cfr.  §  1,  Q.  13]  '). 
Inversamente  si  dice  che  il  campo  di  questi  potinomi  si  ottiene 
estendendo  il  campo  t?  colCaggiunta  della  variabile  x. 

Si  dirà  «operare  (sommare,  moltiplicare,  ecc.)  su  polinomi 
con  numeri  di  Q  »  in  luogo  di  *  operare  (colle  corrispondenti 
operazioni)  con  monomi  della  Turma  aa:*  >.  Ne  segue  che  un  mo- 
nomio ax"  si  potrà  considerare  come  il  prodotto  a  ■  a"'  =  ax*  •  x". 

6.  Sia 

A  =^afii^*  =  a^"  -(-  o,»"^'  +  ! . .  4-  a^_^x  +  a, 

B  =2**»""'  =  M"  +  *i»^'  +  ■  ■  ■  +  &„-,»  +  K  ■ 
Sarà 

A+B=(aafi>"+(a,+6,)a'-'+ ...  -Ka„-,+&,->  +  K+&J 
=2(«'  +  ^)=^""'- 

Quindi  la  somma  di  due  polinomi  di  grado  n  è  ancora  un 
polinomio  di  grado  n;  come  caso  particolare  esso  potrà  risul- 
tare di  grado  <n,  quando  alcuni  dei  suoi  primi  coefficienti  si 
annullino;  dovrà  perciò  essere  a.  =  — ft, ,  e  quindi  se  uno  dei 
due  polinomi  A,B  non  ha  grado  <w,  anche  l'altro  deve  avere 
il  grado  n  e  non  minore. 

*)  Cfr.  al  §  1,  □.  XI,  pag.  2&-S9,  un'analoga  osaervaaione  relativa 
alla  possibilità  di  considerare  ogni  campo  non  singolare  di  integrità 
come  contenuto  in  un  campo  dì  raiionalità.  Anche  qai  st  può  dire,  evi- 
tando ogni  coDvensione,  che  1  monomi  della  forma  ax°  costituiscono 
un  campo  numerico  isomorfo  al  campo  @. 
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Si  può  quindi  enuDciare:  la  somma  di  due  polinomi  ha  in  ge- 
nerale il  massimo  grado  di  questi,  e  non  può  avei'e  grado  mi- 
nore di  questo  massimo  se  i  due  polinomi  non  hanno  lo  stesso 
grado. 

7.  Sia  ancora 

B  =2  b^'i  =  b^"  +  6,a?"-'  -(-...  +  6„_,ar  +  6«  . 

Per  effettuara  il  prodotto  A-B  potremo  applicare  le  re^fole 
par  il  prodotto  di  due  somme  [§  1,  n.  G;  cfr.  n.  4];  sì  avrà  dunque 

A .  B  =  (2  a^ir-'  ) .  (2  b^-'  )  =2  «^"~'  ■  V""^=2  «A^"^-*-' . 

Si  osservi  che  si  ottiene  un  termine  di  (jrado  massimo  pren- 
deodo  /^j^f+j  =  0;  il  grado  è  allora  n  +  m.  Il  polinomio 
prodotto  ha  dunque  grado  n  -\-  m.  Saranno  inoltre  termini  simili 
nel  prodotto  ottenuto  quelli  per  cui  i-^j  ha  lo  stesso  valore;  ef- 
fettnando  la  riduzione  dei  termini  simili  si  può  allora  scrivere 

A-B=     2     (2  »/',)**-• 

Ponendo 

A    11=2  c»»"^-* 

si  ha  dunque 

e,  =  a,6. 


<S) 


la  accordo  con  quanto  si  dis3u  al  §  1,  u.  IO,  noi  supiMrrenio 
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che  il  campo  Q  dei  coefflcìeQti  nou  sta  singolare.  Supponiamo 
allora  che  sìa  A:^0,  e  quindi,  supponendo  che  esso  sia  preci- 
samente di  grado  n  e  non  inferiore,  sia  pure  «o^''-  Dalie  (or- 
mole  (2)  risulta  anzitutto  che  non  potrà  essere  e,  =  0  se  non 
sarà  b^^O;  se  quindi  anche  B ^ 0  e  quindi  (b^  essendo  il  suo 
termine  di  grado  massimo  a  coefflcieate  non  nullo)  &,:4=0,  sarà 
certamente  c^  4=  0 ,  e  cosi  A  ■  B  sarà  esso  pure  i^  0  e  precisa- 
mente di  grado  n-^  m.  Adunque  il  prodotto  di  due  potinomi  non 
è  nullo  se  non  è  nutlo  uno  almeno  dei  fattori;  il  suo  grado  è 
usuate  alla  somma  dei  ffj'Odt  di  questi,  e  non  è  mai  inferiore. 

8.  La  prima  parte  della  pi-ecedente  proposizione  ci  dice  che, 
sempre  nell'ipotesi  che  il  campo  Q  dei  coelllcienti  nou  sia  sin- 
golare, il  campo  numerico  dei  potinmnt  in  una  variabile  x  non 
è  singolare. 

9.  Dalle  (2)  segue  pure  che  dello  campo  è  un  campo  d'inte- 
grità. Dati  cioè  due  polinomi  B,C  non  esiste  sempre  un  terzo 
polinomio  A  tale  che  0  =  A-B.  Si  suppooga  infatti  per  es,  che 
ì  due  polinomi  B,C  siano  dello  stesso  grado;  a  causa  delta  pro- 
posizione del  n.  7,  A  dovrebbe  essere  di  grado  0,  e  quindi  do- 
vrebbe avere  la  forma  ax''  =  a,  dove  a  rappresenta  un  numero 
del  campo  Q  ;  se,  come  nel  n.  7,  si  indicano  con  b^  e  c^ì  coeffi- 
cienti di  B  e  C,  le  (2)  mostrano  che  dovrà  essere  c^  =  ai}^,  per 
(^dì  valore  di  i.  Se  si  saranno  fìssati  i  valori  dei  coefficienti  bf 
e  Cf  in  modo  che  queste  relazioni  non  possano  essere  soddisfatte 
tutte  simultaneamente  con  uno  stesso  valore  di  a,  sarà  impos- 
sìbile trovare  un  polinomio  A  tale  che  C  =  A*B. 

Così,  se  il  campo  S  è  quello  degli  ordinari  numeri  razionali, 
e  si  pone  B:=ir+  l,C='2a7-f5,  non  esisterà  il  quoto  B:C, 
perchè  se  tal  quoto  fosse  A  =  aa;"  =  a ,  dovrebbe  essere 

2  =  n-l=a       5  =  a.i  =  a. 

10.  È  utile  porre  in  rilievo  il  caso  particolare  delle  formole  (2) 
nel  quale  B  è  di  primo  grado,  della  torma 
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Essendo,  come  al  a.  7, 

A  =  2  a^"-*  =  a^  +  0,2!^'  -i-  a,»"-'  +  . . .  +  a,.,»  +  o„  , 
sarà 

A  •  B  =  2  <^»^»**''"*  =  ^0^  +  "i*'"  +  e,»"-' +  . . .  +  c„.7J  +  e,^ 
eoa 


(3) 


c,  =  a, 
I  e,  =  a, -l-o,& 


11.  Polinomi  In  plA  variabili.— Ctaiamìamo  oi-a  «?'  il  cam- 
po dei  poliaomi  in  aj  in  un  dato  campo  numerico  S  ;  esso  potrà 
assumersi  come  campo  dei  coefflcienti  per  costruire  monomi  io 
una  nuova  variabile  y  [n.  1]:  il  campo  dei  polinomi  in  y  nel 
campo  «3'  si  dirà  pure  campo  dei  polinomi  nelle  due  varlabttt 
a:,y,  net  campo  S. 

Fra  ì  monomi  in  y  nei  campo  6'  meritano  considerazione  spe- 
ciale quelli  che  hanno  per  coefficiente  un  monomio  in  x,  che 
sono  cioè  della  forma 

ax'y^ 

dove  a  è  un  oumero  del  campo  f2  :  essi  dicono  monomi  in  to  e 
y  nel  campo  iS.  Applicando  le  considerazioni  del  n.  6,  converrà 
considerarlo  spesso  come  espressione  del  prodotto  a-x'-y*. 
C^ni  altro  monomio  in  y  nel  campo  6'  di  polinomi  in  x: 

{ax"  +  bas"  +  ex"  ■{- . .  .)t/' 

potrà  considerarsi  come  una  somma  di  mouomi  in  ^r  e  y:  si  ha 
infatti,  per  la  regola  della  riduzione  dei  termini  simili  [n.  1,  b)], 

(OJCT  +bjf*  +CJB' +  ...)!/' =ai3''i/^-\-bj>^y^  +cx*y^  +...  . 
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Ne  risulta  che  ogni  polinomio  nelle  due  variabili  x,)r  nel  campo 
e  si  può  considerare  come  una  somma  di  monomi  in  x  a  y  nel 
oampo  medesimo. 

Ammetteremo  che 

Sono  espressioni  equivalenti  il  monomio  in  x  e  y  :  ax'y'  ed  il  mo- 
nomio in  y  e  X  :  ayx*. 

Per  questa  convenzione  c^dì  polinomio  ìa  co  e  y  in  un  dato 
campo  (^  si  può  considerare  pure  come  una  somma  di  monomi 
in  V  e  a;,  fl  cioè  come  un  polinomio  in  y  e  a;  nello  stasso  campo 
<S.  Si  potrà  quindi  parlare  di  polinomi  in  due  variabili  x.y  in 
un  dato  campo  <?  nominando  le  dette  variabili  in  ordine  indif- 
ferente. 

Quando  più  monomi  in  x  e  y  iu  cui  una  stessa  variabile,  x 
per  es.,  abbia  lo  stesso  esponente  si  considerano  come  monomi 
in  questa  variabile  e  sì  effettua  la  riduzione  dei  termini  simili 
si  dice  che  si  mette  in  evidenza  questa  variabile. 

12.  Dai  polinomi  in  due  variabili  sì  passa  a  definire  polino- 
mi in  tre  variabili  cc,y,z  (in  un  dato  campo  i3)  considerando 
i  polinomi  in  una  di  queste,  z,  nel  campo  numerico  dei  polinomi 
nelle  rimanenti  due  variabili  x ,y ,  nel  detto  campo  Q.  Questi 
polinomi  in  z  costituiscono  di  nuovo  un  campo  numerico,  che 
può  essere  assunto  a  sua  volta  come  campo  dei  coefflcienti  di 
monomi  in  una  nuova  variabile  t\  i  polinomi  formati  conquesti 
monomi  si  diranno  polinomi  nelle  variabili  x,y,z,t  nel  campo 
<S.  Così  proseguendo,  per  induzione  matematica,  sì  definiscono  ì 
polinomi  in  un  numero  qualunque  di  variabili  x ,y ,z,...,v 
nel  campo  G.  Essi  costituiscono  sempre  un  campo  numerico  di 
integrità,  il  quale  si  dirà  ottenuto  estendendo  il  campo  €  cot- 
t'aggiunzione  delle  variabili  a: ,y  ,z,...,v. 

Si  chiamerà  monomio  nelle  variabili  x,y ,z ,...,v  nel  campo 
£  ogni  monomio  in  v,  avente  per  coefficiente  un  monomio  nelle 
rimanenti  variabili  x,y,z,...,  nel  campo  i2.  E  per  induzione  si 
riconosce  subito  che  esso  avrà  la  forma  ax'i/'z' ...  v,  dove  a  è  un 
numero  di  £  e  p,g,r,...,u  sono  numeri  interi  positivi  o  nulli. 

Ripetendo  un'osservazione  fatta  al  n.  11  pei  polinomi  io  due 
variabili,  sì  vede,  per  induzione  matematica,  che  ogni  poltrtomio 
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in  àate  varicela  si  può  considerare  come  somma  di  monomi 
nelle  variabili  medesime.  Questi  monomi  si  diranno  i  termini 
del  polinomio. 

Sì  ammetterà  che  un  monomjo  in  più  variabili  possa  ìndifferente- 
nnnte  considerarsi  come  monomio  in  una  qualunque  di  esse,  nel 
campo  del  polinomi  nelle  rimanenti,  e  così  il  monomio  ai^z'' ...v^ 
scriversi  per  es.  ancbe  ay'!"" . . .  «"tC. 

Ne  segue  che  si  definirà  sempre  uno  stesso  campo  di  polino- 
mi in  date  variabili  x,y,z,,..  in  undalocampo  @,  in  qualun- 
que orbine  si  nominino  le  dette  variabili. 

Ne  risulta  pure  che  un  polinomio  in  date  variabili  x,y,z,... 
si  può  sempre  considerare  come  polinomio  in  una  di  queste  fis- 
sata arbitrariamente,  nel  campo  numerico  dei  polinomi  nelle  va- 
riabili rimanenti.  Quando  appunto  si  esprime  il  polinomio  in  que- 
sta forma  si  dice  cbe  si  raccolgono  a  fattore  o  si  mettono  in 
evidenza  le  varie  potenze  di  quella  variabile. 

Così,  raccogliendo  p.  es.  a  fattore  le  potenze  della  variabile 
X,  potrà  il  polinomio  scriversi  nella  forma  [cfr.  n.  1,  (1)] 

(Ij  a^  -\-  a,j?"-*'  -|-  a^"-'  -|- . . .  -|-  a„_,»  -|-  a„ 

dove  i  coefficienti  a^  debbono  rappresentare  polinomi  nelle  va- 
riabili y,z,...  . 

13.  Considerando  i  polinomi  in  date  variabili  come  somme  di 
monomi  nelle  medesime,  si  estendono  subito  [§  I,  n.  5,  6]  ai  po- 
linomi in  più  variabili  le  regole  por  la  somma  e  pel  prodotto 
dei  polinomi  in  una  variabile  sola  [n.  2,  a),  c)j:  si  sommano  cioè 
i  polinomi  riunendone  i  termini  in  un  polinomio  unico;  si  molti- 
pllcano fra  loro  due  polinomi  formando  il  polinomio  somma  dei 
prodotti  dei  termini  dell'uno  per  i  termini  dell'altro. 

Del  pari  si  mostra  per  induzione  la  regola  per  il  prodotto  dei 
moDomi  [cfr.  n.  2,  b)]: 

{ojifii^tr  ...)■  {6ì;*/5'  . . .)  =  àbxf*''y^z^ .... 

14.  Applicando  quanto  si  disse  al  n.  5,  sì  ha  che  il  campo  dei 
poltQomi  in  date  variabili  j[;,y  ,z,  . ..  in  un  dato  campo  numa- 
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rico  e  si  può  sempre  considerare  contenuto  nel  campo  dei  po- 
IJaomi  ÌD  uoa  nuova  variabile  /,  i  cui  coefficienti  appartengono 
al  suddetto  campo  di  polinomi,  e  cioè  nel  campo  dei  polinomi 
ia  ic  ,y,  2,...,  i  nel  campo  numerico  Q.  Osservando  poi  che  è 
indifferente  l'ordine  in  cui  queste  variabili  si  nominano  per  de- 
finire questo  campo  dì  polinomi  [q.  13],  si  conclude  che  ad  un 
campo  di  polinomi  in  più  variabili  in  un  campo  numerl<x>  6 
appartengono  tulli  i  polinomi  nel  campo  Q  in  una  parte  sol- 
tanto delle  dette  variaMii. 

In  particolare  si  dovranno  riguardare  come  polinomi  in  x, 
y,z,...,t  i  monomi  a;*',tf',a'', . ..,  C  e  i  numeri  stessi  del 
campo  ©;  il  monomio  ax'y''2' . . .  t"  si  riguarderà  allora  come 
espressione  del  prodotto  a-x'-y"-  z'-...-  f. 

Pure,  in  particolare,  varrà  l'affermazione  che  un  polinomio  A 
in  date  variabili  x,y  ,z ,. ..  si  può  sempre  considerare  come 
un  polinomio  nei  gruppo  di  variabili  x ,y,z ...  .,t ,u,...  che 
si  ottiene  aggiungendo  alle  variabili  che  compaiono  in  A  le 
nuove  variabili  (,«,...;  e  come  tale  esso  è  identico  al  polino- 
mio che  si  ottiene  applicando  i  (attori  f.u",. ..  a  tutti  i  ter- 
mini di  A. 

15.  Si  chiama  grado  di  un  monomio  in  date  variabili  x , 
y,2,...  la  somma  degli  esponenti  di  queste  variabili  in  esso; 
si  chiama  grado  di  un  polinomio  nelle  dette  variabili  il  mas- 
simo grado  dei  monomi  che  lo  compongono. 

Se  in  un  polinomio  di  grado  n  nelle  variabili  ao,y,z,...  si 
raccolgono  a  fattore  le  potenze  di  una  variabile,  w  peres.,  per 
modo  che  esso  risulti  espresso  nella  forma  (1)  [u,  12J,  ciascuno 
dei  coefficienti  Oj  dovrà  rappresentare  un  polinomio  nelle  re- 
sidue variabili  y  ,z,...  di  gi^ado  non  superiore  all'  indice  i. 

Si  può  ripetere  qui  l'osservazione  [n.  IJ  che  ogni  polinomio  di 
grado  <n  si  può  considerare  come  caso  particolare  di  un  po- 
linomio di  grado  n,  attribuendo  ad  alcuni  coelQcienti  il  valor 
0.  Si  può  allora,  nel  precedente  enunciato,  dire  che  i  coefficienti 
Oj  rappresentano  polinomi  nelle  variabili  y,z,...  di  gi'Odo 
uguale  ai  rispettivi  indici. 
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16.  Dalla  formola  [q.  13] 

{ax^''2'^  ...)•  (fiW^  ■  - .)  =  a&aj'*V^*^'^ . . . 

risulta  che  il  prodotto  di  due  moDomi  dì  gradi  n  e  m  è  ud 
inouomio  di  grado  n  +  m.E  poiché  il  prodotto  di  due  polinomi 
ha  per  tertuiDÌ  ì  prodotti  dei  termini  dell'uno  pei  termini  del- 
l'altro [a.  13],  segue  che  anche  il  prodotto  di  due  polinomi  dei 
gradi  n  e  tn  sarà  un  polinomio  di  grado  n-(-m. 

17.  Forma  algabricha.  —  Uu  polinomio  io  più  variabili  x, 
y,z,...  si  dice  politiomio  omogeneo  od  anche  (orma  algebrica 
(o  brevemente,  forma)  nelle  dette  variabili  quando  tutti  i  suoi 
termini  hanno  lo  stesso  grado.  Se  questo  grado  è  n  la  forma 
si  dice  d'ordine  n  ;  in  particolare  le  forme  di  ordine  1,2,3,4,,.. 
si  dicono  lineari ,  quadratiche ,  etniche,  quartiche  o  biquadra- 
ticlte , . .  . 

OP  +  6i/  +  C3 

è  una  forma  lineare  nelle  variabili  <r,t/,z; 

ce"  -\-  ay"  +  to'z'  +  cxìi*z 

è  uaa  forma  algebrica  di  ordine  4  (o  biquadratica)  nelle  stesse 
variabili. 

In  generale  una  forma  algebrica  di  grado  n  nelle  variabili 
X  ,y ,z , ...  potrà  rappresentarsi  brevemente  con 

•t#+t+...=" 

Sa  A  e  B  sono  due  forme  algebriche  degli  ordini  rispettivi 
n.m,  il  loro  prodotto  sarà  ancora  una  forma  algebrica  e  pre- 
cisamente di  ordine  n  +  m,  perchè  [n.  16]  il  prodotto  di  un 
termìoe  di  A  per  un  termine  di  B  sarà  sempre  un  monomio  di 
grado  n-\'m. 
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18.  Condizione  necessaria  e  sufficente  perchè  un  polinomio 
P  nelle  variabili  x,y ,z ,...  sia  una  forma  algebrica  d' ordine 
n  nelle  dette  variabili  è  che.  se  si  considera  ogni  iertnine  dt 
questo  polinomio  come  l'espressione  di  un  prodotto  [u.  U],  e, 
estendendo  il  campo  numerico  dei  polinomi  in  x,ì/,z,...  col- 
l'aggiunta  di  un  nuotx)  simiolo  l ,  si  sostituisce  in  delti  ter^nint 
al  posto  delle  variaòili  x  ,y  ,z,...  rispettivamente  xl,yl,zt, ... , 
si  ottenga  il  polinomio  medesimo  ìnoUipltcato  per  t*. 

Consideriamo  ìafatti  il  poliooinio 

Se  uel  monomio 

a„p^.  ,ar-(^2T . . .  =a„p^...  -  xT -ì^- z^  • ... 

al  posto  delle  variabili  x,y,z,...  si  pone  rì'spettiTameQte  xt , 
yt  ,zt ,...,  esso  diverrà 

a„^... {tifivi  fiztf  ...  =  a„^.,.a7V^f  ■  ■  ■  ^*^^     ■ 

Cosi  il  polinomio  P  diverrà,  per  effetto  di  detta  sostituzioae, 

(4)  P-=^a,^,j,fyfz-'...t'^*r^r  . 

Se  dunque  P  è  forma  algebrica  in  x,y,z,...  di  grado  n,  vale 
a  dire  se  in  ciascun  termine  si  ha 

B4-p  +  r  +  ...-n, 

risulterà 

(5)  P  =  (2art,..^»*--'-. •)'•  =  ?'■■ 

Inversamente  la  somma  (4)  prenderà  la  Torma  (5)  solo  se  in 
tutti  i  termini  si  ha 
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19-  Ud  polinomio  di  grado  n  ìd  date  variabili  a:,y,z,...  si 
può  considerare  come  la  somma  delle  forme  algebriche  costi- 
tuite rispettivameute  dalla  somma  dei  suoi  termini  di  grado  n, 
dalla  somma  dei  suoi  termini  di  grado  n  —  1 ,  e  così  via.  Indi- 

caodo  con  P  il  pollaomio,  eoo  A„ ,  A„_, A, ,  A„  queste  forme, 

si  ha  cos\ 

P  =  A„  +  A„_, ...  -1-  A,  +  A,  . 

(A,  sarà  costituito  da  uq  solo  termine,  un  numero  del  campo 
<?;  quindi  io  si  può  chiamare  ancora  una  forma  di  grado  0). 

SO.  Fra  i  polinomi  dì  dato  grado  n  in  date  variabili  £c,y, 
z ,...  e  le  forme  algebriche  dello  stesso  ordine  n  nelle  variabili 
a: ,y ,z ,...,t  (dove  t  è  una  nuova  variabile  aggiunta  alla  pre- 
cedenti) si  può  stabilire  una  corrispondenza  biunivoca,  che  trova 
frequenti  applicazioni,  nel  modo  seguente: 

Sia  P  uno  qualunque  dei  polinomi  considerati,  e  sia  [n.  19] 

P  =  A,-HA__,-f-A^,...4-A,  ; 

si  assumerà  come  corrispondente  a  P  la  forma 

P'  =  A„  -I-  A,_,(!  -h  h^J.*  + .  ■ .+  A.r 

che  si  ottiene  moltiplicando  ogni  termine  di  grado  i  (f  =  0, 
1 , . . . ,  n)  di  P  per  t^\ 

Reciprocamente  sì  otterrà  il  polinomio  corrispondente  ad 
una  data  forma  soppi'imendo  in  tutti  i  termini  di  questa  i  fat- 
tori io  /. 

È  chiaro  che,  per  questa  corrispondenza,  alla  somma  di  due 
polinomi  di  grado  n  corrisponderà  la  somma  delle  due  forme 
corrispondenti.  Così  pure  al  prodotto  di  due  polinomi  dei  gradi 
n,m  corrisponderà  il  prodotto  della  forme  corrispondenti.  In- 
vero ai  indichino  con 

ojjf^zf ...    ,    h(^s^  ... 
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tdrmiiii  generici  rispettivamente  dei  due  pollaomì  dati  dei  gradi 
n,m;  il  prodotto  di  questi  poliaomi  sarà  la  somma  dei  prodotti 
della  forma 

(6)  ax'y^zr ...-  bx^y^z^  ...  =  aft»»*V^i^« .... 


D'altra  parte  ai  detti  termini  generali  corrispoodooo,  nelle 
forme  corrispondenti  ai  due  polinomi  dati,  i  termini 

ed  il  prodotto  delle  due  forme  risulterà  la  somma  dei  monomi 
della  forma 
(7)         a»VaT . . .  i"-"+*m...' .  b3^-^ii . . .  (-I4+WC+... > 

da  questo  termine  generale  (7J  si  passa  al  termine  generale  (6) 
sopprimendo  la  variabile  t. 

21-  Una  forma  in  2,3,4,...  variabili  ai  dice  binaria,  ter- 
naria ,  qttatemar^a, 

Applicando  l'osservazione  del  d.  precedente  si  vede  che  fì>a  i 
polinomi  di  grado  n  in  una  variabile  a;  e  le  forme  binarie  dì 
ordine  n  lo  x,y  esiste  una  corrispondenza  biunivoca  per  cui 
al  polinomio 

«oaT  +  a,(»V  +  o^aJ*"*  + . . .  +  a^iX  +  «n 

corrisponde  la  forma 

a„ai"  +  Ajar^V  +  «.a?""'!/'  +  •  •  ■  ''■-i^tT"'  +  «.y" 

(ove  si  è  scritto  y  al  luogo  della  /  del  n.  prec).  Reciprocamente 
sì  può  considerare  questa  come  l'espressione  generica  di  una  for- 
ma binaria  di  ordine  n:  la  sì  potrà  anche  scrivere  brevemente 


2  a^'^Y  . 
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Dal  o.  prec  se^ue  subito  cbe,  posto 

(2  a^-'y')  •  (2***"'-^*)  =2  c,arH-V  , 

i  coefficienti  c^  si  rorinaao  mediante  gli  a^.&f  colle  stesse  for- 
mole  (2)  del  n.  7. 
2-2.  Polinomi  Ih  data  aarla  di  variabili.  Paso.  —  Per 

indicare  le  Tarìabìli  di  un  polÌDomio  si  usano  spesso,  invece  di 

lettere  tutte  diverse,  lettere  con  indici:    x,,x^,x ,2:,,;^,, 

V(  -  tf»  1  ■  ■  ■ .  tf»  ;  ■  ■  ■  ;  sì  dice  allora  che  si  coDsìdera  una  o  più  sei-ie 

di  variabili:  11(^  =  0,1,2 A),yja  =  0,  l ,. . .,  A),.. .  (chia- 

loandosi  di  una  stessa  serie  le  variabili  rappresentate  con  una 
stessa  lettera,  eoa  indici  diversi). 
Se 

è  un  monomio  nelle  date  serie  di  variabili,  si  chiama  peso  di 
esso  rispetto  alle  variabili  a?, ,  j/j , . . .  la  somma  dei  prodotti  degli 
indici  delle  singole  variabili  per  i  rispettivi  esponenti ,  e  cioè 
r  intero 

p  =  P  +  2r  +  ...  +  w  +  ti  +  2?  +  ...  +  fto>-H... . 

(Naturalmente  si  potrà  talora  considerare  il  peso  del  mouomio 
rispetto  ad  alcune  soltanto  delle  serie  di  variabili). 

Un  polinomio  si  dice  allora  isnAìarico  di  peso  p  rispetto  alle 
variabili  Xi,yy..  quando  tutti  i  suoi  termini  hanno  il  peso  p 
rispetto  alle  dette  variabili. 

Condizione  necessaria  e  sufflcente  perchè  un  polinomio  sia 
isobarico  di  peso  p  nelle  serie  di  variabili  x^,x,,...,x^  ;  y, , 
Vi  .  ■  ■  •  '  V»  ;  ■  -  ■  ^  <^f'^'  se  si  considera  ogni  termine  del  polino- 
mio come  l'espressione  di  un  irrodoUo  [n.  H]  e,  aggiungendo  al 
campo  numerico  dei  polinomi  in  delle  variabili  (a  nuova  varia- 
bile t ,  si  sostituisce  ad  esse  rispettivamente  x„ , a:,/  , xj* ,..., 
ccj> ,  Vt ,  y^t ,  Vxl*  I  ■  •  ■ ,  y»^* .  ■  ■  ■ .  si  riproduca  il  polinomio  mede- 
simo moltiplicato  per  i'. 
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Sia  infatti 

P  =  2  «apr  ■>&«•".  -'Po' '"•^^i'-  ■  ■  ^kvSÌ^V^  ...y^"... 

il  poliuomio  proposto;  nieilrante  l'indicata  sostituziooe  esso  di- 
vient) 

=2  "«Pr-  w«c.  •<*•■'*'«' 'Pi^  i/»^  ■■  ^'^^  y»^ i/.^ J/»^  ■■■  V»"  ■••  X 
e  questa  espressione  sarà  uguale  a 

PI"  ==2  «-Or  •«■ne..."  ..^o" a'i^^;.'^  ■  ■  •  V y/v/l// ■  ■  ■  V»".  ■  ■  i' 
sempre  e  solo  quaado  io  tutti  1  termiai  è 

p  +  2Y  +  ...  +  a+ii  +  2S  +  ...  +  ft«  +  ...=p. 

ESEMPI  E  COMPLEMENTI 

L  Polinomi  slminotrlGl.  —  Uà  puliaomio  in  più  variabili 

ic,  ,a7j,. . .  ,«„  si  dice  simmetrico  rispetto  ad  esse  quando  esso 
noo   si   altera  se  vi    si   permutano   comunque   le  lettere    a;, , 
a;, ,.. .  ,x^. 
I  più  semplici  esempi  di  polinomi  simmetrici  nelle  vfiriabilì 

flTj.a;,, . . .  ,37^  sono  [cfr.  n,  12,  14]  la  somma 

iP,  +  i»^!  +  ■  ■  ■  +  «'m  =2  "'^i 

ad  il  prodotto 

X^•W^•...'X^  =  JT Xi  . 

Supponiamo  che  un  polinomio    P    simmetrico  nelle  Tariabili 
x^,x^,. ..  ,x^  abbia  come  uno  dei  suoi  turmini  il  monomio 

(1)  air*)  or*;  a:*; . . .  ir*»  , 

dove  «,,«,,«,,...,»,,  sono  p  fra  gli  indici  l  ,2,...,m,  tutti  dif- 


□igitizedbyGoOglc 


n.  23;  I.  polinomi  Biuxiirrbici  49 

ferenti  fra  loro,  e  ft, ,  A, , ... ,  k^  sono  numeri  iateri  poBitÌTi  ;  appar- 
terrà allora  al  polinomio  P  c^nuoo  dei  termini  che  si  ottengono 
scrìTendo  in  (1)  al  posto  di  »^a,a,..,c^^  un  altro  gruppo  qual- 
siasi di  p  fv&  gli  indici  1,2,..., in,  purché  diversi  fra  loro; 
saranno  cioè  termini  di  P  tutti  quelli  che  si  ottengono  attri- 
buendo agli  indici  A, ,  A, ,  A, , . . . ,  A^  nell'espressione 

P  valori  arbitrari,  purché  diversi  fra  loro,  scelti  fra  gli  interi 
l,2,...,m.  Del  termini  così  definiti  potranno  alcuni  esser 
uguali  fra  loro;  avverrà  questo  quando  alcuni  degli  esponenti 
k,,k^,...,h^  sono  uguali.  Se  invero  è  per  es.  A,  =  ft, ,  sarà 


saranno  cioè  uguali  i  termini  che  si  ottengono  da  (1')  ponendovi 
A,  ^  «,    ,    A,  =  «,    ,    A,  ^  o,    ,    ...    ,    Aj  =  », 

orvero  ponendovi 

A,  ^  »,    ,    A,  =  »,     ,    A,  =  a,    ,     ...    ,    Aj,  =  »j  . 

Indicheremo  con 


la  somma  dei  termini  distinti  che  si  ottengono  nel  modo  indi- 
cato da  ajjj'a:*'»*' ...aj]^.  Segue  dalle  osservazioni  precedenti 
che  ogni  polinomio  simmetrico  nelle  variabili  s)^,x^,...,ae^  nel 
campo  numerico  @  è  una  somma  di  polinomi  della  forma 

(3)  «•  2  <"\\K'A',-'>> 

A,, *,,...,*,  =  ], 2 ot  ' 

dove  a  rappresenta  un  numero  del  campo  Q. 

Liti  4 
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II.  Fra  le  somme  della  forma  (2)  sì  chiamaao  elementare  quelle 
che  cooteogoDO  ciascuna  variabilfl  cou  esponente  non  superiore 
ad  I  ;  esse  soao  evidentemente  : 

/    S,=  Ix:, 

h 

h.,h,=l,2,...,m 

2^-  a;,  ff. 


L'ultima  si  riduce  ad  un  termine  sola 

III.  È  chiaro  che,  poiché  nella  deflnizione  di  polinomio  in  date 
variabili  xi,y,...  queste  variabili  sono  dei  puri  simboli,  e  la 
operazioni  sui  polinomi  definite  ai  n.  1,2,11,12  sono  effettiva- 
mente operazioni  sopra  i  coefllcienti  e  sopra  gli  esponenti,  non 
sopra  ì  simboli  medesimi  (né  sarebbe  possibile  un'operazione  sui 
simboli),  i  risultati  di  tali  operazioni  non  possono  alterarsi  per 
il  fatto  che  si  muti  il  nome  attribuito  ad  una  variabile  (vale 
a  dire  il  s^no  con  cui  essa  si  rappresenta).  Ne  segue  che  se 
sopra  polinomi  simmetrici  rispello  a  date  variabili  si  opera  coite 
operazioni  di  addizione,  moltiplicazione,  sottrazione,  e,  in  guanto 
sia  possibile,  divisione,  i  risultati  ottenuti  saranno  sempre  sim- 
metrici rispetto  atte  stesse  variabili.  Invero  se  sulle  variabili  si 
effettua  una  permutazione,  ciò  equivale  a  cambiare  1  nomi  ad 
esse  (scambiando  questi  nomi  fra  loro);  questo  cambiamento  di 
nomi  si  dovrà  fare  contemporaneamente  sui  polinomi  dati  e  sui 
risultati  delle  operazioni  indicate;  ma  se  dopo  di  esso  i  poli- 
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nomi  dati  ai  ritrovano  inalterati,  dovranno  pure  ritrovarsi  gU 
stessi  polinomi  come  risultati  delle  dette  operazioni. 

Osservazioni  analoghe  si  possono  ripetere  in  molti  casi,  in 
cui,  pur  non  essendo  simmetrici  i  polinomi  su  cui  si  opera,  sono 
però  le  operazioni  stesse  indicate  tali  che  i  risultati  di  essa  non 
vengono  a  variare  se  sulle  variabili  si  efiettua  una  qualsiasi 
permutazione:  anche  allora  dovranno  essere  simmetrici  i  poli- 
nomi risultanti  dalle  Dominate  operazioni. 

IV.  Proponiamoci  per  es.  di  calcolare  il  prodotto 

(51  A  =  (ic  +  x,){x  +  x^}. . .  {X  +  x„) 

dove  x,x,,Wt,..  .,x^  SODO  variabili. 

Nell'insieme  di  queste  variabili  A  è  un  prodotto  di  m  forme 
lineari:  è  dunque  una  forma  algebrica  di  ordine  m  [n.  17];  se 
allora  si  raccolgono  in  esso  a  fattore  le  varie  potenze  della  x 
[n.  12],  prenderà  la  forma 

(6)  A  =  a^ -{- a,a?*-' +  a^x^*  +  . .  .  +  a„ 

dova  le  Ut  rappresentano  forme  algebriche  nelle  variabili  x, , 
Xt,...,x„  di  ordini  uguali  agli  indici  rispettivi  [cfr.  n.  15], 

Se  d'altra  parte  si  considera  A  come  polinomio  in  una  sola 
delle  variabili  Xj,  nel  campo  numerico  dei  polinomi  nelle  rima- 
nenti variabili,  A  si  presenta  nell'espressione  (5)  come  prodotto 
di  un  binomio  di  l' grado  (»  +  a?,)  per  numeri  del  detto  campo; 
A  è  dunque  di  1*  grado  in  Xf  ;  perciò  in  (6)  ciascuno  dei  coeffi- 
cienti a,  è  di  grado  ^  I  in  i»^ . 

Osserviamo  infine  che  A,  considerato  come  polinomio  nell'in- 
sieme delle  variabili  x,,x^,..  .,x„,  nel  campo  numerico  dei 
polinomi  in  X ,  è,  in  dette  variabili,  simmetrico:  infatti  se  nel- 
l'espressione (5)  si  permutano  le  x^  non  si  fa  altro  che  permu- 
tare i  fattori  del  8*  membro,  con  che  non  si  altera  il  prodotto 
A  [cfr.  n.  IH], 

Raccogliendo: 
a,  è,  nell'insieme  delle  variabili,  di  grado  0;  quindi  è  un 
n amero  del  campo  dei  coefficienti; 
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Qf  (per  i^  1)  è  uDa  forma  algebrica  simmetrica  ael  campo 
dei  coafflcieoti,  Delle  variabili  x,,x,,. .  .a!„,  di  online  l,  ei  e 
dì  1*  grado  in  ciascuna  delle  variabili  separatamente:  deve 
dunque  essere  [d.  I,  II]. 

dove  con  c„,  sì  indica  un  coefficiente  il  quale  dipenderà  ancora 
dal  numero  m  dei  fattori  di  A  e  dal  grado  i  del  termine  cui 
appartiene. 
Poniamo,  per  simmetria, 

o.  =  c,^  ■ 
Avremo  dunque 

(7)     A  =  c„^"  +  e„,S,ar"'  +  c,,S,a?--'  + . . .  +  c„„S„  . 

Per  calcolare  i  coefficienti  c^,  indichiamo  con  A'  il  prodotto 
dei  primi  m —  1  fattori  di  (&):  indicando  con  S'^  le  somme  ele- 
mentari I-elative  alle  m  —  1  variabili  a;, ,»,,... ,  a7„„i  e  con 
t'm-ii  coefflcìenti  convenienti,  sarà 

A'=c„_,^-'-|-c^„S',ar-'  +  c,_„S',ir'-»+..-  4-Cm-,«-,S',^, . 

Sarà  d'altronde 

A  =  A'-(aJ-!-£P„)  . 

Se  allora  si  applicano  al  calcolo  di  questo  prodotto  le  formolo 
(3)  [n.  lOJ,  si  ottiene,  conlrontando  eoo  (7), 


c^S,  =  c„_„..S',_,a7„  +  c„_.(S'<        (1  SÉ  i  :£  w  —  1  ;  S', 


Dalla  prima  di  queste  relazioni  sì  ricava 
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Considerando  poi  ael  secondo  membro  della  seconda  e  della 
terza  i  termini  che  haoDo  il  fattore  x„,  sì  vede  che  il  loro 
coefficiente  è  c,^u_f  ;  questo  coefficiente  è  iavece,  nel  1°  mem- 
bro, e,^  ;  ne  segue  che 

e  quìodi,  se  /<m , 


Osservando  infìne  che 

e,i,^e„  =  1  , 

si  ottiene  che  tutti  i  coefficienti  c^  sono  =  1 ,  e  la  (7)  diviene 

(8)  A  =  ar-l-S,ar-'-f  S^""* -{-... -|-S„  . 

V.  Si  sarebbe  potuto  giuagere  a  questo  stesso  risultato  con 
la  pura  applicazioue  delle  regole  di  calcolo  sui  polinomi. 

Sì  considerino  cioò  le  espressioni  su  cui  si  opera  come  poli- 
nomi in  X  e  a:^,x^,...,x„  come  elementi  del  campo  numerico 
dei  coefficienti:  applicando  le  formole  (3)  [n.  10]  al  calcolo  di 

A,  ^  (a;  -|-  a;,)  {x  +  OJ,) 

A,  =  A,-(a7  +  a;,)={a7  +  a;i)(a;  +  a;,)(ir +  »,)  , 

si  vede  che  la  (8)  è  verificata  per  questi  primi  casi;  supposto 
allora  cbe  essa  sia  veriBcata  per  il  prodotto  di  m  —  1  fattori 

A'  =  (a;  +  a;,  )  (a?  +  IT,) . . .  (a;  +  a;^,  ) 

si  mostrerà  che  essa  è  di  conseguenza  verificata  per  il  prodotto 
(5)  di  tn  fattori,  applicando  ancora  le  (3)  [n.  10]  al  calcolo  di 


□igitizedbyGoOgIc 


hi  POLINOMI  1.  g  3. 

Questa  procedimento  ha  d'altroade  il  vantaggio  di  non  sup- 
porre che  le  aTj  siano  esse  stesse  delle  variabili,  ma  elementi 
qualsiansi  di  un  campo  numerico.  Ma  che  la  formala  (8)  cal- 
colata al  n.  IV  sìa  valida  anc*he  in  questo  caso  risulta  da  que- 
sta sola  osservazione:  che,  se  si  calcola  il  prodotto  (5)  colla  ef- 
fettiva esecuzione  delle  moltiplicazioni,  si  deve  ottenere  una 
espressione  valida  qualunque  signiBcato  abbiano  le  Xf,x,,,..,x^, 
purché  elementi  di  un  campo  numerico;  basta  dunque  aver  tro- 
vato che  nell'ipotesi  speciale  che  queste  iCj  siano  delle  varia- 
bili, detto  prodotto  assume  la  forma  (8)  per  accertare  che  (8)  è 
quella  espressione  generale. 

YI.  Potonxa  di  un  blnomla.  —  Possiamo  in  particolare 
supporre  che  le  x^  rappresentino  tutte  uno  stesso  numero  a  dì 
un  determinato  campo  numerico:  l'espressione  (5)  diviene  allora 

(9)  A  =  (a:  +  ar. 

Nella  (3)  ì  coefficienti  S^  diventano  allora  somme  di  termini 
rispettivamente  tutti  uguali  ad  a';  al  posto  di  Sf  si  avrà  dunque 
il  prodotto  di  a*  per  un  numero  intero  che  rappresenteremo 
con  {  ,  1;  in  particolare  il  coefflciente  S„  diventa  a".  Si  potrà 
così  scrivere,  analogamente  alla  (8), 

(10)  A=(x  +  ar  =  x--{-f^jx~-'a-\-(^)xr-W  +  ... 

+  (^)ar-'af  +  ...-\-a"'  , 
0  brevemente,  ponendo 

(10')  A  =  (aT  +  a)"=    2    (^)af^a*  . 

Ci  converrà  nel  seguito  di  considerare  a  come  una  variabile: 
ciò  è  sempre  possibile,  considerando  appunto  come  campo  dei 
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coefflcìeDti  dei  polinomi  ia  ir  (al  qua)  campo  si  suppone  appar- 
tenere il  numero  a)  un  campo  di  poliaomi  Della  variabile  a.  Id 
questa  ipotesi  si  sarebbe  potuto  scrivere  la  {W},  imitando  quanto 
sì  disse  al  n.  IV,  colla  semplice  osservazione  che,  ce  +  a  essendo 
una  forma  lineare  nelle  due  variabili  x  e  a,(a7  +  a)"  sarà  in 
esse  una  forma  algebrica  di  ordine  m,  e  quindi  si  svilupperà 
in  un'espressione  della  forma  (IO")  [cfr.  n.  21]. 

Prima  di  venire  al  calcolo  dei   numeri    (      1    possiamo   mo- 
strai-ne  alcune  proprietà. 

1."  Osserviamo  che  w-^a  è  simmetrico  rispetto  alle  due  va- 
riabili 00, a;  tale  deve  dunque  essere  pure  [n.  Ili]  {se-^af.  Se 
dunque  ne!  termine 


{> 


dello  sviluppo  (10')  si  permutano  le  variabili  os,a,   il  nuovo 
monomio 


deve  ancora  essere  termine  di  detto  polinomio.  Ora  in  (IO*)  esista 
un  solo  termine  simile  a  questo,  ed  è 

\m  —  t} 
Ne  segue  che  dev'essere 

(7)=U-<)- 

Si  noti  l'accordo  della  (11)  con  questo  risultato. 

2."  Se  nelle  (10),  (10')  si  scrìve  m— 1  al  posto  di  m  si  ha 

(a:  +  ar-'~      2      ("7 ')'«-'-'»' 

ed  à 

(»  f  o)—' («  +  •>)=-(»  + a)"  • 
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Si  possono  allora  applicare  le  forinole  (3)  del  n.  10  alla  deter- 
minazione dei  coefficienti  dello  sviluppo  di  (sD  +  a)r  mediante 
quelli  dello  sviluppo  di  (a;  +  a)r^K  Si  ottiene  coal 


(7)=r7>(-')  <- 


Se  {  =  0  ovvero  i='m  le  formole  (3)  [n.  IO]  danno,  in  luogo 
di  questa,  le  relazioni  (conformi  alla  (il)) 

(:)-r7')-^o=c=i)='- 

D'tiltronde  la  (13)  non  avrebbe  seoso  pei  detti  valori  di    i, 
perchè  le  espressioni  i        ,    )<(  )  ^^  sarebbero  prive  di 

significato.  Valendoci  appunto  della  mancanza  di  significato  delle 
espressioni  II  quando  *<0  ovvero  (>  m,  converremo  che 
esse  rappresentino  lo  0;  porremo  cioè 

(n')      (7)=**       P*""       *<^       ^  P®''       *>"*  ■ 
Si  verìfica  allora  che  la  relazione  precedente 

™  (7)=r7>(7r.') 

è  valida  per  ogni  valore  di  i. 
3."  Si  ha  generalmente 

{x  +  a)-(w  +  a)'  =  (x  +  a)'^  . 

Sostituendo  a  ciascuna  delle  scritte  potenze  di  {x-\-a)  i  loro 
sviluppi  analc^hi  a  (10),  (10*)  e  applicando  le  Tormole  (3)  dal 
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D.  7,  si  ottiene,  teoeDdo  iuoltre  presente  la  convenzione  (11'), 

-Q(0+(T)(,!.)+-+(7)(?)- 

La  relazione  (13)  rientra  in  questa  per  p'=l. 

VII.  Veniamo  al  calcolo  delle  eappeasioni  l  |  per  f  compreso 
tk>a  1  e  m  —  1.  Supporremo  perciò  che  il  campo  numerico  €  dei 
cosfflcienii  dei  polinomi  che  si  considerano  contenga  la  tota- 
lità dei  numeri  interi. 

Indicando  con  n  un  numero  intero  positivo  (>0),  porremo 

(15)  n!  =  l'2-3-...-n  ; 

porremo  inoltre 
(15')  0!  =  l. 

Il  segno  n!  si  legge  «fattoriale  di  n». 
Dimostreremo  che,  per  m^l,0^i^m. 


(T)= 


tl(}n-iV. 

Osserviamo  infatti  che  questa  i^uaglianza  è  immediatamente 
verificata  per  i  =  0  e  per  i^m,  pei  quali  valori  di  i  dà,  con- 
formemente alla  (11), 

/m\_  »»!   _       _    /m\       ffll   _ . 

la  particolare  quindi  essa  è  verificata  per  ogni  valore  di  i 
compatibile  con  »»  =  1:  mostreremo  allora  che  se  essa  è  veri- 
flcata  quando- al  luogo  di  m  si  pone  m—ì  per  tutti  i  valori 
di  i  comprasi  fra  0  e  m  —  1 ,  sarà  verificata  di  kiaasegu  enza  per 
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il  numero  m  e  per  tutti  i  valori  di  i  compresi  ft^a  0  e  m.  Dal- 
l'essere èssa  verificata  per  m=l  risulterà  allora  ch«  essa  è 
vera  per  ogni  m. 

OsseiTiamo  che,  qualunque  sia  m,  si  è  già  mostrato  che  la 
(16)  è  verificata  per  i  =  0  e  per  t  =  Tn:  basterà  allora  conside- 
rare i  valori  di  i  compresi  fra  1  e  m  —  l ,  valori  pei  quali 
tanto  t  quanto  i  —  1  sono  compresi  fra  0  e  m  —  I  ;  per  l'ipotesi 
fatta  della  validità  della  (16)  ove  al  posto  di  m  si  legga  m—1, 
la  (13)  dà  allora  per  questi  valori  di  i 

(7)-r7X7r.') 

_      (m  — 1)!  (m  — I)! 


iHm  —  i—iy.      (/— l)!(m— 0! 

.         im~iy. 

(m-1)! 


(i  —  l)[{m  —  f—iy.     nm~i) 


mm~iy. 


La  formola  (10)  colla  determinazione  (16)  dei  coefflcieuti  si 
chiama  *i  formola  del  binomio  di  Newton  >;  le  espressioni  (16) 
si  dicono  «  coefflcienlt  binomiali  ». 

Vili.  Ripreadeudo  l'osservazione  con  cui  comincia  il  n.  VI, 
circa  il  legame  fra  i  coefficienti  delle  formole  (IO)  e  (8X  risulta 
da  essa  una  notevole  interpretazione  dei  numeri  interi  (  ^  )  •  (  ^  ) 
è  il  numero  dei  termini  della  somma  S,. 

Si  chiamano  combinazioni  di  classe  t  degli  m  simboli  x, , 
«,,...,»„  i  gruppi  che  ai  ottengono  attribuendo  agli  indici  /ì,, 
h,,...,hf  in  XyX^  ...Xy  valori  arbitrari  distinti  scelti  fra  j 
numeri  1,2,...,  ni,  considerando  come  identici  due  di  questi 
gruppi  quando  non  differiscono  che  per  l'ordine  degli  elementi. 
A  ciascuna  di  queste  combinazioni  corrisponde  un  termine  di  S^ 
[u.  II.IJ. 
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Adunqne 

è  il  numero  delle  combinazioni  di  classe  i  di  m  segni  (a  oggelif/ 
(il  nome  attribuito  a  questi  segni  essendo  indifierente  [cfì>.  n.  Ili] ). 
IX.  Colla  stessa  ossei-vazioae  possiamo  i-ispondere  ancora  a 
questa  questione:  Nel  §  1,  u.  I  e  seg.,  abbiamo  dato  esempio  di 
campi  numerici  cui  non  appartengono  tutti  i  numeri  interi,  ma 
precisamente  solo  gli  interi  minori  di  un  numero  assegnato  p: 
se  ora  si  vogliono  considerare  polinomi  in  un  campo  €  di  coef- 
ficienti pel  quale  si  verifichi  questo  fatto,  come  si  dovranno  in- 
terpretare ì  numeri  (  .  ),  qualora  l'intero  definito  da  (16)  non 
appartenesse  a  questo  campo!  Ricordiamo  che  (  .W  rappre- 
senta UDa  somma  di  termini  tutti  uguali  ad  a'  ed  in  numero  di 


"«)  (7)=ii 


{m  —  i)l 


Concludiamo  che  nel  caso  proposto  ogni  coefficiente  i  j  do- 
vrà rappresentare  il  numero  del  campo  numerico  del  coefficienti 
dei  nostri  potinomi,  che  è  somma  di  tanti  addendi  =  1  guanti 
sono  indicati  dal  numero  intero  (16). 

In  altri  termini  il  coefficiente  (  )  sarà  ancora  espresso  dalla 
(16)  dove  le  operazioni  di  moltiplicazione  e  divisione  si  inter- 
pretino nel  campo  Q  che  ora  si  considera,  purché  si  sopprimano 
preventivamente  a  numeratore  e  denominatore  quei  fattori  co- 
muai  che,  senza  essere  nulli  quando  si  considerano  come  interi, 
rappresentino  lo  0  del  campo  <2. 

Non  è  difficile  riconoscere  che  la  dimostrazione  per  induzione 
data  al  n.  VII  si  potrebbe  applicare  direttamente  alla  presente 
ipotesi,  aggiungendovi  solo  qualche  avvertenza  relativa  al  pre- 
sentarsi di  siffatti  fattori  nulli. 

Io,  particolare  se  il  campo  numerico   ©    dei  coelHc lenti  è  il 
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campo  dei  auraeri  interi  ridotto,  relativo  al  modulo  p,  il  coef- 
ficiente (  1  rappresenterà  nella  (10)  il  oumero  intero  feO  e 
<p  congruo  rispetto  al  mod.  p,  al  numero  intero  (16). 

X.  Unità  di  un  campo  numerico  di  polinomi.  Poli- 
nomi Irroduttlblll.  —  Abbiamo  osservato  [o.  4,  9]  che  i  poli- 
nomi in  una  variabile,  e  quindi  [n.  12]  i  polinomi  in  un  numero 
qualunque  di  variabili,  costituiscono  campì  numerici  d'integrità, 
mostrando  come  si  possano  costruire  due  polinomi  non  divisibili 
l'uno  per  l'altro.  Si  può  estendere  la  considerazione  fatta  perciò 
al  u.  9,  e  osservare  che  il  prodotto  di  due  polinomi  in  una  varia- 
bile non  può  avere  grado  inferiore  a  nessuno  di  questi  [n.  7]  e 
quindi  un  polinomio  in  una  variabile  non  è  mai  divisibile  per 
un  polinomio  di  grado  maggiore. 

La  proposizione  si  estende  a  polinomi  in  un  numero  qualunque. 
di  variabili,  considerando  questi  [n.  12]  come  polinomi  in  una 
qualunque  delle  variabili  che  vi  compaiono.  Ne  risulta  che  un 
polinomio  in  più  variabili  non  è  mai  divisibile  per  un  altro  che 
rispetto  ad  una  qualunque  delle  variabili  sia  di  grado  maggiore. 

XI,  In  particolare,  un  polinomio  di  grado  0  in  date  variabili 
as,y ....  in  un  dato  campo  nuìnerico  S  nan  può  avere  per  di- 
visori altro  che  polinomi  di  grado  0  nelle  dette  variabili;  o,  in 
altri  termini  [n.  5],  un  numero  del  campo  Q,  consideralo  come 
elemento  del  campo  di  polinomi,  non  può  avere  altri  divisori 
che  numeri  del  campo  S. 

Applichiamo  quest'osservazione  a  determinare  le  unità  [§  1 , 
n.  XIII]  del  detto  campo  di  polinomi.  Ricordiamo  perciò  [n,  4,  5] 
che  in  (^ni  campo  di  polinomi  funge  da  numero  1  il  numero  L 
del  campo  numerico  €  dei  coefflcienti:  unità,  e  cioè  divisori  di 
1,  possono  dunque  essere  solo  numeri  di  questo  stesso  campo: 
e  saranno  precisamente  tutti  quei  numeri  E  del  campo  S,  che 
soD  tali  che  anche  l'È  appartiene  al  campo  Q:  adunque  le 
unità  di  un  campo  di  polinomi  sono  tutti  i  numeri  del  campo 
t2  dei  coe/Jìctenti  se  questo  è  campo  di  razionalità;  sono  invece 
le  sole  unità  di  Q  se  Q  è  cami>o  d'integrila. 
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Ne  risulta  in  particolare  che  tuilii  campi  di  polinomiin  uno 
stesso  campo  iS  hanno  le  stesse  uniiài 

Ed  anche  :  te  unità  del  campo  dei  potinomi  in  x,y,...  nel 
campo  dei  potinomi  in  l  ,u,...,  in  Q  sono  le  slesse  che  le  unilà 
dei  campi  di  polinomi  nel  campo  Q.  Perchè  le  unità  del  campo 
dei  poliDoini  in  a},y,...  nel  campo  dei  polinomi  in  t,u,...  in 
un  campo  <3  sono,  per  la  proposizione  dimostrata,  le  stesse  del 
campo  dtii  polinomi  in  t,tt,...  in  <S. 

XII.  P.Q.R  siano  polinomi  in  a,y,...  nel  campo  numerico 
<S,  e  valga  la  relazione 

(17)  P  =  Q-R. 

P  sarà  ppimo  [§  I,  n.  XIII]  se  la  relazione  (17)  non  è  possibile 
altro  che  essendo  una  unità  uno  dei  fattori  del  secondo  membro. 

Consideriamo  anche  P ,  Q ,  R  come  polinomi  in  ce  nel  campo 
dei  polinomi  in  y,...  nel  campo  S.  Se  allora  uno  dei  fÌLttorì 
del  secondo  membro  è  una  unità  del  campo  dei  polinomi  in 
w,y,..-  nel  campo  S,  sarà  pure  [n,  XI]  unità  del  campo  dei 
polinomi  in  a  nel  campo  dei  polinomi  in  y,...  nel  campo  €. 
e  reciprocamente. 

Adunque  tvn  polinomio  P  nelle  variabili  w,y,..-  nel  campo 
numerico  6  è  piHmo  sempre  e  solo  quando  è  tale  consideran- 
dolo come  polinomio  in  una  qualunque  delle  varcabili  nel  campo 
numerico  dei  polinomi  nelle  variabili  residue  nel  campo  ©- 

Il  giudizio  essere  un  polinomio  P  nelle  variabili  x,y ,...  nel 
campo  @  primo  u  non  primo,  dipende  dunque  esclusivamente  dalla 
natura  del  campo  @,  non  dal  modo  come  si  pensa  P  contenuto 
come  elemento  in  un  campo  di  polinomi.  Quando  esso  è  primo 
sì  dice  irreduttibile  nel  campo  e,  divenendo  inutile,  per  l'os- 
servazione precedente,  caratterizzare  ulteriormente  il  campo  dì 
polinomi  in  cui  si  considera  immerso.  Un  polinomio  che  non  sia 
ìrreduttibìle  si  dirà  ridutiibile  nel  campo  S. 

XIIL  In  ogni  campo  di  polinomi  esistono  potinomi  trredutti' 
bili.  Per  le  osservazioni  del  n.  prec.  basta  considerare  campi  dì 
polìDomi  in  una  variabile  x\  s<a  sempre  .€  il  Qampo  dei  coeflì- 
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cienti:  sarà  certo  irreduttibiie  il  binomio  ùi  1*  grado 


Non  si  può  infatti  avere  un'uguaglianza  della  forma 

(18)  aJ  +  a=.Q-R 

dove  Q  ed  R  sono  polinomi  del  campo  considerato  altro  che  se 
uno  dei  fattori,  per  es.  Q,  è  un  numero  di  6  e  l'altro  R  un 
polinomio  di  1*  grado  [n.  7].  Se  allora  €  è  un  campo  di  razio- 
nalità, Q  sarà  senz'altro  una  unità  [n.  XI].  Se  invece  Q  è  campo 
d'integrità,  sì  osservi  che,  posto 

R  =  nw  +  n  , 
dovrà  essere 

Q-m  =  l  ; 

Q  dovrà  dunque  essere  una  unità  del  campo  S  e  quindi  anche 
del  campo  di  polinomi  considerato. 

XrV.  Senza  fare  Ipotesi  speciali  sopra  la  natura  del  campo  (3 
dei  coefflcienti  non  si  può  affermare  che  esistano  altri  polinomi 
irreduttibili  che  quelli  della  forma  sopra  indicata.  Molto  gene- 
rale è  però  la  seguente  proposizione  dì  Eisenstein: 

Se  <2  è  un  campo  d'integrità  non  singolare  nel  quale: 
1"  esista  un  numero  pj'tmo  p  ; 

2*  valga  l'afférmazione  che  un  prodotto  non  è  divisibile  per 
p  se  non  è  divisibile  per  p  uno  dei  fattori  ; 

se  Cj ,  e, ,  e, , . . , ,  e,,, ,  sono  numeri  di  Q  multipli  di  p,  e  pre- 
cisamente Cj  non  è  però  divisibile  per  p*  ;  se  inoltre  e,  è  un  nu- 
mero di  e  tale  che  non  esistano  fattoi'i  (altro  che  unità)  co- 
muni a  c,,Ct,c,,...,c^  (in  particolare  e,  non  sta  divisP>ile 
per  p)\ 

allora  il  polinomio 

C  =  c^  +  e.af-'  +  c,<r*-'  + . . .  +  c^,a!  +  e, 
è  sempre  irreduttibile  in  S. 
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È  noto  che  .le  ipotesi  1*  e  2*  sono  verificate  se  i^  è  il  campo 
dei  Qumeri  interi  relativi  :  si  vedrà  in  seguito  che  lo  stesso  av- 
viene se  €  è  un  campo  di  polinomi. 

Per  provai-e  la  proposizione  enunciata  si  supponga,  per  as- 
surdo che  sia 

C  =  A-B 
dove 

A  =  a^  +  a^x*-*  +  a.ar-'  + . . .  +  o^i»  +  a, 
B  =  6^  +  &,ar-'  +  6,ar-'  + . . .  +  6._,iO  +  b„ 

(cosicché  n  +  "»  =  sì- 
Dalia  prima  delle  furmole  (3)  [n.  7] 


e  dall'ipotesi  che  c^  sia  divisibile  per  p  e  non  per  p*,  segue,  per 
2*,  che  dei  due  fattori  a„ ,  b^  uno  deve  essere  divisibile  per  p , 
l'altro  non.  Sia  a^  multiplo  di  p. 

Se  allora  si  suppone  n>0,  consideriamo  le  n  formolo  (S)  [n.  7] 
che  seguono;  esse  possono  scriversi 

(19)  a»*.  =  '\  — 2'H-A        (A  =  l,2,...,n) 

ove  si  ponga  b,  =  0  per  i  >  m .  Cosi ,  per  ft  ^  1 ,  si  ha 

a,6j  =  e,  —  0,6, 

e  poiché  e,  e  a^  sono  multipli  di  p,  mentre  tale  non  è  fi, ,  ne 
aegne  che  anche  a,  dovrà  essere  multiplo  di  p.  Facendo  allora 
nella  (19)  ft  =  2  si  ottiene  analogamente  che  a,  dovrà  essere 
multiplo  di  p  ;  e  cosi  via,  rimontando,  si  ottiene  infine  dalla  (19) 
per  ft^n  che  a„  dovrà  essere  multiplo  di  p.  Ma  l'ultima  delle 
(2)  del  n.  7 

aj>„  =  e, 

e  l'ipotesi  che  e,  sia  primo  con  p  mostrano  che  questa  conclu- 
sione è  assurda.  Non  può  dunque  essere  n>0. 
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Né  può  essere  n^O,  e  A  un  numaro  di  <3  ch^  non  aia  una 
unità,  perchè  per  questo  numero  dovrebbero  essere  divisibili, 
coDtro  l'ipotesi,  tutti  i  coefficienti  di  G. 

XV.  Cerchiamo  la  coDdizioue  perchè  il  biaomio 

A  =  a^  +  a, 

sia  divisibile  per  il  binomio 

B  =  ir-  — 6  . 

Occorrerà  anzitutto  [n.  X]  che  sia  wt^n.  Poniamo  allora 

n=pm  +  ?    ,    {p,Q  interi    ,    0^q<m) 

ed  osserviamo  che 

a^  +  o,  ■=  a^B^'iar  —  6)  +  (a^bar-*  +  aj  . 

Perchè  A  sia  divisibile  per  B  deve  dunque  essere  divisibile 
per  B 

A'  =  a^baf^'"  +  a,  =  ajbx"-*"**^  +  o,  . 

Ra^onando  allo  stesso  modo  si  vede  allora  che  dovrà  essere 
divisibile  per  B 

e  cosi  di  acuito  fino  ad 

Ma  qui  <7<»i;  non  potrà  dunque  essere  A'"  divisibile  per  B  se 
none  A'»'=0;  e  quindi  o  6  =  a,=0,  ovvero  §=0  e  0,6' +  a,  ^0, 
Concludiamo;  se  nei  binomi  A,B  non  è  a,  =  6  =  0,  saràkdi- 
vtsGyite  per  B  sempre  e  solo  quando  n  è  multiplo  di  m,  e,  po- 
sto n  =  pm  è 

a,  =  —  0,6» 
ossia 

A.  =  at(3D'"  —  b')  . 
È  allora 

A  ==  o,{aj"  —  6)(a)'»-'""  +  a;"-"»6  +  »"*-""&'  +  .  - .  +  6'"'  ) . 
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XVI.  Campo  di  polinomi  ridotto  rolatlvamonto  ad  un 

modulo.  —  Il  campo  d'ìutu^^rilà  dei  polinomi  ìa  date  variabili 
x,ì/,2,...  ili  aa  dato  campo  numerico  i2  offre  un  osempio  di 
applicazione  delle  osservazioni  del  gì,  n.  X,  aj.  Fissato  uu  po- 
liaomio  P  del  campo,  che  non  sia  una  unità  [n.  XI],  si  diranao 
congr'ui  rispetto  ai  modulo  P  due  poliaomi  A  ,  B  tali  che  A  —  H 
sia  divisibile  per  P;  e  sì  scriverà,  analogamente  al  §  1,  n.  I, 

A=lì    (mod.P)  . 

Polinomi  congrui  rispetto  al  modulo  P  si  riuniranno  in  una 
classe,  e,  seguendo  passo  passo  i  u.  1,  II  del  §  1,  si  definiranno 
su  queste  classi  le  operazioni  aritmetiche,  per  modo  che  diver- 
ranno, esse  classi,  gli  elementi  di  un  campo  numerico. 

XVII.  Consideriamo  in  particolare  i  polinomi  in  una  variabile 
X,  nel  campo  dei  numeri  interi,  e  prendiamo  come  modulo  un 
numero  primo  p  (cioè  un  polinomio  irreduttibile  di  grado  0).  Sia 

A  =  a^af"  +  a,»""*  +  a,x"-*  +  . .  -  4-  o„_,aì  +  a„ 
B  =  b^x"  4-  6.aj"-'  +  6,a;"-'  +  ■  ■  ■  +  *„-.»  +  K  ■ 

La  differenza 

A  — B  =  2I(a,  — fijta:""' 

sarà  divisibile  per  p  sa,  per  ogni  i,  a^  —  fi,  è  multiplo  di  ^,  e 
cioè 

Of^b^    (mod.  p)  . 

Ne  segue  che  ad  ogni  classe  di  polinomi  congrui  fra  loro  ri- 
spetto al  modulo  p  appartiene  uno  ed  uno  solo  polinomio  avente 
per  coefficienti  numeri  del  quadro 

(I)  [§l,n.I]  0,l,2,...,p-l, 

e  cioè  un  polinomio  nella  variabile  x   nel  campo  dei  numeri 

Li»i  5 
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interi  midollo,  relativo  al  modulo  p.  Chiameremo  questi  poli- 
nomi, poli7U>mi  a  coefficienti  interi,  ridotti  secondo  il  inodulo  p; 
essi  costituiscoQO  dunque  un  campo  numerico  isomorfo  [§  1,  u.  Xf] 
al  campo  delle  classi  di  polinomi  in  .x  a  coefficìeotì  interi,  con- 
grui rispetto  al  mod.  p  [n.  XVI],  che  iiotremo  chiamare  campo 
del  polinomi  in  x  a  coefficienti  interi  ridotto  relativamente  al 
■mod.  p. 

Sì  noti  che  ciascuno  de^li  n  +  1  coellicieuti  dì  uno  dì  questi 
lK)lÌuorai  dì  grado  n  può  soltanto  assumere  i  p  valori  del  qua- 
di-o  (1)  [§  I,  n.  IJ;  sì  hanno  cos'i  in  tutto  p"*^  polinomi  di  grado  n, 
ridotti  secondo  il  mod.p. 

XVIIL  La  considerazione  dei  polinomi  ridotti  secondo  un  mo- 
dulo primo  p  ci  permette  di  dare  una  dimostrazione  semplicis- 
sima e  una  generalizzazione  del  teorema  del  n.  XIV. 

Sia 

A  =  o„ic"  +  aiW*^*  +  a,af-^  +  . . .  +  «,_,a;"-'''-'  +  a,^"'  +  ■  ■  ■  +  a> 
unpolinomio  a  coefficienti  interi;  di  questi  gli  l  primi  (0<i:^n) 


siano  tnìAltipli  del  numero  primo  p,  ina  a^  non  sia  divisibile 
pei'  p;  chiamiamo 

A'  =  a\x''-*  ■}■  a't^.fX"-'-'  +  ...  +  a'„ 

il  corrispondente  polinomio  ridotto  secondo  il  modulo  p.  Suppo- 
niamo inoltre  che  A  possa  esprìmersi  come  prodotto  dei  poli- 
nomi B, ,  B,, ... ,  B„,  e  sia  precisamente 

Bj  =  b^,x^  +  b^,x'-'+...  +  b^^   .    U=l,2,...,m)  , 
fii  +  S.  +  ----i-9„  =  «  . 

Indichiamo  con  B',,B', , ...  ,B'„  i  polinomi  ridotti  secondo  il 
mod.  p  corrispondenti  a  B, ,  B, ,... ,  B„;  A  e  A',Bj  e  lì'^  appar- 
terranno rispetti vamen te  alla  stessa  classe  di  polinomi  congrui 
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rispetto  al  mod.p  [n.  XVI]  dovrà  dunque  essere 

dove,  come  al  §  1,  ii.  Il  e  seg.,  si  è  rappreseutato  eoo  •  la  mol- 
tiplicazione uel  campo  ridotto  i-eUtivo  aliijod.  ;?.  Poiché,  pei"  es- 
sere ij  primo,  il  campo  dei  numeri  ìQteri  ridotto,  relativo  a  p, 
iiou  è  singolare  f§  1,  n.  Ili],  la  somma  dei  gradi  di  questi  po- 
liaomi  dovrà  qui  odi  essere  [n.  7]  il  grado  di  A',  cioè  n  —  i.  Al- 
meno uno  di  essi  avrà  dunque  grado  minore  del  corrispondente 
polinomio  B.. 

Osserviamo  ciie  B'j  avrà  grado  minore  che  B^.  sempre  e  solo 
quando  l>^  sarà  divisibile  per  p;  e  ricordiamo  che  [q.  7] 


Se  noi  supponiamo  che  a,  sia  divisibile  soltanto  per  p  e  non 
/)er  p',  non  potrà  essere  divisibile  per  p  più  di  uno  dei  coeffi- 
cienti 6^,-  Quindi  non  piìi  di  uno  dei  poliuonii  B^  potrà  essere 
di  grado  superiore  al  corrispondente  \ì'j. 

Osserviamo  che  quando,  nel  campo  dei  polinomi  a  coefficienti 
iateri  ridotto  relativamente  a!  modulo  p,  si  scrive  A'  come  pro- 
dotto di  polinomi,  si  può  pensare  che  siano  fattori  quanti  si  vo- 
gliano polinomi  di  grado  0  (unità  del  campo  dì  polinomi  consi- 
derato [n.  XI]).  Ma  se  nella  scomposizione 

A'  =  B'."B',^...^B'„ 

fra  i  fattori  del  secondo  membro  vi  sono  (attori  dì  grado  0,  per 
la  precedente  osservazione,  al  più  ad  uno  di  essi  potrà  corri- 
spondere un  fattore  di  grado  >0  nella  scomposizione 

A  =  B,-B,'...-B„  . 

Supponiamo  allora  c/ie  non  esista  fattor  comune  a  tutti  i 
coe/flcienti  a» ,  a, , ... ,  a„  di  A  :  nessuno  fra  i  fattori  Bj  potrà  allora 
aver  grado  0;  dunque  al  più  uno  dei  polinomi  B'j.  potrà  aver 
(frado  0, 
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Si  conclude  che,  nelle  fatte  ipolesi  il  numero  dei  fattori  (di- 
versi  da  ±1)  in  cui  il  polinomio  A  può  scomporsi  non  può  su- 
perare per  più  di  una  unità  il  numei-o  dei  fattori  —  che  non 
siano  unità —  del  }>oUnomio  A',  considerato  come  elemento  dei 
campo  dei  polinomi  a  coefficienti  interi  ridotto  r'elativamente 
al  mod.p. 

[aoltre  uno  ed  uno  solo  dei  fattori  di  A  ha  grado  mafffflore 
del  corì'ispondente  fattore  {di  grado  ^0)  df  A  ;  e  precisamente 
superiore  pei'  i  unità. 

Ciascuno  di  questi  fattori  di  A  uod  potrà  ulteriormente  scom- 
porsi io  fattori  ;  poiché  si  può  supporre  n  ed  ^  grandi  quauto  si 
vuole,  la  proposizione  enunciata  dà  dunque  un  mezzo  amplis- 
simo per  costruire  polinomi  irreduttibili  a  cuefticieati  interi  di 
grado  elevato  quanto  si  vuole. 

Supponiamo  per  es.  i  =  n.  Sarà 

A'  =  a  „ 

e  non  avrà  quindi  fattori  di  grado   >0;    uè  SL'gue  che    A    non 
potrà  scomporsi  in  due  fattori   (di  cui  uno  non  sia  ±iì)\  A  sarà 
cioè  irreduttibile.  È  questo  il  teorema  di  Eisenstein    [n.  XIV j. 
Supponiamo  ancora  i=n — 1,  sarà 

A' =  a'„_,a; -f- a'„  . 

A'  è  dunque  irreduttibile  [n.  XIII]  e  quindi,  per  la  proposi- 
zione generale  enunciata,  A  si  scompone  al  più  in  due  fattui-i 
(diversi  da  ±1).  Precisamente  si  avranno  due  fattori  quando 
uno  di  questi  ha  per  corrispondente  fattore  di  A'  un  polinomio 
di  grado  0  (unità  del  cam|>o  dei  polinomi  ridotti  rispetto  al 
mod.;?)  ed  ha  quindi  grado  i=^n—\,  mentre  l'altro  fattore  è  di 
primo  grado;  chiamandoli  rispettivamente  \\  e  B, ,  sarà  dunque 

B',  =  ft'    ,    B",  =  (ffl'._,T  -t-  «',)?*'    (mod.  p)  . 

In  caso  contrario  A  sarà  irreduttibile. 

Se  la  prima  ipotesi  si  verificasse,  chiamando  come  sopra  d,, , 
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6,,>*ie. -- -i&u  i  coefflcìeutì  dei  due  fattori,  dovrebbe  essere 

6,,6j„  =  a,  =p.  a  ,  a^sO  (mod.  p) 
6,o  =  a'._,?ft'  ,  b„^b'  (mod.p) 
/>,„  =  ;,p  .    A„6,,  =  a, 

«  =  p.t,.  =  p. «'„_,?&'    (mod.p)  . 

Il  poliaoinio  A  suri  dunque  certamente  iiTeduttibile  se  que- 
st'ultima relastione  non  può  e^ssece  soddìsl'utta,  se  cioè,  posto 
o, :=/>«,  uessuQ  uumera  ^a(i*':a'„_,)  (mod./>)  pu(»  essei-e  divi- 
sore di  a;  si  supponga  per  es.  che  a  e  a„  siano  interi  primi; 
b„  non  potrà  essere  che  ±1  o  ±a^;  basterà  quindi  che  non 
sia  verificata  nessuna  delle  relazioni 

o{6'?a',_,)  =  ±l  ,  ±a    (mod.  p)     {(•  —  l,a'J 

e  cioè  basterà  che  sia 

±a„_,=±a',_,  Ep  j  a  ,  1  ,  oa,  ,  a„  j    (mod.  p)  . 

XIX.  Si  noti  che  nel  ragionamento  che  precede  si  è  fatto  uso 
dell'ipotesi  che  i  coelllcienti  dei  polinomi  considerati  fossero 
interi  solo  in  quanto  ciò  era  necessario  per  poter  parlare  dì  un 
campo  ridotto  del  campo  di  questi  cuelhcienti,  relativo  al  mod.;?, 
in  modo  che  valessero  per  esso  le  cousiderazionl  dei  n.  I,  II,  III 
del  §  1;  richiamando  allora  le  osservazioni  del  §  1,  n.  X,  a), 
b) ,  e)  ,  si  vede  che  le  cose  dette  si  applicauo  a  (^ai  polinomio 
i  cui  coefllcieiiti  appartengano  ad  uu  campo  d'integrità,  in  cui 
si  verifichino  le  ipotesi  già  enunciate  a  proposito  del  teorema  di 
ElSENSTElN   [n.  XIV]. 

XX.  Ritoruinmo  alle  generalità  del  n.  XVI,  e  suppouiamo  ora 
che  il  modulo  P  sia.  considerato  come  polinomio  nella  varia-- 
bile  X .  di  grado  f).>0,  e  precisamente  della  l'orma 

P  =  flj'*  4-  "i,^""'  +  w,»*'-'  +  ,..-!-  m^_^x  +  «i^  , 

Ad  ogni  classe  di  polinomi  congrui  rispetto  a  P  ne  appar- 
itene uno  ed  ano  solo  di  grado  <|i . 
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Fra  ì  polinomi  di  una  classe  determinata  ne  esiste  infatti  qual- 
cuno di  grado  minimo;  sia  un  tale 

A  =  a^  +  a^as*-'  +  . .  ■  +  a„  . 

Sarà  certamente  n<[i.;  perchè  se  fosse  n^|i  alta  stessa 
classe  apparterrebbe 

A' =  A  —  OjPaj"-'' =  (flj  —  Oj»i,)ar"-'  +  ... 

di  grado  <n,  contro  l'ipotesi  che  A  abbia  il  grado  miaimu 
della  classe  considerata. 

A  è  d'altronde  il  solo  polinomio  della  classe  che  abbia  grado 
<|i;  perehé  la  diJlerenzu  di  due  poliuomi  digrado  <n  è  pure 
di  grado  <|A  e  non  può  quindi  essere  divisìbile  per  P  [n.  X]. 

Possono  dungtie  assumeysi  a  rappresentare  le  singole  classi 
di  polinomi  congrui  rispetto  a  P  [ii.  XVI]  i  polinomi  in  x  nel 
campo  <2.  di  grado  <Cn. 

Si  potranno  cosi  coDsiderare  quHsti  poliuomi  [cfr.  §  1,  u.  I,  XJ 
come  gli  elementi  di  uu  campo  numerico,  isomorfo  al  campo  for- 
mato dallti  classi  di  polinomi  congrui  rispetto  al  mod.  P  [u.  XVI]: 
lo  si  potrà  chiamare  il  campo  dei  polinomi  considerati  ridotto 
relativamente  al  modulo  P. 

XXI.  Si  noti  che  questo  campò  presenterà  un  interesse  solo 
se  [1^2,  perché  per  ji^l  esso  si  riduce  al  campo  S  dei  coef- 
ficienti {polinomi  di  grado  0). 

XXII.  Se  S  è  campo  di  razionalità,  si  possono  applicare  le 
considerazioni  del  n.  prec.  anche  se  il  modulo  P  è  un  polino- 
mio di  grado  (t>0,  il  cui  primo  coefficiente  sia  4=1-  Se  in- 
fatti si  indica  con  «i,  questo  primo  coefllciente,  m^  sarà  al- 
lora una  unità  del  campo  dei  polinomi  in  x  nel  campo  Q  [n.  X[|,  . 
e  quindi  ogni  polinomio  divisibile  per  P  è  pure  divisibile  pei' 
P:»tt„,  e  reciprocamente:  ne  segue  che  si  ottiene  la  stessa  di- 
stribuzione dei  polinomi  in  x  uel  campo  Q  in  classi  di  polinomi 
congrui,  sia  prendendo  per  modulo  P  ,  sia  prendendo  per  modulo 
P:»i„,  il  quale  ha  il  primo  coefficiente  =1- 

Ci  troveremo  in  queste  condizioni  quando  il  campo  iS  dei  coef- 


□igitizedbyGoOglc 


n.  SX-XSni.      CAMPO  1>1  GALOIS.  PRAKlOm  A  tKRMlNI  POLINOMI  ?3 

Hcientì  sia  il  campo  dei  numeri  ìateri  ridotto,  i-elativo  ad  un 
modulo  primo  p;  quaudo  cioè  si  consideriao  polinomi  ridotti 
secondo  il  moà.p  [n.  XVII].  Se  inoltre  il  polinomio  P ,  come  ap- 
partenente al  campo  di  questi  polinomi,  è  ìiTedutttbile  '),  il 
campo  ridotto  relativo  al  mod.  P  si  chiama  campo  di  Gai^is.  I 
polinomi  che  lo  compongono  si  diranno  polinomi  a  coefficienti 
inlet-i  ridolti  secondo  i  due  moduli  p,V  ;  ogni  polinomio  a  coef- 
ficienti interi  è  congruo  ad  uno  di  essi  rispetto  ai  due  mod,  p,  P. 

Gli  elementi  del  campo  di  Gaìois  definito  dal  numero  primo 
p  e  dal  polinomio  P  di  grado  [i  sono  tutti  i  polinomi  di  grado 
|i — 1  [n.  XXj,  ridotti  secondo  il  raoA.p;  sono  quindi  in  numero 
finito  e  precisamente  p""  [a.  XVII]. 

XXIII.  Frazioni  a  termini  polinomi.  —  Il  campo  d'inte- 
grità dei  polinomi  in  date  variabili  x ,y  ,z,~..  in  un  dato  campo 
numerico  S  olfre  occasione  all'applicazione  delle  considerazioni 
del  §  1,  n,  XI.  Si  potrà  cioè  supporre  che  ì  numeri  a  ,  6 , ... ,  a', ... . 
di  cui  al  luogo  citato,  siano  polinomi  di  questo  campo;  a  cia- 
scuna coppia  di  polinomi,  il  secondo  dei  quali  non  sia  0,  corri- 
sponderà una  frazione  a  termini  p^jlinomi  o  frazione  algebfica  ; 
e  seguendo  passo  passo  il  citato  §  1,  n.  XI,  si  ordineranno  que- 
ste frazioni  in  classi  di  frazioni  uguali,  le  quali  classi  risulte- 
ranno  essere  gli  elementi  di  un  campo  numerico  di  razionalità 
contenente  il  campo  di  polinomi  proposto.  Ciascuna  di  queste 
classi  si  dirà  un  rapporto  polinomiale  nelle  variabili  x,y,z,... 
e  nel  campo  S. 

')  L'esistenza  di  tali  polinomi  irrsduttibili  di  g^bdo  ^1  [a.  XXI] 
Qoa  può  seguire  dai  teoremi  dei  n.  XIII,  XVIII  perchè  qui  i  ooeftì- 
cientì  apparteDgoDO  ad  no  campo  di  razionai  ita.  Osservando  però  che 
ad  ogai  grado  appartiene  un  numero  finito  di  polinomi  [n,  XTII]  si 
potrà  dimostrare  tale  esistenza  col  semplice  conteggio  del  numero  dei 
polinomi  che  si  possono  ottenere  moltiplicando  tra  loro  polinomi  di 
grado  minore:  ciò  riesce  facilmente  almeno  pei  primi  gradi.  Si  potrà 
anei  io  tal  modo  scrivere  effettivamente  i  polinomi  irreduttibili  dei 
singoli  gradi.  Un  ampio  studio  della  irreduttibilitÀ  nel  campo  dei  nu- 
meri interi  ridotto,  relativo  ad  un  modulo  primo,  si  troverà  —  svol- 
to con  pia  potenti  mezzi  —  nella  citata  Algebre  tupérieurc  del  Serrist 
(Voi    II). 
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1.  Variabili,  funzioni,  costonll.  —  Nel  g  prec.  abbiamo 
chiamato  variabili  certi  simboli  (che  abbiamo  rappreseutato  ge- 
neralmente con  le  lettere  x  ,y ,... ,  ma  che  potrebbero  essere  so- 
stituiti da  segni  quabiansi)  ai  quali  non  era  attribuito  alcun 
signifiGato,  e  solo  si  ammetteva  la  loro  capacità  di  combinarsi 
in  modo  detcrininatu  con  segai  a  significato  determinato:  preci- 
samente, tali  simboli  si  combinavano  nel  §  prec.  coi  uumei-i  di 
un  determinato  campo  numerico,  e  coi  segui  di  addizione,  mol- 
tiplicazione, elevazione  a  potenza  per  formare  polinomi. 

Chiameremo  in  generale  una  variabile  un  segnfl  qualsiasi  che 
non  abbia  altro  significato  che  quello  di  occupare  un  posto  determi- 
nato in  un'espressione  determinata. 
Cosi  nelle  espressioni: 

«  padce  di  a;> 

«  figlio  di  a-  » 

«a?-|-5> 

«grado  di  j;» 
compare  ogni  volta  una  variabile,  indicata  sempre  con  x:  nelle 
espressioni  : 

«punto  di  mezzo  fra  x  e  y  » 

«»  —  !/> 
compaiono  due  variabili,  x  o  y;  e  cos'i  via. 

Se  in  una  espressione  conteuente  una  o  più  variabili  si  pone 
al  lu(^o  di  ciascuna  di  esse  un  altro  segno  rappresentante  un 
ente  determiuato,  diciamo  che  alle  delie  variabili  si  allribuisco- 
no.  o  si  sostituiscono,  i  valori  dei  detti  segni;  può  allora  darsi 
che  l'espressione  considerata  venga  a  rappresentare  un  oggetto 
determinato,  ovvero  che  essa  risulti  priva  di  senso;  nel  primo 
caso  il  siguificato  assunto  dall'espressione  si  dice  valore  di  essa 
pei  valori  considerati  delle  variabili. 

Cosi  se  al  luogo  di  x  ai  pone  3  acquista  senso  la  terza  delle 
espressioni  negli  esempi  precedenti  «a?4"5»,  e  diviene  34-5=8  j 
8  è  il  valore  della  dstta  espressione  per  x  =  'i.   La  prima,  la 
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xecoada,  la  quarta,  1k  quinta  espressione  noii  hanno,  per  a:  =  3, 
alcun  significato;  ma  se  al  posto  di  a:  siscrive,  per  es.  «Tizio» 
acquistano  senso  la  prima  e  la  seconda,  e  non  le  altre;  se  Cajo 
è  il  padre  di  Tìzio,  sarà  Cajo  il  valore  della  prima  espressione 
per  x  =  T'i7.\o,  a  se  Pieti-o  è  figlio  di  Tizio,  sarà  Pietro  un  va- 
lore della  seconda  espi'essione  per  ir  =  TìzÌo.  Similmente  la 
quarta  espressione  prenderà  un  valore  quando  al  posto  di  a)  si 
ponga  un  poliaomiu  e  questo  valore  sarà  un  intero  positivo;  la 
quinta  prenderà  un  valore  quando  per  a:  e  j/  si  pongano  punti 
determinati,  e  questo  valore  sarà  un  punto;  infine  acquista  senso 
l'ultima  espressione  se  per  37  ed  ]/  vi  si  pongono  due  numeri  di 
un  campo  numerico. 

'i.  Nel  n.  prec.  abbiamo  usato  replicatamente  le  frasi:  «un 
segno»  o  «un'espressione»  «rappresenti  un  ente  (od  oggetto) 
determinato»,  accettando  per  esse  il  significato  un  po'  vago  che 
loro  proviene  dal  senso  comune. 

E  pjrò  utile  qualche  osservazione  che  valga  a  chiarire  un 
poco  questo  significato.  Basterà  discorrere  della  prima  frase,  per- 
chè un'«espressìoQe»  non  è  che  un  «segno»  di  forma  piii  o  meno 
complessa. 

Possiamo  dire  che  un  segno  rappresenta  un  oggetto  o  un  ente 
determinato  quando  esistono  altri  segni  cosi  legati  ad  esso  che 
possono  considerarsi  come  risultati  di  operazioni  elTetluate  so- 
pra di  esso. 

Kisulta  che  una  grande  arbitrarietà  resta  all'afTermazlone  rap- 
presenti 0  non  rappresenti  un  ente  determinato  un  determinato 
segno,  perchè  essa  dijienderà  essenzialmente  dalla  totalità  dei 
segni  che  si  considerano,  e  dalle  operazioni  definite  sopra  di 
essi.  Cosi  ciascun  numero  di  no  campo  di  numeri  è  un  <^getto 
determinato,  perchè,  per  la  definizione  stessa  di  campo  [$  l,  n.  2], 
sopra  questi  numeri  sono  definite  operazioni,  che  danno  per  ri- 
sultato numeri  del  campo.  .^1  campo  considerato  aggiungiamo 
ora  un  simbolo  x  che  ai  numeri  del  campo  non  possa  essere  le- 
gato da  nessuna  delie  dette  operazioni:  sarà  un  simbolo  senza 
sunso  determinato;  noi  lo  possiamo  considerare  come  una  varia- 
bile per  formare  dei  polinomi  con  essa  e  coi  numeri  del  campo. 
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E  sempre  la  a^,  e  ijuesti  poliaoini  i-eiiteraDQO  segai  senza  senso 
determiuato,  finché  i  segai  di  addizione,  moltiplicazioDe,  eleva- 
zione a  potenza  si  considereranno  come  semplici  copule  per  for- 
mare espressioni  più  o  meno  complesse  mediante  i  numeri  del 
camp<i  considerato  e  il  detto  simbolo  x  {§  2,  u.  1].  Ma  se  poi 
sopra  le  espressioni  cos'i  formate  noi  definiamo  delle  operazioni 
[g  2,  n.  2],  queste  espressioni  (e  la  ir  medesima  considerata 
come  una  di  esse  [§  2,  n.  4])  vengono  a  considerarsi  come  og- 
getti determinati.  Noi  abbiamo  mostrato  infatti  che  «ase  costi- 
tuiscono un  campo  numerico;  e  non  è  escluso  che  potesse  essere 
un  campo  numerico  di  polinomi  quello  medesimo  da  cui  abbiamo 
preso  le  mosse.  Così,  quando  nel  n.  prec.  abbiamo  considerato 
ic  ed  jf  come  variabili  nelle  espressioni  a:  +  b,x  —  y,  abbiamo 
supposto  implicitamente  che  si  dovessero  considerare  come  og- 
'  getti  determinati  soltanto  numeri,  per  es.  razionali;  ma  se  come 
tali  volessero  considerarsi  invece  per  es.  i  polinomi  in  y,  uelta 
espressione  x  —  y  dovrebbe  considerarsi  C(ime  variabile,  agli 
efTtìtti  della  sostituibilità  con  valori  convenienti,  la  sola  x. 

a.  Quando  un'espressione  contiene  una  o  più  variabili,  e  fra  le 
operazioni  ohe  si  ammettono  effettuabili  sopra  di  essa  v'ha  la  sosti- 
tuzione di  oonvenienti  valori  a  ciascuna  delle  dette  variabili;  se  inolb'e 
la  detta  espressione  b  capace  di  assumere  valori  per  effetto  di  una 
tale  sostituzione;  allora  si  dice  ctie  essa  rappresenta,  esprime,  od 
anche  semplicemente  è  una  funzione  delle  dette  variabili  (o  di- 
pendente dalle  delie  variabili). 

[Appena  è  da  osservare  che  quando  ad  una  variabile  si  attri- 
buisce un  valore,  tal  valore  dovrà  essere  sostituito,  sempre  il 
medesimo,  in  tutti  i  luoghi  in  cui  la  detta  variabile  si  presenta]. 

Essenziale  è  notare  la  fondamentale  importanza  che  ha  nella 
nozione  di  <  funzione  »  la  condizione  che  Ira  le  operazioni  che 
si  ammettono  eflettuabìli  [n.  ~^|  vi  sia  la  sostituzione  di  valori 
alle  variabili  (o  a  determinate  variabili  fcfr.  la  fine  del  u.  prec.])- 

Cosi  sotto  questa  coudizione  rappresenterà  una  funzione  della 
variabile  x  l'espressione  medesima  «^»,  i[i  quanto,  attribuendo 
alla  variabile  x  un  valore,  essa  assume  il  valore  medesimo. 

Ogni  funzione   é  un  oggetto  determinato,  secondo  la   nozione 
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precisata  nel  n.  prec.  ;  ed  invero  se  noi  efi'ettuiamo  aopra  di  essa 
l'operazione  che  coDSÌste  nel  sostituire  alle  variabili  valori  con- 
venienti, otteniamo  come  risultato  enti  determinati. 

Ne  risulta  che  una  funzione  di  più  variabili  w  ,y ,  ...,t  ,u, ... 
può  sempre  cousiderarsi  come  fuazioue  di  una  parte  soltanto  dì 
esse,  ad  es.  x,y,...;  perchè,  se  la  data  funzioue  assumerà  un 

valore  /",  per  i  valori  ir, ,y, /„,«„,...  attribuiti  alle  varìa- 

hiii,  se  vi  si  sostituirà  alle  sole  variabili  x,y...  i  valori  a?,, 
j/,,...,  essa  divorrà  una  espressione  contenente  i  simboli  /, 
u,...,  e  tale  che,  se  a  questi  si  attribuiscooo  i  valori  1^,k„,..., 
assume  il  valore  /",  ;  diverrà  cioè  uaa  funzione  di  t.u, 

4.  lu  opposizione  alle  nozioni  di  «variabile»  e  di  «funzione». 
i  aa'^ììi  che  rappresentano  inetti  determinati  indipendentemente 
dall'operazione  di  sostituzione  di  valori  a  date  variabili  x,y,... 
si  dicono  spesso  costanti  rispetto  alte  dette  variabili.  La  no- 
zione di  «costante»  è  così  del  tutto  relativa,  un  medesimo  se- 
guo potendo  a  volta  a  volta  apparire  come  costante  o  uon.  Esi- 
stono però  costanti  in  senso  assoluto:  tali  per  es.  i  numeri  iuteri, 
eil  in  generale  le  espressioni  che  non  contengono  variabili  f  n.  1 J. 

Una  funzione  che  dipenda  soltanto  da  variabili  diverse  da 
x,y,...  è  una  costante  rispetto  a  queste. 

Quando  un  segno  rappresenta  una  costanta  in  senso  assoluto, 
ovvero  non  cade  dubbio  intorno  alle  variabili  rispetto  alle  quali 
se  ne  afferma  la  costanza  sì  dirà  semplicemente  costante. 

5.  Ogni  costante  rispetto  a  date  variabili  x  ,v ,...  può  sempre 
considerarsi  come  funzione  di  qualsivogliano  fra  queste  varia- 
bili, perchè  attribuendo  alle  dette  variabili  valori  qualsiansi, 
la  costante  considerata  avrà  sempre  per  valore  il  significato  ben 
determioato  che  le  appartiene. 

Cosi  offni  funzione  può  sempre  conside7-arsi  come  dipendente, 
oltreché  dalle  variàbili  che  in  essa  compaiono  esplicitamente. 
da  qualsivoglia  altra  variabile  da  cui  l'espressione  della  fun- 
zione non  dipenda  esplicitamente:  si  noti  che  questa  proposizio- 
ne rientra  nella  precedente  a  causa  di  un'osservazione  del  n.  4. 

6.  Non  si  muta  una  funzione  cambiando  i  segni  con  cui  si 
rappresentano  le  variabili  ;  si  chiama  perciò  caratteristica  fun- 
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zioncUe  o  segno  di  funzione  ciò  che  resta  dell 'espressione  di  una 
fuQzioQtì  quando  vi  si  sopprimono  i  simboli  rappreseo tanti  le 
variabili.  Così  negli  esempi  del  n.  1  si  hanno  le  caratteristiche 
funzionali:  «padre  di  ■»;  «figlio  di  •»;  «•4-5>;  «grado  di  •»; 

«punto  di  mezzo  fra  •  e  ■»;  « »;  ove  abbiamo  conservato 

raemoi-ta  mediante  un  punto  del  posto  occupato  dalle  rai-iabili.  Si 
nota  però  che  queste  espressioni  non  sono  né  comode  né  chiare; 
non  comode  a  causa  della  loro  complessità,  non  chiare  perchè  il 
punto  collocato  a  ricordare  le  variabili  non  è  sufficiente  per  se 
stesso  a  distinguere,  nel  caso  di  più  variabili,  il  posto  che  deve 
essere  occupato  da  ciascuna  dì  esse. 

Per  ovviare  a  tali  inconvenienti,  come  si  usano  ordinariamente 
lettere  per  rappresentare  numeri  od  espressioni  numeriche  più 
0  meno  complesse,  cosi  si  rappresenteranno  spesso  con  lettere 
segni  di  funzione  corrispondenti  a  l'unzioni  di  espressione  troppo 
complessa.  E  poiché  ci  avverrà  spesso  di  dover  ragionare  sopra 
funzioni  non  determinate,  anche  allora,  a  somiglianza  di  quanto 
sì  fa  pei  numeri,  ci  soccorrerà  la  rappresentazione  mediante  let- 
tere  delle  coiTispon denti  caratteristiche.    Si  usano  in  generale 

lettere  come  r,g  ,...,V  ,G f ,  + ♦jT, ...,  ma  qualunque 

altra  lettera  o  segno  può  evidentemente  fare  lo  stesso  servizio. 
Per  rappresentare  la  funzione  questi  segni  si  fauno  precedere 
all' indicazione  delle  variabili,  che  spesso  si  chiudono  entro  pa- 
rentesi. , 

Cos'i  /■(iF),(?(ir),  F(a:),. .,  o  fcc,gx ,Vx,...  ed  eventualmente 
anche  à(:e),...  rappresenteranno  funzioni  della  variabile  x; 
fix ,y),F(£c ,yì,...  funzioni  delle  due  variabili  x,y;  ecc. 

Riprendendo  l'osservazione  con  cui  comincia  questo  u.,  si  ha 
che.   fissata   una  caratteristica   funzionale/',   ed   indicate   con 

x,y ,..  ■  ,i,-n delle  variabili,   rappresenteranno  la  stessa 

fun7,ione  f{x,y ,. .  .),m,i\,.. .).  Rappresenteremo  talvolta  bre- 
vemente questa  funzione  collo  stesso  simbolo  t  delia  caratteri- 
stica funzionale. 

Il  valore  che  una  funzione  assume  quando  alle  variabili  si 
attribuiscono  dati  valori  si  deve  rappresentare  (conformemente 
a  quanto  si  disse  nel  n.  I)  scrivendo  U'ìiresprjssione  della  fuo- 


□igitizedbyGoOglc 


n.  6-7.  CABATTBR18T1CA  FUNZIONALE.  DOKINIO  77 

zione  detti  valori  al  luogo  delle  variabili:  non  fa  eccezioua  il 
caso  ÌQ  cui  la  funzioQe  sia  rappreseti  tata  ìa  uaa  forma  simbo- 
lica come  ora  si  disse;  cosicché  f(xJ,/XXt,  l/oS  -••  rappresente- 
ranno i  valori  delle  funzioni  f{a;) ,  f{x , y) ,  - . -  pei  valori  x^,y^,... 
Ji  a:,j/ 

7.  Data  una  fuDzioiie  f\x  ,t/,...)  delle  variabili  or  ,y ,...,  i  si- 
stemi di  valori  delle  x,y,...  per  cui  la  fuQzioue  assume  valore 
H  dicono  costituire  il  oampo  di  variabilità  o  dominio  del  gruppo  di 
variabili  x.y,...  rispetto  alla  funzione  f(x,y ,...).  Si  dice  spesso 
che  la  funzione  è  definita  nel  campo  iti  variaàiUlà  delle  sue  va- 
riabiti. 

Rispetto  !td  uua  funzione  ili  più  vai-iabili  si  potrà  considerare 
il  campo  di  variabilità  del  gruppo  costituito  da  una  parte  sol- 
tiiDto  di  queste  variabili;  ciò  equivale  a  considerare  la  funzione 
come  dipendente  da  questo  solo  gruppo  di  variabili  [u.  3], 

1  valori  che  la  funzione  è  capace  di  assumere  per  convenienti 
valori  delle  variabili  costituiscono  il  oampo  di  variabilità  o  do- 
minio della  funzione. 

Dal  D.  20  risulterà  cbe  non  v'ha  diftereuza  essenziale  fra  campi 
di  variabilità  dì  variabili  o  di  funzioni.  Questi  campi  si  chia- 
nierauDO  spesso,  con  nome  generico,  aggregati. 

Data  una  funzione  iXcc y ...)  possiamo  formarne  una  nuova  me- 
diante l'espressione  '{\xy...)  per  x,y,...  soddisfacenti 
alte  condizioni  a  ,(I', ...  ».  Si  dirà  che  si  è  limitato  il  do- 
minto  delle  taì'iabili  x,y,...  colie  condizioni  Cd', 

Avviene  anche  spesso  che  si  debbano  considerare  per  aventi 
seaso,  come  valori  di  una  data  funzione  r{x  y ...),  soltanto  quelli 
che  soddisfano  a  determinate  condizioni  f,S', Si  dice  al- 
lora elle  si  limila  il  campo  di  variabililà  o  il  doìninio  della  fun- 
zione mediante  le  condizioni  S  ,S' , 

Se  r{xy...),g(xy...),/i(xy ...)....  sono  funzioni  delle  varia- 
bili x,y,...,  si  potrà  talora  considerare  soltanto  quei  siatemi 
di  valori  di  x,y,...  che  fanno  assumere  valori  a  tutte  simul- 
taneamente queste  funzioni.  Questi  sistemi  di  valori  si  diranno 
costituire  il  oampo  di  variabilità  o  dominio  del  sistema  di  variabili 
x,y,...  rispetto  al  sistema  dì  funzioni  proposto;  ed  i  sistemi  di 
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valori  assunti  da  queste  costìtuiraoDO  il  campo  di  variabilità  o 
dominio  del  sistema  di  funzioni. 

8.  Funzioni  univoche  o  plurlvocho.— A  determinati  va- 
lori delle  variabili  può  corrispondere  uo  solo  o  più  valori,  anche 
infiniti,  di  una  data  funzione:  cosi,  per  restare  negli  esempi 
precedenti,  la  funzione  «padre  di  ir>  non  può  assumere  più  di 
UD  valore  per  un  valore  assegnato  ad  x  ;  ma  la  funzione  <  figlio 
di  a;»  potrà  invece  assumere  più  valori  per  un  dato  valore  di 
X.  La  funzione  «polinomio  digrado  x*  ammette  un'infinità  di 
valori  per  un  dato  valore  di  x  intero  positivo  (non  ammette 
valori  per  altri  valori  di  x). 

Una  funzione  si  dice  a  wn  mi  vaiare  o  univoca  o  uniforme 
o  monodroma  nel  campo  di  variabilità  delle  sue  variabili  quando 
essa  assume  un  solo  valore  per  ciascun  sistema  di  valori  delle 
variabili  in  detto  campo.  In  caso  contrario  sì  dice  a  più  valori 
0  plurivooa  o  multiforme  o  policroma. 

0.  Sia  f(xv  ...),g{xy  ...),., .,   un  sistema  dì  funzioni  delle 

variabili  x,y ;  sia   'V  il  campo  di  variabilità  del  sistema 

delle  variabili,  ff  iì  campo  di  variabilità  del  sistema  di  funzioni. 
Alla  variabili  attribuiamo  uu  sistema  di  valori  x„,y„,...  appar- 
tenente a  fy,  e  sia  /■(,{?„,...  un  sistema  dì  valori  delle  espres- 
sioni f{Xa  Vo  ■  ■  ■)  T  C  (a?o  V»  ■  ■  ■) . Si  dirà  che  f^ ,  g„ , ...  è  un  si- 
stema di  valori  del  dominio  BT  corrispondente  al  sistema  di  va- 
lori x^.y^,...  del  dominio  1".  Ogni  funzione  o  sistema  di  fun- 
zioni definisce  cosi  una  corrispondenza  fra  il  dominio  della  va- 
riabile 0  del  sistema  delle  variabili  da  cui  dipende  e  il  dominio 
della  funzione  o  del  sisteìna  di  funzioni  medesime.  Questa  cor- 
rispondenza si  dirà  univoca  o  plurivoca  secondochè  ad  un  si- 
stema di  valori  delle  variabili  corrisponde  un  solo  o  più  si- 
stemi di  valori  del  sistema  delle  funzioni  [u.  S]. 

10.  Funzioni  di  funzioni.  —  Sia  f{xy...)  una  funzione;  pos- 
siamo in  essa  sostituire  alle  variabili  a.  ,y ,... ,  come  loro  «  va- 
lori »,  determinate  funzioni  di  nuove  variabili  è  >  -«i , . . .  [cfr.  n.  3). 
Se  queste  funzioni  sono  X(£ti ...),  Y (Si) ...),-.. ,  otterremo,  per 
la  detta  sostituzione,  l'espressione  /■{X{4t|..  0.  Y(èiri.. .).  •  ■  ■  )• 
Ai  simboli  4) ti,...  si  attribuiscano  ora  valori  è, .tig,...,  tali 
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che  esista  uu  sistema  (almeoo)  di  valori  corrispoudenti  delle 
X(iti...).  Y{$ii...),.. .  e  sìa  esso  x^.y^,...;  cìascaii  valura 
ili  r(XaV„...)  sani  uu  valore  di  /■(X(£t). ..),  Y(4'«i. .  .).■-■)  per 
^—  ìnT'<l  =  Tlo.  ■  ■  ■  :  /"(XCèti, .  .)i  Y(|ti, . .),, ..)  rappreseuta  duo- 

que  una  fuuzìoue  delle  variabili  è,i], Per  ricordare  la  sua 

j^euerazioue  mediante  le  t'uoziooi  f{xy...) ,  X(4iq ...) ,  Y(4ti  ■■■)  >  ■.. . 
si  chiama  spesso  uoa  funzione  di  funzioni.  lodicaudo  eoa  F  la  sua 
caratteristica  si  avrà 

F{eti,...)  =  AX(4t|...),Y(è  ti. ..),...). 

Si  dice  che  il  secondo  memoro  di  questa  uguaglianza  esprime 
la  funzione  ¥{i,xi...)  delle  vayiablli  4,t|,...  in  funzione  delle 
funzioni  X(è^.- .),  Ylèil--.) 

11.  Fra  le  fuuzìoai  di  fuozìoai  hanno  uatui-alnieote  partico- 
lare importanza  le  più  semplici:  tali  sono  la  somìua 

f{xy...)-\-g{xy...) 
e  il  prodotto 

flxy...)-g(xy...)  . 

quaado  hanno  senso  la  somma  ed  il  prodotto  dei  valori  delle 
funzioni  f,g...-  per  ^li  stessi  sistemi  dì  valori  delle  variabili 
in  convenienti  campi  di  variabilità.  In  particolare  si  potranno 
considerare  queste  funzioni  di  funzioni  ogni  volta  che,  corrispon- 
dentemente ad  UDO  stesso  dominio  del  sistema  delle  variabili,  i 
domiuìi  delle  fuazioai  sono  coutenuti  iu  un  (medesimo)  campo 
numerico  (?. 

Le  funzioni  univoche  [d.  8]  di  date  variabili,  i  cui  domtnii 
sono  contenuti  in  uno  stesso  campo  di  numeri  i2,  costituiscono 
a  lor  volta,  colla  indicata  definizione  della  somma  e  del  pro- 
dotto, un  campo  numerico. 

Si  verificano  infatti  immediatamente  per  la  somma  e  il  pro- 
di)tto  di  tali  funzioni  le  proprietà  enumerate  al  §  1,  u.  2:  cosi 
ad  es.,  indicando  con  f{x  y  ■■■),  g(x  y ...)  due  delle  funzioni  con- 
siderate, sarà 

f(xy...)-\-g{xy...)  =  g{xy...)-\-f{xy...)-. 
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pei*chè,  cuitiunqutì  si  fìssi  un  sistema  x^,y^, ...  A\  valori  delle  va- 
riabiìi,  so  esìstono  e  sodo  numeri  di  i?  ben  determi  ti  ati  /■(«■,  y,, ...) , 
ffi^v  Va---)'  '*  due  espressioni 

/■{ar,  !/(,...)  +  0{x^  y«'-  ■ .)    .     eix^  y«  -  ■  -)  +  /■(«!,  Vi,-) 

rappreseatauo  lo  stesso  numero,  mentre  entrambe  le  espressioni 
sono  prive  di  senso  se  non  esistono  f^a  i  numeri  di  S  i  valori 
f'(x<,y<,-  ■ì,g{XoV,■•■)■ 
Funge^'anno  da  0  e  da  l  del  nuovo  campo  numerico  i  nu- 
meri 0  e  1  del  campo  i?  considerati  come  funzioni  costanti 
[a.  5]  delle  variabili  x  ,y , ...  . 

12.  Si  noti  che,  per  la  validità  delie  precedenti  osservazioni 
non  è  necessario  di  considerare  tutte  le  funzioni  di  date  varia- 
bili, aventi  per  valori  numeri  di  un  campo  Q:  È  un  campo  nu- 
merico un  qualunque  sistema  di  funzioni  univoche  i  cui  dominii 
siano  contenuti  in  un  campo  nuinerico  t? ,  e  tali  che  apparten- 
gano al  sistema  te  due  funzioni  costanti  [n.  5]  uguali  ai  numeri 
0  e  ]  di  ^ ,  e  che  appartengano  pure  ad  esso  le  /ìmzioni  somma 
e  prodotto  di  due  funzioni  qualunque  del  sistema,  ed  infine  }ìer 
ogni  funzione  assegnata  del  sistema  esista  in  esso  la  funzione 
opposta  che  con  essa  ha  somma  0.  Chiamiamo  y  questo  campo 
numerico  di  funzioni. 

Appartengono  naturalmente  al  sistema  funzioni  costanti,  tali 
essendo  per  lo  meno  quelle  di  valori  0  e  1  ;  se  allora  si  osserva 
che  la  somma  e  il  prodotto  di  l'unzioni  costanti  sono  costanti, 
e  così  pure  l'opposta  di  una  funzione  costante,  si  vede  che  le 
funzioni  costanti  del  sistema  costituiranno  ancora  un  campo 
numerico  S',  contenuto  come  parte  [§  1 ,  n.  13J  in  ff  e  in  Q.  In 
casi  particolari  S'  potrà  essere  identico  a  ©. 

13.  Funzioni  razionali  Intoro.  ~  Ricordiamo  quest'osser- 
vazione che  abbiamo  fatto  al  S  2,  n'  4,  13,  H:  che  un  polino- 
mio in  date  variabili  x,y,...  in  un  dato  campo  numei-lco  fi 
si  può  riguardare  come  l'espressione  di  una  successione  di  ope- 
razioni di  addizione  e  moltiplicazione  da  eseguirsi  sopra  i  coef- 
ficienti (numeri  del  campo  tT)  e  sopra  i  simboli    x,y,-..,   cui 
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si  è  attribuito  per  cunveazione  [§  2,  n.  1,  3,  5,  11,  Ì2\  la  pro- 
prietà (li  combinarsi  fra  loro  e  coi  Dumerl  di  £  per  addizione 
e  moltiplicazioue  colle  stesse  regole  che  reggono  queste  opera- 
zioni fra  numeri  di  un  cauipo  numerico. 

Possiamo  dunque,  considerando  un  poliuoinìo  nel  modo  accen- 
nato come  espressione  dì  una  successione  di  operazioni  di  ad- 
dizione e  moltiplicazioue,  pensarvi  sostituiti  alle  variabili  numeri 
del  campo  i?  o  di  un  qualunque  campo  numerico  (3,  in  cui  Q 
sia  contenuto  [g  I,  n.  13j;  il  polinomio  rappresenterà  allora  un 
numero  di  £,  e  si  opererà  su  queste  espressioni  numeriche  colle 
regole  stabilite  al  §  3  per  le  operazioni  sopra  polinomi. 

Si  chiama  funzione  razionale  intera  delle  variabili  x ,y ,... 
nel  campo  numerico  i2  ogni  funzione  rafjpj-eseniata  eia  un  po- 
linomio nelle  dette  variabili  nel  campo  Q ,  colla  condizione  [n.  7] 
che  ciascuna  variabile  abbia  come  dominio  un  campo  numerico 
i2,  Oo  stesso  per  tulle  le  vai-iabiii)  in  cui  Q  sia  contenuto  '). 

Le  osservazioni  precedenti  mostrano  che  ogni  /"unzione  razio- 
nale intera  nel  campo  numerico  i2  é  univoca  [n.  8]  ed  il  suo 
dominio  è  contenuto  nel  campo  S, ,  assegnato  come  dominio  dette 
tariaiilt.  Fra  le  funzioni  razionali  intere  in  date  variabili  nel 
campo  <3  sono  sempre  comprese  le  funzioni  costanti  uguali  ai 
numeri  di  S,  rappresentate  dai  polinomi  di  grado  0.  Inoltre  la 
somma  e  il  prodotto  di  due  funzioni  razionali  intere  di  date 
variabili  nel  campo  Q  sono  ancora  /Unzioni  razionali  intet-e 
delie  stesse  variabili  nello  stesso  campo  numerico,  rappresen- 
tale dai  polinomi  somma  e  prodotto  di  quatti  che  rappresen- 
tano le  date  funzioni.  Ne  segue  [n.  12]  che  te  funzioni  razio- 
nali intere  di  date  variabili  x,y ,.,.  in  un  campo  numerico  S 
costituiscono  un  campo  numerico,  in  cui  @  è  contenuto. 

14.  Sia  9'  un  campo  numerico  di  funzioni  cui  appartengano, 
come  funzioni  costanti,  i  numeri  di  un  campo  numerico  <3  |n.  12]  : 
9'  conterrà  dunque  <2. 

')  l.'e»pre*iione  di  uoa  funzione  razionale  intera  è  dunque  un  poli- 
nomio. Se  dunque  /{^y . , .)  è  una  funzione  razionale  intera  dalle  va- 
riabili X  ,  y  , . . . ,  indicheremo  in  generale  annhe  con  la  ntessa  aoritturn 
f[xy...)   iin  polinomio  che  la   rappreaonti. 
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Si  considei-ino  allora  le  funzioni  razionali  intere  di  date  va- 
riabili a;,y,~..  ael  campo  @;  si  poti'à  supporre  che  ciascuna 
variabile  abbia  9  come  campo  di  variabilità  [n.  13];  il  valore  di 
ognuna  dì  queste  funzioai  per  tali  valori  delle  variabili  è  allora 
una  funzione  del  campo  W  fn.  \3i\\  adunque  ogni  funzione  raxio- 
Tuile  intera  nel  campo  numetnco  <S  di  funzioni  appartenenti 
ad  un  campo  numerico  di  funzioni  W  [n.  12]  che  contenga  €  è 
una  funzione  del  campo  9. 

In  particolare  [n.  13)  ogni  funzione  razionale  intera  net  campo 

numeì'ico  € ,  di  funzioni  l'azionali  intere  dette  variabili  ga,y 

in  $ ,  è  essa  pure  una  funzione  razionale  intera  di  cc,y ,... 
in  €.  Precisamente,  sia  F(£ii...)  la  funzione  razionale  intera 
considerata  e  f{a: y ...},g (ce y ...),...  le  funzioni  razionali  intere 
che  si  vogliono  sostituire  a  è,t],...;  si  ponga 

Fifixy ...)  ,g{^y ...),..  .)  =  G(.xy .. .)  ; 

dall'osservaziODe  [li.  13]  che  la  somma  e  il  prodotto  di  due  l^n- 
zioai  razionali  intere  sono  espresse  dai  polinomi  somma  e  pro- 
dotto di  quelli  che  rappresentano  le  funzioni  dato  segue  che  il 
polinomio  G{xy...)  sarà  il  valore  delta  F{£t]...)  quando  atte 
variaàili  di  essa  si  sostituiscano  come  valori  i  potinomi  f(x  y ...), 
g(xy ...),...  . 

15.  Si  trasportano  alle  funzioni  razionali  intere  tutte  le  de- 
nominazioni (grado,  divisibilità,  ...)  relative  ai  polinomi  che 
le  rappresentana 

16.  Funzioni  razionali  fratta.— Siano  Aixy ...),B(a:y ...) 
due  funzioni  razionali  intere  delle  stesse  variabili  in  uno  stesso 
campo  numerico  C  Se  esistono,  nel  campo  di  variabilità  delle 
variabili,  sistemi  di  valori  di  queste  pei' cui  il  valore  di  A(a'j/...) 
risulti  divisibile  per  quello  di  B(a;i/..,),  per  tali  valori  delle 
variabili  avrà  scuso  l'espressione 

A{ccy...):Biicy...)  . 
Essa  rappresenta  dunque  aucora  una  funzione  delle  variabili 
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Sì  chiama  fìimione  razionale  fratta  nel  campo  numerico  Q 
ogni  ftinzione  che  si  esprima  come  il  rapporto  di  due  funzioni 
razionali  intere  delle  stesse  variabili  nel  campo  Q. 

Come  per  le  funzioni  raziouali  intere,  si  dovrà  supporre  che 
il  domÌDÌo  di  ciascuna  vanabile  sìa  un  campo  numarico  (S,  (lo 
stesso  per  tutte  le  variabili)  conteDeote  (S;  anche  il  dominio 
della  funzione  sarà  allora  contenuto  in  iS, .  Se  li",  è  campo  di 
razionalità,  il  rapporto  di  due  l'unzioni  razionali  intere  qualunque 
è  sempre  una  funzione  razionale  fratta,  la  quale  sarà  defìolta 
pei"  tutti  i  valori  delle  variabili  per  cui  la  funzione  razionale 
intera  divisore  assume  un  valore  =^0;  perchè,  qualunque  siano 
i  valori  in  S,  che  assumono  [n.  13],  perdati  valori  delle  varia- 
bili, le  funzioni  \(wi/  ...),B(x  i/ ...) ,  (purché  quello  della  se- 
conda uou  sia  nullo),  ne  esisterà  allora  il  rapporto. 

Ogni  funzione  razionale  fratta  è  univoca. 

17.  Funzioni  omogsnaa.  —  Sia  "))  il  campo  iti  variabilità 
del  sistema  delle  variabili  a3,,x,,...,  x„  rispetto  alla  funzione 
f{a\a!t  ...  x^),  e  sia  deSnita  un'operazione  dì  multiplicazìone 
dei  valori  che  ciascuna  vanabile  può  assumere  pei  numeri  di 
un  campo  Q.  [Ciò  si  verifica  per  es.  se  i  valori  attribuiti  alla 
variabili  sono  numeri  di  S;  incontreremo  però  altri  casi  in  cui 
è  data  questa  definizione:  v.  p.  es.  §g  4,  6].  Supponiamo  che,  t  es- 
sendo una  nuova  variabile,  il  dominio  del  sistema  delle  funzioni 

tx, ,  ia-j te,  quando  la  t  ha  per  campo  di  variabilità  i2  e  il 

sistema  a7, ,a7, , .. .  ,ìp„  ha  per  campo  di  variabilità  'V,  sia  an- 
cora contenuto  in  'V.  Si  consideri  allora  la  funzioue  di  funzioni 
/■(far, ,  to, , ... ,  (ir,).  Se  vale  una  relazione  della  forma 

f(tcc, ,  /», tó.)  =  g(t)  ■  f(x^  x^  ...  x^ 

dove  g(t)  è  ima  funzione  della  sola  variabile  t,  il  cui  dominio 
—  quando  t  varia  in  fi  —  sia  ancora  contenuto  in  fi,  si  dirà  che 
f(a},  ir,  ...  aj  è  funzione  omogenea  delle  variabili  v,,x,, ... , », . 
Un  polinomio  omogeneo  di  grailn  m  f§  -2,  u.  17]  nelle  variabili 
a'i  >  2:, ,  ■..  ,a;„  nel  campo  0  rapprasenta  una  funzione  razionale 
intera  omogenea  delle  dette  variabili.  Se  invero  si   iudica  cou 
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f{x^x,  ...  xj  il  poliDomio  considerato  e  la  corrispondente  ftin- 
zìone  razionale  intera  [n.  13],  /'(te, ,  tó, , . . . ,  fcc,)  sarà  funzione 
razionale  intera  di  (,  j-i.ir, , .. .  ,a;,  e  precisamente  sarà  [n.  14  ; 
§  2,  n.  18] 

ntx, ,  (a>, , . . . , ImJ  =  (■/■(», X,  ...  xj  . 

18.  Funzioni  slmmetrlcha.— I/na  funzione  f(or,,x„...,x„) 
si  dirà  simmetrica  rispetto  alle  variabiti  a, ,  à;, , . . . ,  a?„  quando 
le  singole  variabili,  separatamente,  hanno  rispetto  ad  essa  lo 
stesso  dominio,  e.  assegnalo  arbitrariamente  un  sistema  di  n  va- 
lori appartenenti  a  questo  dominio  che  possano  assumersi  come 
valori  delle  dette  n  variabili,  la  funzione  assume  sempre  lo 
stesso  valore  (o  gli  stessi  valori)  comunque  si  assegnino  alle 
diverse  variabili  gli  n  valori  fissati. 

19.  Funzioni  «apllcHa  od  Implicita.  — Siano /'(u a; r/. ..), 
g{uxy. . .)  due  funzioni  delle  stesse  variabili  u,x  .j/,...,  e  sup- 
poniamo che  esistano  sistemi  di  Talorì  di  queste  per  cui  le  due 
funzioni  assumano  lo  stesso  ralore;  l'espressione 

(1)     «  valore  di  «  per  cui  sì  ha  f{uxy .  ..)  =  y{ux\f...)* 

rappresenta  allora  una  funzione  delle  variabili  x,y,... 

Se  infatti  si  attribuiscono  ai  simboli  x,y,...  dei  valori,  essa 
prende  o  non  prende  senso  secondochò  esiste  o  non  esiste  un 
valore  di  u  che,  con  quelli  prefissati  di  x,y,...  faccia  assu- 
mere valori  uguali  alle  due  funzioni  f{uxy . .  .),g(uxy .  ■■);  n 
quello  0  quei  valori  di  u  per  cui  questo  si  verifica  sono  i  valori 
della  funzione. 

Si  noti  che  ogni  funzione  si  può  porre  sotto  questa  forma: 
se  cioè  è  proposta  una  funzione  f(xy...),  per  rappresentarla 
nella  forma  (t)  basta  (indicata  con  u  una  variabile  diversa  dalle 
x,y,...  da  cui  essa  dipende)  assumere  u  come  funzione  g 
[cfr.  n.  3]: 
,  (3)  «valore  di  «  per  cui  u:=f{xy...)» 

è  ancora  evidentemente  la  funzione  /  proposta.  Sì  dice  spesso 
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che  l'espressione  f{x y ...)  o  l'uguaglianza 

u  =  r{xy...) 

costituiscono  una  espressione  esplicita  della  funzione  conside- 
rala; si  dice  invece  che  un'espressione  della  forma  generica 
(1)  definisce  implicitamente  u  come  funzione  di  x,y,...;  si 
dice  al  torà  pure  che  «  è  funzione  implicita  di  sr  ,y ,...  definita 
dall'equazione 

f(uxy...)  =  g(_uwy...)  . 

20.  FunzIsnI  Invorss.  —  Un  caso  importaute  di  detlnizìoDe 
implicita  dì  una  funzione  è  i]  seguente:  sia  data  una  funzione 
di  una  variabile  f(x);  si  consideri  allora  ta  funzione: 

(3)  «  valore  di  X  per  cui  si  ha  v  =  /'(a')  *  • 

È  una  funzione  della  variabile  y;  si  chiama  la  funzione  in- 
versa di  f(x)  e  si  rappresenterà  con  fiy). 

Il  dominio  della  variabile  y  rispetto  alla  funzione  f(y)  è  il 
dominio  della  funzione  fix),  ed  il  dominio  di  f{y)  è  il  dominio 
della  ìt  rispetto  ad  flx)  [cff.  n.  7];  e  fra  i  due  a^regati  costi- 
tuenti questi  dominii  le  due  funziooi  defluiscono  la  stessa  cor- 
rispondenza [n.  9]. 

Segue  di  qui  che  se  /"(a;)  è  la  funzione  inversa  tli  f(y),  essa 
dovrà  ancora  avere  lo  stesso  dominio  di  f{x)  e  definire  fra  questo 
dominio  e  quello  d<dla  f{x)  la  stessa  corrispondenza  che  la  f(x); 
è  cioè 

(4)  r=r- 

Se  inoltre  si  considera  la  funzione  di  funzione  f{fx)  si  ha  che 
il  dominio  di  essa,  edil  dominio  della  variabile  rispetto  ad  essa 
coincidono  nel  dominio  della  x  rispetto  alla  f(x);  e  la  corri- 
spondenza fra  gli  elementi  di  questo  dominio  che  la  funzione 
deSnisce  è  tale  che  fra  i  valori  corrispondenti  ad  un  qualunque 
valore  di  x  v'è  sempre  questo  valore  medesimo,  perchè  se  y„  è 
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uQ  valore  di  f{ic^),  uno  dei  valoi'i  di  AVo)  "  sempi'e  .t,.  Si  vede 
anzi  che  se  /'  è  funzione  univoca  si  ha  precisamente 

(5)  ~nrx)  =  3B  . 

Aaaloffhe  osservazioni  debbono  Tarsi  per  la  funzione  f(fy),  e 
si  ha  che  se  f  è  univoca  sarà 

(5')  nry)  =  y  ■ 

L'introduzioue  del  seguo  dì  l'uuzioQe  f  dà  forma  di  funzione 
esplicita  alla  l'unzione  (3)  inversa  di  f{x).  In  molti  casi  si  può 
trasformare  tale  espressione  io  modo  che  la  sua  natura  di  fun- 
zione inversa  risulti  meuo  evidente;  cosi  invece  di:  <  valore  di  x 
per  cui  a;-|-5^j/»  si  dice,  com'è  noto,  «  j/  —  5»;  ed  al  lu(^o 
di  «valore  di  x  per  cui  padi-e  di  x  e  y*  ai  dice  «figlio  dì  y». 

ESKMPI  E  COMPLEMENTI. 

I.  Alcuna  osservazioni  ganorall.  —  Fra  i  piìi  importauti 
e.^ienipi  di  l'unzioni  sono,  per  l'analisi,  quelli  in  cui  i  campi  di 
variabilità  delle  variabili  e  dplla  funzione  sono  contenuti  in  un 
campo  di  numeri.  Abbiamo  già  indicato  l'esempio  [n.  13-16]  delle 
funzioni  razionali  intere  o  fratte:  altri  esempi  di  questa  natura 
abbiamo  pure  incontrato  precedentemente:  cosi  al  §  1,  n.  VI  la 
funzione  9(it),  e  al  §  2,  n.  VII  la  funzione  a-!.  Per  entrambe 
queste  funzioni  il  dominio  della  variabile  è  l'aggi'egato  dei  nu- 
meri interi  positivi;  il  dominio  della  funzione  è  costituito  in- 
vece da  una  parte  soltanto  di  questi  numeri;  in  entrambi  ì  casi 
infatti  non  sarà  mai  un  valore  della  fuuzioae  un  numero  primo 
>"2,  come  si  vede  dalle  espressioni  esplicite  date  per  queste 
funzioui  al  §  1,  n.  VI,  in  nota  e  al  §  2,  n.  VII  (15),  (15'). 

Altri  esempi  di  funzioni  in  cui  i  dorainii  della  variabile  e 
della  funzione  sono  contenuti  in  campi  numerici  (e  precisamente 
nel  campo  dei  numeri  reali)  sono  noti  dalle  matematiche  ele- 
mentai'i:  tali  sono  le  funzioni  circolari  sena:,  coso^,  tgtr, . . . ,  il 
logaritmo  Ioga:,  ecc.  Noi  ritorneremo  sulla  definizione  di  queste 
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fuQzionì;  perora,  richiaintiudoci  ai  modi  usuali  di  defìnìrle  nelle 
matematiche  elementari,  osserveremo  come  per  es.  le  fuDzioai 
circolari  sono  definite  come  i  rapporti  dei  lati  di  un  triangolo 
rettangolo  di  cui  un  angolo  ha  per  misura  il  valore  attribuito 
alla  variabile  x,  senza  che  sia  dato  a  priori  Mn  procedimento 
analitico  per  calcolare  questi  rapporti. 

loaumerevoli  esempi  si  possono  ripetere  di  funzioni  in  cui  i 
campi  di  variabilità  delle  variabili  e  delle  funzioni  soUo  aggre- 
gati di  numeri  e  nondimeno  la  funzione  è  definita  soltanto  da 
una  descrizione  in  parole  [cfr.  u.  1-3]  r  si  indichino  per  es.  coi 
numeri  interi  da  1  a  7  i  giorni  della  settimana,  e  coi  numeri 
da  1  a  12  i  mesi:  è  nelle  condizioni  indicate  la  funzione:  «  il 
giorno  della  settimana  in  cui  cade  il  gioruo  x  del  mese  y  del- 
l'anno  z». 

La  nozione  di  funzione  intesa  con  questa  generalità  domina 
nelle  scienze  sperimentali  ;  si  può  dire  che  il  loro  problema  con- 
sista ordinariamente  nel  determinare  i  rapporti  funzionali  fra 
i  fdDomeni  studiati,  e  nel  determinare  i  valori  che  le  funzioni 
così  definite  assumono  per  valori  delle  variabili  conveniente- 
meute  fissati  nei  rispettivi  campi  di  variabilità. 

II.  Come  abbiamo  detto  al  n.  8.  una  funzione  può  essere  uni- 
voca o  plurivoca.  Funzioni  plurivoche  »ì  presentano  il  più  spesso 
nell' analisi  definite  come  funzioni  implicite  [n.  19]  o  come  fun- 
zioni inverse  [n.  20].  Cosi,  com'è  ben  noto,  la  funzione 

^'  y  =  «  valore  di  x  per  cui  y  =  aj'  » 

(ove  il  dominio  di  i/  e  quindi  di  x  si  suppone  contenuto  in  un 
campo  numerico  »2)  è  plurivoca,  perchè,  se  x^  è  un  valore  della 
funzione  per  !/:={/, ^0,  un  altro  (sempre  distinto  da  esso  se  il 
campo  S  non  è  singolare)  sarà  —x^,  essendo  {—x,f=x*=sy^. 
Aoalogamente,  se  supponiamo  nota  la  funzione  i^x  [cfr.  n.  I], 
possiamo  considerare  la  funzione 

%i/  =  «angolo  X  tale  che  i%x  =  y  ; 

otteniamo  cos'i  di  nuovo  una  funzione  plurivoca  e  precisamente 
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atl  iulioiti  valori,  perclié,  se  si  ha  'ga:,  =  yo,  sari  pui'e  y,  la 
taugeate  di  tutti  gli  augoli  che  diftbriscooo  da  cb^  per  un  mul- 
tiplo ilell'augolo  «.  Si  espi-ime  oi-dinariamente  questo  scrivendo 

tgi/,  =  a;o+A«       {A  =  ...,  — 2,  — 1,0,1,2,...)  - 

Torna  qui  acconcio  osservare  che,  se  f{x)  è  una  funzione  plu- 
rivoca.  a'o  un  valore  del  corrispondeule  dominio  della  variabile 
0',!/t  uno  (lei  valori  di  /'(x„),  solo  iinpi-opriaineute,  sebbeue 
corrisponda  ad  un  uso  assai  guuerale,  può  scriversi  i/t  =  fi^t)' 
perchè  il  primo  membro  rappresenta  un  oggetto  determinato, 
mentre  il  secondo  rappresenta  più  oggetti.  Al  segno  =  si  dovrà 
quindi  sostituìie  un  segno  che  significhi  «è  uno  dei>:  nel  sim- 
bolismo (Iella  logica  matematica  '}  si  usa  perciò  il  segno  e,  onde 
si  scriverà 

2   e    KT        ,         0    s    tgO. 

Nel  maggior  uumei-o  dei  casi  però,  quando  si  considera  una 
funzione  plurivoca,  si  può,  limitando  convenientemente  il  do- 
minio delle  variabili  o  della  funzione  medesima  [n.  7J,  dedurne 
una  funzione  univoca  che  ad  essa  si  può  sostituire  per  le  de- 
duzioni cousiderate.  Cosi  sono  funzioni  univoche 

«  valore  positivo  di  k  ^  » 

«valore  di  tga;  compreso  fra  —  e  — —» 

1  valore  di    j;-l-  Vlxj  +  x    per  a!£(i«-  . 

(N'eir ultima  espressione  \x\  rappresenta  il  valore  di  a:  o  di 
—  X   secondochè  il  valore  di   x    è  positivo  o  negativo;  si  vede 

')  V.  Peano,  Formutaire  de  Mathématiquet  e  gii  altri  U.  ce.  nelia 
nota  a  pag.  28;  v.  pure  Padoa,  f'U  logique  (lèditctivt  dan»  jta  dernière 
paone  de  déoeloppemenL  Paria,  Gauthìer  Villars,  1!>13;  Revue  de  mù- 
taphyHÌque  et  de  morale,  191*2. 
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allora  che  per  valori  positivi  di  x  essa  assume  i  due  valori 
della  funzioae  x-\~V2x,  mentre  per  x-^Q  essa  assume  il  va- 
lore dì  ai). 

È  essenzialmeate  questa  osser\'azione  che  rende  generalmente 
accettabile  l'uso  del  se^ao  =  anche  quando,  come  si  osservò, 
e:isu  dovrebbe  propriamente  sostituirsi  col  se^nu  e. 

ni.  Abbiamo  jjià  rilevato  fn.  Il  ]  che  la  totalità  delle  funzioni 
il  cui  dominio  é  contenuto  in  un  campo  di  numeri  <S  costituisce 
UD  campo  di  numeri. 

Questo  campo  è  cerlamente  singolare  [§  1,  n.  lOJ,  perchè  ae 
g^soy  , . .)  è  nua  delle  funzioni  considerate,  la  quale  per  qualche 
sistema  di  valori  delle  variabili  abbia  il  valor  0,  e  per  altri 
noD,  si  definirà  ancora  una  funzione  h{ivy...)  stabilendo  che 
essa,  abbia  ud  valore  qualsiasi  non  nullo  per  quei  sistemi  di 
valori  delle  variabili  per  cui  g  è  nulla,  e  abbia  il  valor  0  per 
quel  valori  delle  variabili  per  cui  g  ha  valore  ^0.  Il  prodotto 
ffisry  ...'ih(xy  ..■)  è  la  l'unzione  0,  senza  che  lo  sia  alcuno  dei 
fattori. 

IV.  È  chiaro  che,  per  particolari  sistemi  di  funzioni  costi- 
tuenti campi  numerici  [n-  12]  potrà  talora  ripetersi  la  stessa 
o;:«servazÌone,  talora  no.  Cos'i  vedremo  in  seguito  che  una  fun- 
zione razionale  intera  nel  campo  degli  ordinari  numeri  interi 
è  nulla  soltanto  se  è  rappresentata  da  un  polinomio  nullo.  Dal 
fktto  che  il  campo  numerico  dei  polinomi  nel  campo  dei  numeri 
interi  non  à  singolare  [§  %  n.  8j  segue  allora  che  anche  it  campo 
numerico  delle  funzioni  raztmttilt  intere  nel  campo  dei  numeri 
interi  liOH  è  singolafe. 

/^opposto  avviene  per  il  cambio  delle  funzioni  razionali  in- 
tere nel  campo  dei  numeri  inferi  ridotto,  relativo  ad  un  mo- 
duio  primo  p.  Consideriamo  Infatti,  fra  queste  funzioni  razio- 
nali, le  due 

x'-'—l    ,    a?  ; 

la  prima  si  annulla  [§  I,  n.  VI,  VII)  per  ogni  valore  di  x^O, 
e  vale  — 1  per  x^=Q,  la  seconda  si  annulla  per  x^^i}  e  non 
per  altri  valori  di  a:.  Finché  il  dominio  della  ir  resta  limitato 
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al  campo  dei  uumeri  ioteri  ridotto  relativo  al  modulo  p,  il  loro 
prodotto 

è  dunque  la  AiQzioae  nulla. 
V.  Consideri  amo  la  funzione 

(1)  (3^  +  VT 

dove  m  è  un  numero  intera,  e  dove  si  suppone  che  il  domìnio 
delle  variabili  x,y  sìa  un  campo  numerico  €.  Essa  è  il  va- 
lore della  funzione  X"  per  X=:x  +  y,  e  sarà  [a.  14]  quella  fun- 
zione razionale  intera  dì  w,y  la  cui  espressione  si  ottiene  cal- 
colando lo  sviluppo  di  («  +  y)".  dove  x-\-y  si  considera  come 
polinomio  ia  x  e  y.  Applicando  perciò  la  formola  del  binomio  di 
Newton  [§2,d.  VI]  si  ottiene  così 

(8)  (X  +  vT 

).7y"-y  . 


2  (T)-' 


VI.  Se  nella  funzione  (1)  si  attribuisce  alla  x  il  valore  1  e  alla 
y  il  valore  — 1,  essa  assume  il  valore  0;  tale  dovrà  dunque 
essere  il  valore  per  »=  1  .j/  =  —  I  della  funzione  espressa  dal 
secondo  membi'o  della  i;!).  Si  ottiene  dunque  la  notevole  rela- 
zione 

'«  ■-(r)+Q-+'-o+ ■•+'-')-»■ 

Analogameute,  se  nelle  due  espressioni  della  funzione  (I)  si 
attribuisce  ad  ^  e  ]/  il  valore  I  si  ha  che 

w  2(7)-=-  ■). 

')  Sommau'lo  e  sottraendo  fra  loro  le  (*) ,  (3)  ii  ricav»  aaoora 
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VII.  Forinola  di  Leibniz  por  la  potenza  /n-na  di  un 
pollnonlo.  —  Supponiamo  che  il  rlominio  delle  variabili  di  ae 
e  y  nella  funzione  (I)  sia  un  campo  di  polinomi  nelle  variabili 
x^,a; ,  {T, ;  poniamo  allora 

a-  =  a:,    ,    (/  =  a;,  +  a:,  + . . ,  -j-  *^„  ■ 

Dalla  (3)  si  ottiene 

Analogamente  si  avrà 

(a;.  +  .-^,  +  --.  +  '^n)'*=     2      (]*)W'"''(J?,  +  .--  +  .0''  ; 
e  cosi 

tr,^-Cr^  +  ...  +  xJ'=^      2      ('/)^,*'~''{a^.  +  --  +  'P«y'  . 

f.  COSI  vìa:  otteniamo  cioè  una  serie  di  uguaglianze,  ciascuna  delle 
ijuHÌì  dà  un'espressione  dell'ultimo  fattore  del  termine  generale 
nel  secondo  membro  dell'uguaglianza  precedente;  e  l'ultima  delle 
quali  sarà 

Raccogliendo,  si  ottiene 

(.^,  +  a;,  +  ...  +  .r.r 

-.2  .jo^.- jj(;:)w--j  j(::)^.-v.. 
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ossia,  medìaote  l'applicuzione  delle  regole  per  il  calcolo  sulle 
somme  [§  1,  u.  6,  6] , 

=  2  (;;i(;;)--(t;)-."-*'W--''.;---....^:-^-a,'--'. 


i^,— o,.,.,v. 

Ricordando  la  relazione  (10)  del  g  2,  ii.  VII  e  poueodo 
m  —  i,=j,    ,     i;-ÌM.,=j^j(l:^A^«-a)    ,    i„_,=j.. 
questa  uguaglianza  può  pure  scrivem 

{5')         (^.  +  -^,4--..4--T«r 

=     y     -T- -7——  ^~,  ■'^,  '^** ■  ■  ■  ■^/'  ■ 

La  {5)  o  la  (5')  si  chiamaoo  porhoi^  di  Leihniz  i>er  la  ìto- 
tenza  m™  di  un  j>olinomio. 
VHI.  Funzioni  razionali  fratte.  -  Sin 


'^    *"  ■  '     B(.rv...) 


uua  funzione  raziouale  fratta  [n.  It)].  Supporremo  per  semplicità 
che  il  campo  numerico  €  cui  appartengono  i  coetllcieoti  e  i  valori 
delle  variabili  e  della  funzione  sia  campo  dì  razionalità,  /"(a-v . . .) 
è  allora  definita  per  tutti  quei  si.stemi  di  valori  delle  variabili 
nel  campo  @  per  cui 

(7)  B(.ri/...)=|=0  , 
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e  si  ha,  per  defìniziune, 

(8)  /■(a:v...)B(^I/...)  =  A(^I/...)  . 

Indichiamo  eoa  A,B  i  polinomi  che  rapprestiatano  le  funzioni 
razionali  iutere  A{xy .  ..),B{xy .. .);  alla  lunzione  r(xy,..) 
possiamo  far  corrispondere  la  frazione  algebrica  [§2,n.  XXIII; 
§  1 .  n.  Xi}  (A ,  B).  Sia  ora  (A',B')  un'altra  frazione  algebrica 
u{{uale  a  questa,  cosicché  valga  fra  i  polinomi  A,B,A',B'  la 
relazioae 

(9)  AF  =  A'B  . 

Se  A'iccy  ...),B'(iffy ...)  sono  )e  funzioni  razionali  intere  rap- 
presentate dal  polinomi  A',  B',  consegue  dalla  (9)  [o.  13]  la  re- 
lazione fra  funzioni 

(10)  A[xy...)li'(xv...)  =  A'(a!y...)yi{a;y...)  . 

Sostituiamo  in  essa  ad  A{wy...)  il  primo  membro  delta  (8); 
si  ha 

(11)  /■(«;(/. ..)B(j;i/...)B'(rry...)  =  A'(iBi/...)B(arì/...)  . 

Abbiamo  supposto  di  limitare  il  dominio  del  sistema  di  va- 
riabili x,y....  colla  condizione  (7);  il  prodotto  di  una  funzione 
qualunque  per  Q(xy...)  potrà  allora  essere  nullo  solo  se  è  nulla 
la  prima  funzione;  dalla  (II)  segue  quindi  [§  I,  n.  IO] 

(12)  naiy ...)B'{a)v ...)  =  A'{xy ...)  . 

Se  i  valori  attribuiti  alle  variabili  sono  ancora  tali  che 
(7')  B'(iBy...)=t=0 

per  modo  che  sia  per  essi  definita  la  l'unzione 
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sarà  dunque 

r{ary...)  =  f'(a:y.,.)  . 

Se  iuvece  pei  valuri  cousìderati  delle  variabili  dod  è  soddi- 
sfatta la  (T),  la  (12)  ci  mostra  che  dovrà  essere 

(13)  A'(iri/...)  =  0  . 

Abbiamo  dunque  la  proposizione:  ad  Ofjni  /'razione  at(iel>rica 
nelle  variabili  x,y ,...  nel  campo  numerico  (2  corrisponde  una 
funzione  razionale  fratta  delle  dette  variabili  nel  campo  S  ;  a 
frazioni  uguali  corrispondono  allora  funzioni  generalmenlc 
uguali;  le  quali  cioè  assutnono  senijire  gli  stessi  valori  per  gli 
stessi  sistoni  di  valori  delle  oaHabiti  jm-  citi  simio  entrambe  de/i- 
ni^e.  Ciascuna  funzione  cessa  di  essere  defluita  per  quei  sistemi 
di  valori  delle  variabili  che  fauno  prendere  il  valor  0  al  deuoini- 
uatoi-e  della  corrispondente  frazione.  Se  per  un  sistema  di  tW(- 
lorn  delle  oariabili  il  denominatore  di  una  frazione  irrende  il 
valor  0  mentre  quello  di  una  frazione  ugnale  ad  essa  assii>/ie 
un  valore  4=  0 .  anc/ie  il  numeratore  della  prima  fi-azione  si  an- 
nulla per  quel  sistema  di  valori  delle  variabili. 

IX.  In  conseguenza  di  queste  osservazioni,  si  prosenta  natu- 
rale di  stabilire  per  convenzione  che  fi-azioni  algel)ric/ie  uguali 
rappresentino  una  stessa  fimzione  razionale  fratta.  Con  ciò 
di  ciascuna  funzione  razionale  fratta,  assegnata  (secondo  si  è 
detto  [n.  16])  come  rapporto  di  due  funzioni  razionali  intei'e,  si 
viene  soltanto  ad  estendere  eventualmeute  il  dominio  delle  va- 
riabili a  sistemi  di  valori  i  quali  annullino  il  numeratore  e  il 
denominatore  di  detto  rapporto. 

Ne  risulta  una  corrispondenza  biunivoca  fra  le  l'unzioni  ra- 
zionali fratte  e  i  rapporti  polinomiali  |§2,  u.  XXIII]  nelle  va- 
riabili T,y,...  e  nel  campo  Q,  per  la  quale  alla  somma,  al 
prodotto,  al  quoziente  di  date  funzioni  corrisponde  rispettlva- 
mente  la  somma,  il  prodotto,  il  quoziente  dei  corrispondenti  rap- 
porti polinomiali.   Se  invero  con    A.B,C,D   si   rappresentano 
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l'uazioui  razionali  iotere  in  x.y,...  aé\  campo  6,  si  ha  allora  ') 

(A  :  B)  +  (C  :  D)  =  (  AD  ;  BD)  +  (CB  :  BD) 
=  (AI)  +  CB);BD 
(A  ;  B)  •  (C  :  D)  =  (AC  :  BC)  •  (BC  :  BU) 
=  AC:BD 

(A  :B)  :  (C  :  D) = (ad  :  bd)  :  {CB  :  bd) 
=  AD:CB  . 


precisamente  come  pei  corrispoudeuti  rapporti  poliDomiali. 

\e  segue  più  generalmente  che  se  Ffèif)...)  è  una  funzione 
r-azionale  fmlia  delle  vatiabi/i  4, ■>!,...  nel  campo  numerico  S, 
e  ^(xy ...),'ei{icv ...),...  sono  funzioni  razionali  frolle  eli 
x,y,. .  ìhQ,  anche  la  funzione  di  funzioni  F  (è{ic  y ...) ,  i[(w  y ...) , ...) 
sarà  funzione  razionale  fratta  di  x,y  ,-.■  in  fi  ;  e  precisamente 
sarà  rappresentala  dal  calore  che  la  funzione  V  assume  quando 
alte  ime  variabili  si  nostitutscono  come  calori  i  rapporti  poli- 
nomiali che  rappresentano  le  funzioni  ^{x\f  ...),x\(a!y ...) ,... 
[cfr.  n.  16]. 

X.  Funzioni  razionali  slmmotrlcho.  —  Uoa  funzione 
simmetrica  non  è  necessari anieote  rappresentata  da  un'espres- 
sione simmetrica  rispetto  alle  variabili  :  cosi  l'espressione  {x — y)* 
è  asiranaetrica  rispetto  alle  due  variabili  x ,y ,  sebbene  essa 
rappresenti  evidentemente  una  funzione  razionale  simmetrica, 
perchè,  scambiando  le  variabili,  il  binomio  x~y  cambia  soltanto 
di  segno  e  quindi  resta  immutato  il  suo  quadrato. 

In  molti  casi  però  è  possibile  trasformare  l'espressione  della 


')  A  causa  delle  note  proprietà  dei  rapporti  fra 

C'»:j')+(":p)=('"+»):p 

(m;n)'(n:p)  =  m:p 

(m:pj:(n:p)=w:n 


le  quali  suMìstono  tosto  che  i  rnpporti 
si  tratta  di  un  campo  d'integrità. 


aiderati  esistono,  anche  se 
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fuiizioDeìQ  modo  che  essa  stessa  risulti  simmetrica:  uell'esempiu 
addotto  basterà  per  es.  osservare  che  [n.  IVI 

(a;  —  V)'  =  a;'  —  ìxy  +  y'  ■ 

Uoa  i-egola  generale  per  ottenere  una  tale  trasformazione  si 
può  dare  ogni  volta  che  il  domìnio  della  funzione  è  contenuto 
in  un  campo  numerico  cui  apparteuga  la  totalità  dei  numeri 
interi.  Sia  cioè  f{xy...)  la  l'unzione  considerata,  e  sia  Eta-y...) 
una  sua  espressione  qualsiasi;  siano  poi  E,(.ri/...) ,  E,(.Ty  ,..).... 
tutte  le  espressioni  che  si  ottengono  da  questa  permutando  in 
tutti  i  modi  possibili  le  variabili,  cosicché  ai  può  scrivere 

/■(.ri/...}  =  E  (xy...) 
r(xy...)  =  K,(Ty,..) 
/■(yri/...)  =  E.(.Ti/...) 


Se  N  è  il  numero  di  queste  espressioni,  si  ottiene,  sommando, 
N/(a:  i/. ..)  =  E{a!y...> +  £,(./■  j/...)  +  E,(.ri/. ..)  +  ... 
e  quindi 


e  l'espressione  del  secondo  membro  ò  ora  anche  formalmente 
simmetrica  '). 

Risulta  in  particolare  che  se  una  funzione  razionale  di  date 
variabili  a;,,x,,...,:c^  in  un  campo  numerico  Q  il  quale  con- 
tenga la  totalità  dei  numeri  interi  è  simmetrica  rispetto  a  dette 
variabili,  essa  funzione  è  o  può  supporsi  rappresentata  da  una 


')  II  ragionamento  ai  può  ripetere  anche  quando  il  campo  □ 
in  cui  è  r.ontenuto  il  dominio  di  f{xy...)  non  conteneeee  la  totalità 
dei  numeri  interi:  esso  però  cHdrehbe  allora  in  difetto  quando  il  mi' 
mero  N  fosne  uguale  allo  0  di  questo  c(in)|io  niiiiierii.'0  [cl'r.  ^  1,  a.  IJ. 
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espressione  simmetrica  delle  Tariabìli;  e  quindi,  se  essa  è  Tun- 
zione  razionale  intera,  da  un  polinomio  simmetrico  [§  3,  a.  I 
e  seg.],  e  se  essa  è  fratta,  da  una  frazione  algebrica  di  cui  du- 
raeratore  e  denominatore  siano  polinomi  simmetrici. 

XI.  Rignarilo  ai  polinomi  simmetrici  vogliamo  ora  fare  alcune 
osservazioni  importanti. 

Notiamo  anzitutto  che  se  in  una  funzione  razionale  intera  si 
sostituiscono  alle  variabili,  come  valori,  polinomiì  simmetrici  in 
date  variabili  ir^,.r ,.r^  si  ottiene  come  corrispondente  va- 
lore della  funzione  un  polinomio  simmetrico  nelle  dette  varia- 
bili [cfr.  u.  13;  §  2,  n.  Ili];  imitando  una  locuzione  de]  n.  10,  di- 
remo brevemente  che  ogni  funzione  razionale  intera  di  polinomi 
simmeirici  in  date  variabili  è  un  polinomio  simmetrico  nelle 
variatali  medesime.  In  particolare  quindi  sarà  un  polinomio  sim- 
metrico nelle  variabili  ic,,a;,, ... ,x„  ogni  funzione  razionale 
intera  delle  somme  elementari  S,,S,,...,S„  [§  2,  n.  II]  formate 
con  queste  variabili. 

Vogliamo  mostrare  come  questa  osservazione  si  inverta  nella 
proposizione  (teorema  fondamentale):  Ogni  polinomio  simme- 
trico in  m  variabili  x, , x, ,..., x„  si  può  esprimere  come  fun- 
zione razionale  intera,  nel  caìnpo  numerico  dei  suoi  coe/ficicnli, 
(ielle  m  somme  elementari  formate  con  dette  variabili. 

Ricordiamo  anzitutto  che  [^2,  n.  I]  ogni  polinomio  simme- 
trico P  nelle  variabili  .'D,,a!,,..,,ir„  nel  campo  numerico  (2  ò 
una  somma  di  prodotti  di  numeri  di  i2  (i  coefficienti  di  P)  per 
polinomi  della  forma  [§  2,  n.  I  (2)] 

(U)  2  a?**  «*•  ir*'  ■ . .  (T**"  . 

"a, +*,+  ... ÌAp 

Basta  quindi  dimostrare  la  proposizione  per  questi  ultimi  po- 
linomi. 
Chiamiamo  altezza  del  monomio      a?. '  x' ...  ir/      il  numero 

t,  +  fi,  +  ...  +  k^~P 
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differenza  fra  il  suo  grado  e  il  outnero  dei  fatturi  distiati:  ai- 
tezza  del  polinomio  (X4)  l'altezza  di  tutti  i  suoi  tei-miai. 

Le  somme  elementari  hanao  altezza  0. 

Noi  mostreremo  che  la  proposizioue  enunciata  è  vera  per  una 
determiuata  somma  della  l'orma  .(14)  se  essa  è  supposta  vera 
per  le  somme  di  altezza  minore. 

Sia  appunto 

(15)      <^-      2       ■*'*;^*;--^^ 

"    'À,'ÌA,+7..i*V"" 

la  somma  considerata,  e  supponiamo  che  essa  noa  sia  uua  somma 
elementare:  che  cioè  qualcuno  degli  esponenti  ft, ,  A, , . . . ,  Aj,  sia 
>1;  poiché  nella  somma  (15),  tutti  gli  indici  ìi^,li^,...,/i^  as- 
sumono gli  stessi  valori,  si  rappresenterà  sempre  la  stessa  somma 
scrivendo  gli  esponenti  k,,k,,...,k^iauQ  nrdiae  iiualunque  [§  1. 
n.  3,  iu  fine];  si  può  duuque  supporre,  per  fissare  le  idee,  che 
quelli  >1  siano  precisamente  k,,/i,,...,k^  {i^p'^p),  mentre 
i  rimanenti  {se//<p)  siano  =1.  Sarà  allora 

(16)     a;^'  3^*'  ■  ■  ■  ^n"  =  ^j.  ^pi  ■  ■  ■  ^j.  ^1.'    ^ft'    •  ■  ■  ^A.*' 

Consideriamo  allora  il  prodotto 


il  primo  fattore  è  una  somma  elementare;  il  secondo  ha  altezza 

iìt^-l)  +  {k,-ì)  +  ...+{k^-l)-p-=k,  +  k,  +  ...+k^.-2p-, 
minore  dell'altezza 

A,  +  A.  +  -  ■  ■  +  'ip  —  /*  =  /i,  +  /t,  +  . .  ■  4-  A^,  —p' 

di  9  e  si  rappresenta  quindi,  per  ipotesi,  come  funzione  razio- 
nale intera  delle  vi  somme  elementari:  sia  questa  funzione 


/-(S.S.  ...  S„)  . 


□igitizedbyGoOgIc 


U.  XI.      KUSZIONI   KAKIONAl.l   HIMHKTUICUK;    TKUli.  FOHUAUES'TALB  ^9 

Sarà  duuque 

(18)  s^-rcs.s, ...  SJ= 

:(  ^  XfXf...ù;A(  2  a:*'"V'~'...a;**''" 

\i,,J, (p=l.-J "•      '      '  VU,.* ,A.=1.2 m    *>         *•  V 

'  i.*t,*...*ij,  A,+A,*i...**p' 

=  2  37,  «( . . .  iCj  ic/i~'a;/«**...a:^**'~'  . 

j,.i, i,,A,,A,,„.,A  .— 1,1! ».     '     *  "      '  '  *' 

Id  quest'ultima  somma  possiamo  distinguere  t  termini  in  due 
gruppi,  poneudo  io  ud  primo  gruppo  quelli  che  si  ottengono  as- 
segnando agli  indici  A, A,  ...  A,'  gli  stessi  valori  che  a  p'  degli 
indici  i,  i,  ...  ij  ;  nel  secondo  gruppo  i  restanti  termini ,  in  cia- 
scuno dei  quali  almeno  p—p'-{-l  degli  indici  i^  sono  diversi 
da  tutti  gli  indici  A, A,  ...  A^'.'I  termini  del  primo  gruppo  non 
sono  altro  che  ì  termini  di  a  [cl'r.  (Id)].  Ciascun  termine  del 
secondo  gruppo  ha  altezza  minore  di  a:  infatti  tutti  questi  ter- 
mini hanno  lo  stesso  grado  h,-\-h^-\-.  ..-\-k^  (il  grado  del  pro- 
dotto (17))  di  Q,  ma  ciascuno  di  essi  ha  almeno  p-\-l  fattori 
distinti.  ladichianio  con  r  la  somma  dei  termini  di  questo  se- 
condo gruppo:  essendo 

(19>  T=S,-/'(S,S,  ...  S„)-o  , 

sarà  UD  polinomio  simmetrico,  e  quindi,  per  quanto  sopra  si  è 
detto,  sarà  una  somma  di  polinomi  della  (orma  (U),  ciascuno  di 
altezza  minore  che  a.  Per  la  fatta  ipotesi ,  esso  si  esprimerà 
dunque  come  funzione  razionale  intera  delle  m  somme  elemen- 
tari: poniamo 

T  =  6r(S,S,  ...  S„)  . 

La  (19)  dà  allora 

(30)  t7  =  S^-/-{S,S,  ...  .S„)-ff(S,S.  ...  S„)  . 

Poiché  non  esistono  altre  somme  (14)  di  altezza  0  che  le 
somme  elementari,  questo  ragionamento  mostra  che  si  esprime 
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come  TuazioDe  razionale  intera  delle  somme  elementari  <^Di 
somma  (14)  di  altezza  1,  fiuiudi  (igni  somma  (M)  dì  altezza  2  e 
cosi  via. 

XII.  Il  procedimento  indicato  conduce  facilmente  alla  effettiva 
determinazione  della  l'unzione  razionale  Intera  /\SiS, ...  S„)  che 
diviene  uguale  ad  un  dato  polinomio  simmetrico  nelle  variabili 
ir, ,  a;,,... ,  37^  quando  alle  sue  variabili  S,,S,,...,S„  sì  sosti- 
tuiscono come  valori  le  somme  elementari  delle  as,.  lu  via  d'e- 
sempio, si  vogliano  calcolare  tali  funzioni  per  le  somme  delle 
potenze  simili  delie  is^ 

Sj,  =  jj/ 4- «,*■  +  ... 4- x^"  =  ^x^^  . 

Osserviamo  che  è 

Per  ^>  1  si  ha  [cfr.  (17),  (18)] 

S|  •  2  '^A*^'  =  S ,  •  s,_,  =  «j,  +  2  ^<  i»*""' 

s.  •  2  ^a""' = s.  •  s,,.,  =  2  ■'^i'^'.'''  +  2  ^'  ^*  i»*"^' 

(81)  A  i*h  i,+i>* 

s,  •  2  */"' = Sj  ■  Sj,_,  =  2  ^1  ^i  ^'~*  +  2  "'^  ^'  ^i  ^k~' 


Sp-,  ■  2  ^'' = ^p-i  s,  =  2   ^'  ■'^<  -  "^'  ^'^  +2    ^<  ^'  ■■■  *. 

Circa  il  significato  di  queste  formolo  occorre  però  fare  qualche 
osservazione:  anzitutto  se  p'>m  dalla  m  +  1™  in  poi  essa  di- 
vengono illusorie:  l'ultima  somma  nella  /W"  relazione  e  tutte 
quelle  dei  secondi  membri  nelle  seguenti  sono  allora  identica- 
mente nulle;  è  quindi  inutile  e  privo  di  senso  scrivere  le  rela- 
zioni seguenti;  però  noi  lo  possiamo  fare  ugualmente  facendo 
la  convenzione  che  si  debba  intendere  che  S„^.,  ^  S„,,,  ^ ...  =  0. 
(Ciò  è  possibile  perchè  le  somme  S^  sono  state  definite  solo  per 
X^j^m).  Se  poi  p^m,   si  deve  osservare  clie  nell'ultima 
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rtilazione  l'ultima  somma  noD  è  propriamente  della  Torma  (14) 
|§3,  a.  I  (2)],  perchè  la  somma  stessa  iioa  va  estesa  ai  soli 
prodotti  distinti  X/X;...x,  '  x.;  bensì  ai  dovpaono  attribuire 
ad  fi  tutti  i  valori  da  l'ad  m,  e  quiudi,  per  ogni  valore  asse- 
gnato ad /t,  attribuire  agli  ì  ad  lei  ÌiU-'-^t^i  gruppi  di  valori  ar- 
bitrari, purché  diversi  dal  valore  assegnato  ad  /t;  ne  risulta  che 
ciascun  termine  (per  es.  a:,x^...3s^)  compare  in  questa  somma 
p  volte  (corrispondentemente  ai  valori  ì,2,...,p  dì  A);  detta 
somma  vale  dunque  pS^,.  Notiamo  che  si  può  continuare  ad  at- 
tribuirle formalmente  questo  valore  ancora  nell'ipotesi  che  p>m, 
perchè,  secaudo  la  convenzione  fatta  precedentemente,  ciò  equi- 
vale soltanto  a  porla,  com'è,  =0.  Ciò  posto  sommando  fra  loro 
le  (21)  moltiplicate  alternativamente  per*  -j- 1  e  per  —  1  si  ot- 
tiene 

S,  s,^,-S,v. +  S,V»- ■■■  +  (- 1)' Vi  Si  =  Sp  +  (—0'Ì'S, 

onde 

(22)  5p=s,Vt-s,v.+  s.v.--  +  (-^)*'V»s,-(-i)''A  - 

Questa  formola  è  nota  sotto  il  nome  di  /brmota  di  Girard;' 
essa  non  dà  ancora,  come  ci  eravamo  proposti  di  trovare,  l'e- 
spressione di  5^  in  funzioue  delle  somme  elementari  S,,S,,...,S„; 
però  fa  dipendere  il  calcolo  di  questa  Cunzioùe  da  quello  delle 
funzioni  che  esprimono  5p_,,s^_,, ...  ,s,,  e  può  quindi  servire 
a  calcolare  queste  fuozioni  i'una  dopo  l'altra.  Si  ha  cioè 

s,  =  S. 

(23)  s,  =  S,'— 2S, 

s,  =  S,  s,  —  S,  S,  +  3S,  =  S,*  —  3Si  S,  +  3S, 


Non  è  difficile  imitare  questi  sviluppi  per  altri  casi  particolari:  unica 
«TTertensa  necessaria  h  quella  relativa  alla  determinazione  del  coefG- 
ciente  per  cui  potranno  trovarsi  moltiplicate  talune  somme,  come  si 
è  viato  per  l'ultima  somma  delle  (21)  nel  calcolo  che  precede;  si  vede 
&cilmeiite  che  nel  polinomio  t  [n.  £1]  un  termine  potrà  t 
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petuto  più  volte  solo  quando  in  esso  esistano  più  fattori  eoa  uno  ateaao 
esponente  e,  dei  quali  una  parte  ma  non  tutti  abbiano  la  forma  s;^***'' 
(dove  è  quindi  k^—l  =  t  e  h^  diverso  da  tutti  gli  indiri  t,  », . , .  t^,); 
ee  V,  è  il  numero  di  questi  fattori,  e  p,^  il  numero  di  quelli  fra  essi 
della  forma  x^r~  ,  questo  termine  si  troverà  ripetuto  in  T,  a  causa  di 
ciò,  tante  volte  quanti  sono  i  gruppi  di  fattori  che  in  esso  si  possono 
considerare  come  i  detti  fattori  x^^'"',  e  cioè  tante  volte  quanti  sodo 
i  prodotti  di  |i,  fattori  che  si  possono  formare  con  v,  fattori;  dunque 
precinamente  [§  2,  n.  VIUJ  I  '  I  volto.  So  parecchi  sono  gli  esponenti  e 
per  cui  avviene  questo  fatto,  questo  termine  ai  presenterà  in  t  col 
coefficiente  ||  i  '1.  Con  questo  coefficiente  comparirà  quindi  in  T  la 
somma  della  forma  (14)  cui  appartiene  detto  termine. 
Si  troverà  per  es, 

2  x^*  x^'  ...  x^*  =  S/  —  2S^,_,  Sj^,  +  2Sj,_,  S^,  — 

È  chiacu  che,  per  particolari  poliuomi  simmeti-ici  sì  potrà  iu 
modi  diversi  giungere  ad  esprimerli  come  fuuzioni  delle  somme 
elementari:  basti  pensare  per  es.  che  si  espriinei'à  il  quadrato 
di  un  dato  polinojiiio  P  facendo  il  quadrato  della  funzione  che 
rappresenta  P  ;  ma  che,  se  detto  quadrato  è  sviluppato,  si  può 
applicare  direttamente  il  procedimento  sopra  descritto  alle  sin- 
gole somme  della  forma  (U)  [§  2,  a.  I  (2)]  che  lo  compoagouo  e 
giungere  così  al  calcolo  della  corrispondente  funzione,  in  gene- 
rale per  via  diversa. 

In  (%ni  modo  si  giungerà  però  sempre  alla  stessa  funzione:  si 
ha  cioè  la  seguente  proposizione  {di  Gauss): 

XIII.  La  funzione  /"(S,  S,  ...SJ  delle  somme  eiementaì-i  che 
rappresenta  un  determinato  polinomio  simmetrico  nelle  oaria- 
bili  Xj  ai, . . .  ir„  nel  cambio  Q  è  espressa  da  ttn  solo  e  determi- 
nato polinomio  in  S,  S,  ...  S„  nel  campo  Q. 

Basta  evidentemente,  per  dimostrare  questa  proposizione,  pro- 
vare che  nessuna  funzione  razionale  intera  nelle  variahilì   S, , 
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S,,...,S„  nel  campo  <3,  che  uoq  sìa  la  costante  0,  può  assu- 
mere il  valore  0  quando  alle  variabili  si  sostituiscoao,  come 
valori,  le  somme  elementari  delle  variabili  .«i,  a?,,  ...,»„.  Se 
infatti  /;(S,S,  ...  SJ,/;(S,S,  ...  SJ  fossero  due  polinomi  nelle 
variabili  S,,S,,.-.,S„  nel  campo  S  le  quali,  per  la  nominata 
sostituzione  delle  somme  elementari  delle  a;,,  alle  S^,  divenissero 
uguali  ad  uno  stasso  polinomio  P,  la  loro  differenza  esprime- 
rebbe una  l'unzione  razionale  intera  delle  S^  che  per  detta  so- 
stituzione prenderebbe  il  valore  0. 

Osserviamo  che  se  m^l,  l'unica  somma  elementare  è  S,=ai,  ; 
uci  polinomio  nella  variabile  S,  si  muta,  per  la  sostituzione  di 
a^,  a  S, ,  nello  stesso  polinomio  in  cui  soltanto  la  variabile  ha 
cambiato  nome;  esso  non  può  essere  nullo  se  non  ha  nulli  tutti 
i  suoi  coefficienti  [  §  2,  n,  4]  ;  la  proposizione  è  dunque  vera  per 
m=l.  Ciò  posto,  noi  supporremo  cbe  la  nostra  proposizione 
sia  già  provata  quando  si  considerano  soltanto  tn — 1  variabili 
iti,Xt,...,x„_^  e  ne  dedurremo  che  allora  essa  è  vera  anche 
quaodo  si  introduce  l'ulteriore  variabile  x„. 

Supponiamo,  per  assurdo,  che  /"(Sj  S,  ...  SJ  sia  una  funzione 
razionale  intera  delle  variabili  S, ,S, ,...,S„  nel  campo  nume- 
rico S  (al  quale  non  appartengono  le  variabili  «,  ,a;, ,...  ,ìp„) 
che  prenda  il  valore  0  quando  alle  variabili  S^  si  sostituiscono 
le  corrispondenti  somme  elementari  delle  x,:  scomponiamo  il 
polÌDomio  /"(S, S,  ...  S„)  in  due  addendi,  raccogliendo  nell'uno 
tutti  i  termini  che  contengono  il  fattore  S„,  nell'altro  ì  termini 
residui:  si  ottenga  cos'i 

/■{S.S,  ...  S„)  =  iKS,S,  ...  S„)  +  A(S.S,  ...  S„_,)  . 

Si  può  sempre  supporre  che  il  secondo  addendo  non  sia  nullo: 
se  iolatti  per  un  determinato  polinomio  f  il  polinomio  ft  fosse 
nullo,  tutti  i  termini  di  /"  avrebbero  il  fattore  S„;  se  S„*  è  la 
massima  potenza  di  S„  che  compare  in  tutti  i  termini  di  /", 
sarebbe  /"^S,,*/", ,  dove  /",  sarebbe  un  nuovo  polinomio  nelle 
variabili  S,,S,,...,S_  in  cui  qualche  termine  non  tia  il  fattore 
S^.  Se  ora  nel  prodotto  SJ^f,  si  sostituiscono  alle  S^  le  corri- 
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spondeQtt  somme  elementari  delle  Xi,  esso  si  muta  nel  prodotto 
di  due  polinomi  oelle  x^,  il  primo  dei  quali,  S„*,  ooii  è  certo 
nullo;  perchè  il  prodotto  sìa  nullo,  occorre  dunque  che  sia  nullo 
il  secondo  polinomio.  Basterà  dunque  ragionare  sopra  /*,  invece 
che  sopra  f. 

Consideriamo  ora  le  somme  elementari  delle  variabili  a;, , 
^t  '  •  ■  ■  '  ■''^.n  conrie  rappresentanti  funzioni  razionali  intere  della 
variabile  af„  nel  campo  numerico  che  ai  ottiene  estendendo  (2 
coll'aggiunta  delle  variabili  a;, ,  .t,,...  ,  31^,.,  :  /^(S,  S, . . .  S,,)  rap- 
presenterà allora  una  l'unzione  di  funzioni  della  variabile  x„, 
che  per  ipotesi  deve  avere  il  valore  costante  0;  in  particolare 
questa  funzione  dì  funzioni  deve  dunque  prendere  il  valore  0 
per  .T^=:0.  Ora  per  .7^„,^0  è  S„=-0  e  quindi  ^{S,  S,  ...  S_) 
pi-ende  il  valore  0,  perchè  tutti  i  suoi  termini  hanno  ilfattore 
S„;  deve  dunque,  per  a^^^O,  divenir  nulla  anche  la  funzione 
rappresentata  dal  polinomio  A{S,S,  ...  S„_J.  Ora  i  valori  delle 
somme  elementari  S, ,  S, ,.-. ,  S,^,  per  a;„^0  sono  le  somme 
elementari  relative  alle  m — 1  variabili  a-, ,  ìt,  , . . . ,  .c,„_,  ;  la 
conclusione  ultima  si  può  dunque  esprimere  dicendo  che  se 
nella  funzione  razionale  intera  A(S,S,  ...  S„_,)  si  sostituiscono 
alle  variabili,  come  valori,  le  somme  elementari  relative  alte 
Xi(i=ì  ,'i,...,m— l),  essa  prende  il  valor  0.  Si  è  ammesso 
noto  che  questo  fosse  impossibile;  è  allora  impossibile  la  fatta 
ipotesi  che  la  funzione  f  prenda  il  valor  0  quando  alle  S^  si  so- 
stituiscono, come  valori,  le  corrispondenti  somma  elementari 
delle  variabili  Xj  (ì  =  1 ,  2 . . . ,  m). 

Sì  esprime  brevemente  la  proposizione  dimostrata  dicendo  che 
le  ni  somme  elementari  delle  variabili  x^  sono  fra  loro  indi- 
pendenti. 

XIV.  La  funzione  rasionnle  intera  delle  somme  elementari 
/■(S,  S,  ...  S„)  che  rappresenta  un  polinomio  simmetrico  omo- 
geneo delle  variàbili  .-r, ,  a^, , . . . ,  jr„  è  isobarica  rispetto  alle  Sj 
e  di  peso  vgiiale  al  grado  di  detto  polinomio. 

Sìa  infatti  P  il  polinomio  considerato,  simmetrico  e  omogeneo 
nelle  variabili  XyX^  ...  x„,  e  sia  n  il  suo  grado;  se  in  esso  al 
luogo  di  ^,  si  scrive  a\t,  si  ottiene  come  risultato  t'P  [§  2,  n.  18]. 
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Ma  per  la  stessa  sostituzione  di  w^t  a  x^  la  somma  S^  (essa  stessa 
forma  algebrica  dì  ordine  j)  si  muta  ìq  S^P.  Dunque,  tosto  che 
alle  S^  si  suppougouo  sostituite  le  corrìspoadenti  somme  ele- 
mentari delle  variabili  Xf,  si  ha  l'uguaglianza 

fP  =  /-/-(S,s, ...  s..)=AS.^s,^,...,s„r). 

Essa  ci  dice  che  le  due  fuuzioui  razionali  intere  nelle  varia- 
bili S,  e  nel  campo  £'  che  si  ottiene  estendendo  €  coll'aggìunta 
della  variabile  i,/"AS,S,  ...  R^),nSJ,S,i' ,...,SJJ  assumono 
entrambe  per  valore  il  polinomio  in  S'  ("P  quando  alle  Sj  si 
sostituiscono  le  somme  elementari  delle  x^;  queste  due  funzioni 
debbono  dunque  essere  i-aiipresentate  dallo  stesso  polinomio, 
[u.  XIII]:  si  ha  così  l'uguaglianza  fra  polinomi  nelle  S^ 

r/-(s,s, ...  s.)=AS.(,s,/*....,s„r) 

onde  la  proposizione  enunciata  [§  2,  n.  23]. 

Ne  segue  che  la  funzione  razionale  intera  delle  somme  eie- 
meDtari  che  rappi-esenta  un  polinomio  simmetrico  qualsiasi  di 
grado  n  si  spezza  in  una  somma  di  funzioni  isobariche,  di  cui 
n  è  il  massimo  peso,  corrispondenti  alle  sìngole  forme  algebriche 
che  compongono  il  polinomio  [§2,  n.  19j. 

§  4.  -  COMBINAZIONI  LINEARI 

1.  Modulo.  —  Diremo  che  un  sistema  di  enti  è  un  modulo 
noi  campo  numerica  Q  quando  esso  gode  delle  proprietà  seguenti  : 
1*  È  definita  un'operazione  di  addizione  fra  gli  elementi  del  si- 
stema, la  quale  gode  delle  proprietà  fondamentali  dell'addìziom  in 
un  campo  di  numeri  [§  l,  u.  -Z:  a),  b),  e),  djl ,  e  cioè 

aj  La  somma  di  due  elementi  del  nìodiUn  è  ancora  un  ele- 
mento del  m/Htiiln  medesimo. 

(?)  L'addizione  gode  delle  proprietà  associatitia  e  commu- 
tativa. 

C)  Esiste  Tiel  modulo  un  elemento,  che  indicheremo  con  0 
Czero),  ilqualecon  un  elemento  qualunque  del  modtilo  dàper 
sotnma  questo  elemento  medesimo. 


□igitizedbyGoOgIc 


106  COUBIHAZIOSI  I.INBARI  !•  §  4- 

Si  noti  che  l'identità  del  segno  e  del  nome:  «0,  zero»  con 
quelli  già  usati  per  l'elemento  0  del  campo  numerico  Q  non 
implica  che  sia  Io  stesso  l'ante  rappresentato:  se  £<!&  è  un  mo- 
dulo nel  campo  lìi  lo  zero  di  ©?&  e  lo  zero  di  <2  saranno  in 
generale  enti  differenti.  L'identità  delle  proprietà  operative  dei 
due  elementi  [cfi*.  pure  n.  2,  3]  consiglia  però  di  usare  per  essi 
lo  stesso  segno  anche  dove,  come  ci  avverrà,  essi  si  pi-eseutano 
entrambi  in  una  stessa  espressione.  Si  vedrà  come  da  questa 
duplicità  di  significato  non  nascerà  mai  ambiguità. 

ilj  Di  ogni  elementn  del  modulo  esiste  nel  modulo  medesima 
i'oppoxto  che  con  esso  ha  somma  nulla. 

2°  È  definita  un'operazione  di  moltiplicazione  degli  elementi 
del  modulo  per  i  numeri  di  @,  per  modo  che  valgono  per  essa  le  pro- 
prietà seguenti: 

aj  11  prodotto  di   un  elemento  del  ■modulo  per  u»   ninnerò 
(ti  Q  è  ancora  un  elemento  del  modulo. 

Si  diranno  simili  gli  elementi  di  un  modulo  che  possono  espri- 
mersi come  prodotti  di  uno  stesso  elemento  per  numeri  di  Q. 

indicando  con  a,ì>,...  miìneri  di  @ ,  con  A  ,  B , . . .  elenienti 
del  ììwdulo,  si  verificano  le  relazioni 

b)  a{bA)  =  (ab)A 

(i  due  membri  sì  indicheranno  quindi  indifferentemente  con  abk) 

e)  1 .  A  =  A 

d)  (a  +  6)A  =  aA-f  ìA 

e;  «(A  +  R)  =  aA  +  aB  . 

Nelle  espressioni  che  precedono,  i  fattori  numerici  si  chiame- 
ranno spesso  coe/Jìctenti.  L'applicazione  della  relazione  d)  pas- 
sando dal  secondo  al  primo  membro  si  chiamerà  riduzione  dei 
termini  simili  [cfc.  n.  4;  §  2,  n.  1]. 

2.  Dall'identità  della  proprietà  dell'addizione  in  un  campo  nu- 
merico e  ÌD  un  modulo,  segue  che  varranno  per  l'addiziotie  fra 
gli  elementi  di  nn  modulo  Ivtle  le  pro2>o.siiioni  dimoslraie  ai 
§  1.  n.  8. 
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Parimenti  si  osserverà  che  le  proprietà  della  moltiplicazione 
degli  elementi  di  un  modulo  per  numeri  di  <3  fanno  esatto  ri- 
scouti'O  alle  proprietà  fondamentali  della  moltiplicazione  in  un 
campo  numerico.  Valgono  duiuitie  per  questa  moltiplicazione  le 
/rroprieià  dimostraie  al  §  I,  n.  9,  ove,  nei  prodotti  ivi  consi- 
rierrtti,  si  interpreti  uno  dei  fattori  come  rappr-eseittante  un  ele- 
mento del  modulo  e  l'altro  un  numero  di  €. 

3.  Supporremo  in  generale  [cfr.  §  1,  n.  lOj  che  il  campo  du- 
iiierico  Q.  non  sìa  singolai-e;  supporremo  allora  che  anche  la 
moltiplicazione  qui  considerata  .soddisfi  alla  condizione  di  non 
siugolarità,  e  cioè:  il  prodotto  di  un  elemento  del  modulo  per 
un  numero  di  «3  non  possa  essere  nullo  se  non  è  nullo  uno  al- 
metio  del  dite  rettori.  ' 

Vale  allora,  colla  stessa  dimostrazione,  la  proposizione  analoga 
a  quella  del  §  1,  n.  10,  che  qui  si  enuncìerà: 

Se  a  è  un  numero  di  €,  diperso  da  0,  e  A, B  sono  elementi 
del  }nodulo,  dall' uffudglianza  a.A  =  a.B  segue  che  A  =  B. 

Se  k  è  un  elemento  del  modulo,  diverso  da  0,  e  a, 6  sono 
iMimeri  di  S,  dall' ìigìmglianza  aA=sbA  segue  che  a=tb. 

4.  È  chiaro  che  un  qualsiasi  campo  numerico  ©  è  un  modulo 
in  se  stesso;  ed  anche  un  qualsiasi  campo  numerico  contenente 
6  è  un  modulo  in  S.  É  però  facile  offrire  esempi  di  moduli  che 
non  sono  campi  numerici:  così,  l'insieme  dei  polinomi  di  dato 
grado  m  (o  <m  [§  2,  n.  1,  15]),  in  date  variabili  a;,y,z,... 
ael  campo  S,  ove  all'addizione  e  alla  moltiplicazione  per  nu- 
meri di  ©  si  dia  l'ordinario  significato  [§2,  n.  6],  è  un  modulo 
in  ^%  ma  non  è  un  campo  numerico,  perchè  non  contiene  il  pro- 
dotto di  due  polinomi  del  sistema  (che  ha  in  generale  grado  >»»). 

5.  Combinazioni  lineari. —  a,, a,,..., a„  siano  uumeii  di 
uu  campo  (2 ,  A, ,  A, , . . . ,  A„  siano  elementi  di  un  modulo  0I& 
in  @,  L'espressione 

(t )  «jA,  -I-  «,A,  -I- . . .  -f  a,„A,„ 

si  cbiaraa  la  combinazione  lineare  degli  elementi  A, ,  A,, .., ,  A,, 
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di  gil&  avente  pet^  coefficienti  a, ,«,,..., a^.  Essa  rappresenta 
un  elemento  di  ^1&. 
Se  nella  forma  lineare  [§  2,  o.  17] 

(2)  a,x,  +  fl,^,  + . . .  +  a^x„  =2  a^, 

si  suppone  che  alle  variabili  cr^,x^,...,x.„  si  so.stitui3caoo  come 
valori  elementi  di  un  modulo  g>l&  nel  campo  Q  dei  suoi  coeffi- 
cieuti,  essa  diviene  una  combinazione  lineare  dei  detti  valori, 
ed  assume  quindi  il  valoz'e  di  un  elemento  di  0I&.  Adunque, 
colla  conoenxione  che  a  ciascna  delle  vatiabili  sia  assegnato 
come  dominio  il  modulo  9I&,  l' espressione  {2)  è  ima  funzione 
delle  dette  variabili.  U  etri  dominio  è  ancora  confennlo  iti  015?  '). 
La  -si  ctiiamerà  una  com^itufzione  lineare  delle  variabili  ìb,  , 

ir, , . . . , ir„  nel  campo  S  e  si  dirà  precisamente  che  a^,a^ , a„ 

sono  i  suoi  coefficienti. 

Si  può  anche  considerare  la  l'unzione  rappresentata  dall'espres- 
sione 

(3)  ^,A,  +  a-^A,  +  . . .  +  ;r„A„  =  2  a^A 

uve  si  convenga  di  attribuire  a  ciascuna  variabile  come  dominio 
il  campo  numerico  Q;  anch'essa  avrà  come  dominio  un  aggre- 
gato contenuto  nel  modulo  9f&>.  \a  si  chiamerà  una  combina- 
zione lineare  nel  mo/li'lo  9Rp  a  a)e/jicie>iti  variabili. 

Dai  Q.  I,  2  segue  che  sì  calcola  sulle  combinazioni  lineari  dì 
date  variabili  «, ,,r, ....  ,,t_^  nel  campo  S  (ovvei-o  sulle  combi- 
nazioni lìaeari  nel  modulo  ©Ife,  aventi  per  coelHcieutl  le  va- 
riabili ;r, ,  a^, , . . . ,  .r^J  per  addizione  e  per  moltiplicazione  per 
numeri  di  0  come  sopra  polinomi  (forme  lineari)  nelle  nominate 
variabili,  in  cui  i  fattori  costanti  abbiano  l'uftlciodi  coefflcienti. 
Queste  combinazioni  lineari  cns/ituiscnno  quindi  a  lor  volta  mo- 
duli nel  cmnpo  <2. 

Più  generalmente,  se  con  /■,,/■,,..■,/■„  si  indicano  funzioni 
aventi  dominii  contenuti  nel  campo  S,  e  con  a;,  ,if,,...,ic„  va- 

')  Cfr.  la  defiaizione  di  fuozione  razionale  intera  [§  S,  □.  IS]. 
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riabilì  che  sì  suppoDgono  assumere  valori  nel  modulo  SEa,  si 
[lulrà  uonsidei-ai-e  la  luuzioDe  rappreseutata  dalla  uombìuaziuue 
lineare  (con  coefficienti  Tuazioni) 

H)  /°.^, +  /■.«,  +  ■•■  4- /■„iP„, 

il  cui  dominio  sarà  ancora  contenuto  nel  modulo  £>lik>.  Se  si  sup- 
pone che  f,if,i--tf„  appartengano  ad  un  campo  numerico  di 
fiinzionì  ^  [§  3,  n.  13],  l'insieme  delle  runzioni  (4)  costituirà  an- 
cora un  modulo  nel  campo  7. 

6.  Si  potrà  in  particolare  formare  delle  combinazioni  lineari 
mediante  elementi  dei  moduli  di  combinastioui  lineari  posti  ora 
ili  evidenza. 

Con  a^,,f>^  (A^  1 ,2 n  ;  ?^1 ,2 in)  si  rappresentino 

numeri  di  un  campo  S  e  con  a;,  {i  =  l ,  2, ..,,  »n)  variabili  e. 
supponendo  che  esse  abbiano  come  domìnio  un  modulo  &fÌ£>  in 
S,  si  ponga  [n.  5] 

(5)  C^{ie,(c,  ...  ^J=2a»^i  . 

Vogliamo  calcolare  la  combinazione  lineare 

Effettuando  i  calcoli  mediante  le  regole  del  u.  1  [cfr.  n.  5;  §  1, 
n.  6]  si  ha 

Aduoque  una  combinazione  lineare  nel  campo  Q  delle  C, , 
Cj , . . . ,  C„  (combinazioni  lineari  in  S  delle  variabili  .r, ,  a>, , ... ,  «;„) 
e  uffuate  a  quella  comòinazia/ie  lineare  di  queste  varùtòili  che 
lui  per  coefficienti  i  valori  della  comòinaziane  lineare  conside- 
rata ave  al  posto  delle  C»  si  pongano  i  coefficienti  delle  singole 
oariabili  nelle  C^  inedesiuie. 

Analogamente,  se  con  A^  (h=l  ,-Z,...  ,n  ;  f  =  1 ,2,  ..,,m)  si 
rappresentano  elementi  del  modulo  tf^   in  @  e  con  b^  (A  =  l, 
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2,...,n)  Qumerì  dì  @,  e  si  poue 

(7)  DJiK.a;,  ...  «J  =  2«A,  , 

.sarà 

e  cioè  una  combinazione  lineare  nel  campo  £  delle  combinazioni 
lineari  D,  ,1), , ...  ,D„  nel  modulo  0I&,  a  coejficienti  variabili 
ir, ,  37, , . . . ,  it^ ,  è  tiffuale  alla  combinazione  lineare,  di  coefficienti 
a?! ,  fC, , . . . ,  a;^ ,  dei  valori  che  la  combinazione  lineare  conside- 
rata assume  (piando  al  posfo  delle  U»  vi  si  porgono  i  molftpli- 
calori  delle  singole  variabili  nelle  D^  medesime. 

Si  noti  che  si  può  ancora  supporre  che  le  lettere  a^^,b^  rap- 
preseotÌDO  variabili  o  funzioni  [n.  5],  purché  si  supponga  che  Q 
contenga  ì  dominii  delle  dette  variabili  o  funzioni. 

7.  Oipandanza  llnaara.  —  Una  combinazione  lineare  di  dati 

elementi  A, ,  A, A„  del  modulo  ©f&  si  dirà  degenere  se  tutti 

i  suoi  coelticienti  sono  0;  essa  rappresenterà  lo  0  del  modulo 
eUfe  [n.  2;  n.  1,  1"  e)]. 

Può  avvenire  che  l'elemento  0  di  ©1&  si  ottenga  anche  come 
valore  di  una  combinazione  lineare  non  degenere,  e  cioè  come 
valore  della  funzione  (3)  per  sistemi  di  valori  non  tutti  nulli 
delle  variabili  a;, ,  ic, , . . . ,  a:„ . 

Si  supponga  per  es.  [n.  4]  che  il  modulo  @lù<  aia  aostituito  di  poli- 
nomi di  eecondo  grado  in  una  VAriabilo  t,  net  campo  dei  numeri  in- 
teri, ed  assumiamo 

A,  =  (»-t-2i  4-6     ,     A,  =  (  +  2     ,     A,=  ('-f-l  . 

La  combin astone  lineare 

(S'ì     i,A,  +  »,A,  +  «.A.  =  x,(l'  +  21  +  6)  +  »,  (1  +  2)  +  x,  (l'  +  l) 

il  valore  0  taato  per  i,  =1,  ^a;,  =  0   quanto  per   »|  =  1  , 
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Quando  la  (3)  assume  il  valor  0  per  valori  non  tulli  nulli 
(Ielle  variabili  «,,«,,...,«„  ni  dice  che  A, ,  A, , . . . ,  A„  sono  fra 
loro  linearmente  dipendenti.  Nel  caso  contrario  si  dice  che  A, , 
A. , ... ,  A„  sono  fra  loro  linearmente  indipendenti. 

Ina  combl  Dazione  lineare  di  A,,A,,...,A^  nulla  e  a  coeffl- 
cieuti  non  tutti  nulli  si  dirà  quindi  una  dipendenza  lineare  Ira 
^lì  enti  A,, A,,..., A^. 

8.  Supponiamo  che  A,,A,,...,A„  siano  Ira  loro  linearmente 
dipendenti. 

Elsisteranno  dunque  uno  o  più  sistemi  di  valori  delle  variabili 
a-,  ,  .X, , x^  per  cui  la  funzione 

(3)  aj,  A,  +  »,  A,  +  . . .  +  iF«A„  =  2  a?,A, 

assume  il  valore  0;  alano  tali  gli  n  sìstenii 

(9)  e», ,  a», , . . . ,  a»„    (ft  =  l ,  2 , . . . .  M)  , 
per  modo  che  varranno  le  dipendenze  lineari 

(10)  2«,A  =  o. 

La  combinazione  lineare  a  coefilcienti  variabili  dei  secondi 
membri,  e  quindi  pure  dei  primi  membri,  delle  (10)  ha  costan- 
temente il  valore  0.  Si  indichino  con  (/,  ,tft,-.-,y.  questi  coafll- 
cieatì;  a  causa  della  (6)  (ove  si  legga  y^  al  luogo  di  b^  [cfr.  n.  6, 
in  fìae]  e  A,  al  luogo  dì  w^  si  ha  quindi 

(11)  2(2i'.OA,=o. 

Questa  (11)  è  una  dipendenza  lineare  fra  gli  elementi  A^,  con 
coefficienti  funzioni  lineari  omc^euee  delle  variabili  y^,  (a  cia- 
scuoa  delle  quali  deve  supporsi  assegnato  come  dominio  il  campo 
S).  Adunque:  se  gli  n  sisleìni  di  valori{9)  attribuiti  alle  varia- 
bili cC{{i^\,i m)  fanno  assuinere aita  contòinaziOTie  lineare 

(3)  a:,  A,  +  ìp.  A,  +  ■ . .  +  co^k^ 
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il  valor  0,  tutti  i  sistemi  di  valori  di  finite  variabili  che  nono 
(ornili  dalle  m  combiiuuioni  iineari 

(12)     37,  =  y^a^t  +  i/,a„  +  . . .  +  ]/»«■*    (f  =  1 . 2 , . . . ,  m) 

per  calori  arbitrari  delle  fniiabili  y^  nel  ca/upo  »2  faranvirt 
jnire  ansurncre  il  valor  0  a  quella  ormOinazione  lineare  (3). 

I  sistemi  (9)  sono  torniti,  in  particolare,  come  valori  delle 
funzioni  (12)  corrispondenti  a  y^^ì  ,y.=sO  peTj:pK. 

9.  Suppouianio  in  particolai'e  che  i  sistemi  (9)  si  t'iducauo  a 
uno  solo 

(fi')  rt, ,  rt, (/„  . 

Le  (12)  si  riducono  allora  a 

(12)  .Xi=yai 

e  cioè:  da  un  qiialuiì'pie  sistema  di  nnlori  dei  coe/licien/i  che 
faccia  assuìMre  il  ralor  0  alta  combinasùme  lineare  (3),  un  al- 
tro se  Ite  deduce  moUipticaìidoti  lutti  per  vno  slesso  iimnero 
arbitrario  di  Q- 
Più  generalmente,  si  supponga  ctie 

(13)  «j  :(.,  =  «,:  6,  =  ,..= a„  :  ft„  . 

allora  sono  o  ìion  >iOiui  oerl/icate  insieme  fé  due  dipendenze 
lineari 

(14)  ^a,.\,  =  0     ,     26A  =  "  ; 

perchè  le  (13)  equivalgono  a  dire  che  esistono  numeri  j>,q,c\ 
{p,q^O  ;  i  =  l,2,..., il')  tali  che 


e  quindi  [n.  1,  2*,  ej\ 
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uode  cìascuDa  delle  (14)  sì  verìfica  (n.  3]  insieme  con  la 

Considereremo  in  generale  come  non  distinte  fra  loro  due  di- 
pendenze lineari  ì  cui  coefficienti  siano  proporzioDali. 
10.  Consideriamo  il  sistema 

(15)  A,  A.  ...  A. 

dì  elementi  del  modulo  9I&,  e  supponiamo  dapprima  che  sia 

(16)  A,^0    (i  =  l,8 m)  . 

Gli  elementi  (15)  potranno  essere  fra  loro  lineanneote  indi- 
pendenti; io  caso  contrario  se  ne  pott-à  sempre  scegliere  un 
gruppo  di  fra  loro  linearmente  indipendenti  e  tali  cbe,  insieme 
con  un  altro  qualunque  degli  elementi  (15),  siano  linearmente 
dipeudeoti.  Per  determinare  un  tal  gruppo  basta  infatti  fissare 
da  ppiucipio  uno  qualunque  degli  elementi  (15),  sia  per  es.  A,.; 
o  c^ni  altro  elemento  è  linearmente  dipendente  eoo  esso,  ed  al- 
lora il  gruppo  cercato  si  può  costituire  con  questo  solo  elemento, 
ovvero  esistono  fra  gli  elementi  (15)  di  quelli  con  esso  linear- 
mente indipendenti;  in  questa  seconda  ipotesi  sia  A,  uno  di 
questi  altri  elementi.  Il  gruppo  A^  sarà  dunque  costituito  di 
elementi  fra  loro  linearmente  indipendenti  ;  se  <^nl  altro  ele- 
mento (15)  è  con  essi  linearmente  dipendente,  si  potrà  assumere 
A  A  pel  gruppo  cercato;  in  caso  contrario  esisteranno  elementi 
(15)  linearmente  indipendenti  con  A^;  se  A,  è  uno  di  questi, 
si  potrà  ripetere  per  ìl  gruppo  A,^,A,  la  stessa  osservazione. 
Poiché  ora  si  è  supposto  che  gli  elementi  (15)  non  siano  linear- 
mente indipendenti,  questo  procedimento  dovrà  arrestarsi  prima 
che  si  siano  così  presi  tutti  ì  detti  elementi. 

Si  dirà  che  il  sistema  (15)  ha  oaratterl«tÌca  m  se  gli  m  ele- 
menti SODO  fra  loro  linearmente  indipendenti;  se,  in  caso  con- 
trario, esiste  in  esso  ud  gruppo  di  p  elementi  linearmente  indi- 
pendenti, insieme  col  quale  ogni  altro  sta  linearmente  dipen- 
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deote,  si  dice  che  il  sistema  ha  oaratteristìca  p.  Un  sistema 
di  m  elementi  dì  uo  modulo  ha  dunque  sempre  caratteristica 
^m:  (si  Doti  che,  se  questa  caratteristica  è  <m,  non  si  può 
asserire,  da  quanto  precede,  che  il  sistema  abbia  una  caratte- 
ristica determinata,  in  quanto  si  potrebbe  supporre  che  11  nu- 
mero degli  elementi  linearmente  indipendenti  A,  A,  A,...  che  col 
procedimento  indicato  sì  vengono  ad  attribuire  al  gruppo  cer- 
cato variasse  colla  scelta  degli  elementi  A,,A, ,...  medesimi: 
si  vedrà  in  seguito  [§  6,  u.  25]  che  il  coutrario  avviene). 

11.  Supponiamo  che  il  sistema  (15)  abbia  caratteristica  p<»i; 
e  sia  precisamente 

(17)  A,  A.  ...  A, 

il  gruppo  considerato  di  p  elementi  linearmente  indipendenti,  con 
cui  ogni  altro  elemento  (15)  è  linearmente  dipendente.  Sussì- 
steranno dunque  m — p  dipendenze  lineari  che  potremo  scrivere 

Ìa.,A,  +  o„A,  +  ...  +  a,/,  -|-  a,^^A^^  =  0 
a„A,  +  o„A,  -H  ■ . .  +  a,,Ap  +  '^tpt^^p*^  =  0 

Cm-p,K  +  o»-p.A,  +  ...  +  a„_„A,  +  a„^„A„  =  0  . 

Sì  avranno  così  m  —  p  sistemi  dì  valori 

,  a        a,,      ...      a,,      a,,^      0       ...      0 


I  ^m-,1  "«-w  ■  ■  -      '^«-fp   0  0      . . .      a,„_j„ 

delle  variabili   x,,os,,...,a!^   che  annullano  la  combinazione 
lineare 
(3)  a;.A,  +  a:,A,  +  . . .  +  x^h^  ; 

(issi  sono  CiipattPrizzati  dal  l'atto  che  si  ha 

«^  =  0    {l^h^m-p,l^h^m-p    ;    ft=|iA)  , 


□igitizedbyGoOgIc 


n.  ll-lS.  DIPBNDBMZA  LINBABR:  CAKATTBEUSTICA  US 

m elitre  è  sempre 

(20)  «.«4=0; 

pei-chè,  se  per  ud  qualche  valore  di  A  (l^ftism— p)  fosse 
a»p4j,  =  0,  la  corrispondente  uguaglianza  (18)  esprimerebbe  una 
dipendenza  lineare  tra  gli  elementi  (17),  contro  l'ipotesi  della 
loro  indipendenza  lineare. 

Applicando  la  proposizione  del  n.  8  si  ottiene  allora  che  la 
combinazione  lineare  (3)  si  annttllerà  pure  pei-  tutti  i  sistemi 
di  valori  delle  variabili  che  sono  sistemi  di  valori  delle  m  fun- 
iioni  lineari  omogenee 

l   ^s=       2        »'»«»*  (J=1,8....,P) 

(21)  *='■' "-^ 

(    a7^=  V^a^^       (.h=\,Z,...,m-p) 

per  valori  arbitrari  attribuiti  alle  p,  net  campo  >S. 

Se  dunque  «n  sistema  di  m  elementi  di  wn  modulo  ha  carat- 
teristica p  <m  [v.  pure  n.  12],  /Va  i  detti  m  elementi  stissiste 
una  dipendenza  lineare  t  cui  coefficienti  sono  ftmzioni  lineari 
omogenee  di  m~p  variabili,  o,  come  spesso  si  dicono,  parametri. 

12.  Sa  fra  gli  elementi  del  sistema  (15)  ve  ne  sono  di  quelli 
nulli ,  si  dirà  che  esso  ha  caratteristica  p  quando  ha  caratte- 
ristica p  il  sistema  dei  suoi  elementi  non  nulli;  e  quando  sì 
dirÀ  che  dal  sistema  si  estraggouo  p  elementi  (17)  fra  loro  li- 
nearmente indipendenti,  si  intenderà  sempre  di  prendere  soli 
elementi  non  nulli.  Nessuna  alterazione  deve  allora  portarsi  a 
quanto  è  stato  detto  or  ora,  senonchè,  se  A„^  =  0,  nella  cor- 
rispoudente  delle  dipendenze  lineari  (18)  tutti  i  coefflcient! 
a^^,a^^,..  .,a^  sono  nulli,  mentre  ad  a^^^^  si  potrà  attribuire 
UQ  valore  assolutamente  arbitrario.  Poiciiè  però,  come  si  vedrà 
tosto,  è  per  noi  essenziale  la  relazione  (20),  imporremo,  per  con- 
venzione, che  anche  in  questo  caso  essa  debba  essere  soddisfatta. 

13.  Per  valori  convenienti  dei  parametri  y^  i  numeri  a»(  dati 
dalle  forinole  (21)  divengono  ttgttali  ai  coefficienti  diognidipen- 
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denta  lineare,  nel  campo  Q,  che  sussista  fra  gli  m  elementi 
(15)  considerati,  o  al  più  vengono  a  differirne  per  un  fattore 
comune  a  lutti  ;  cosicché,  consjderaiido  come  non  distìnte  due 
dipendenze  lineari  differenti  soltanto  per  un  tal  Tattore  [a.  9], 
si  può  dii-a  che  le  formule  (21)  forniscono  i  coefficienti  delia  più 
generate  dipendenza  lineare  fra  gli  m  elementi  (15). 

Osserviamo  infatti  anzitutto  che  dall'ipotesi  che  i  p  elementi 
(17)  siano  fra  loro  linearmente  indipendenti  segue  subito  che 
una  dipendenza  lineare  fra  gli  m  elementi  (15)  è  completamente 
determinata  (a  meno  di  un  fattore  comune  a  tutti  i  coefficienti) 
quando  si  sappia  che  i  coelflcìeutt  degli  elementi  A^^, ,  A^^., , ... , 
A„  sono  proporzionali  a  m  — p  numeri  determinati.  Non  pos- 
sono cioè  esistere  due  dipendenze  lineari  distinte  [n.  9J  fra  gli 
elementi  (15)  nelle  quali  ì  coefficienti  dei  detti  elementi  siano 
proporziuuali  agli  stessi  numeri 

(28)  -■«..•■« '•-  • 

perchè  se 

s,A,  +  s,A,  + . . .  +  s^,  +  SrwA^,  +  s^^,+  . . .  +  s^A„  =  0 
'.A,  +  i.A,  +  . . .  +  i,A,  +  (^.A^,  +  t^^^  + . . .  +  CA„  =  0 

sono  due  dipendenze  lineari  per  le  quali  sìa 

(23)      s^=ar^    .    t^  =  tr^        (h=l  ,2,....m~p), 

moltiplicando  la  prima  per  t  e  la  seconda  per  9  e  sottraendo 
sì  ottiene 

(TC.—ffgA,  +  (w,-<TgA, +  ...  +  («,- OÌ,)A,  =  0, 

relazione  che,  a  causa  della  supposta  indipendenza  lineare  degli 
elementi  (17),  non  può  veriflcarsi  che  per  essere 

(23')  TS,  =  o/^        U=l,2,...,p); 

e  cioè,  qualunque  sìa  i  (^1  e  ^m),  a  cagione  delle  (23), (23'), 
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Dopo  ciò,  per  stabilire  la  proposizione  eouDCÌata,  basterà  sup- 
porre che  i  numeri  (22)  siano  i  coefflcieoti  di  A^^,,  A,^, ...,  A„ 
in  una  dipeodeuza  lineare  prefissata  fra  gli  elementi  (15)  e  mo- 
strare che,  per  convenienti  valori  assegnati  alle  y^^,  le  rormole 
(21)  forniscono  per  i  coefficienti  della  dipendenza  lineare 

a;,Ai  +  a;,A,  + , . .  +  x^A^  =  0 

un  sistema  di  valori  dei  quali  gli  ultimi  m—p  sono  rispetti- 
vamente uguali  ai  detti  numeri  (22),  o  da  essi  difleriscooo  solo 
per  un  fattor  comune. 

Supponiamo  dapprima  che  6  sia  campo  di  razionalità:  si  pos- 
sono allora  sempre  determinare  per  le  variabili  yt,y,,...,Vm~r 
valori  tali  che 

{24}       a-M*  =  l/*a»PW  =  ''p+*        (A  =  l  ,2, .  -  ..m -p)  . 

Invero,  poiché  [o,  11  (20j,  n.  12]  a^^^-^O,  l'equazione  (24)  si 
potrà  soddisfare  prendendo  [§  I,  u.  12] 

(25)  tf^^-**^. 

Per  questi  valori  delle  j/^  le  prime  uguaglianze  (21)  determi- 
nano per  ir, ,  ar, , . . . ,  ìT,  valori  tali  che 

Si  noti  che  i  coefficienti  di  questa  relazione  saranno  non  tutti 
nulli  sempre  e  solo  quando  non  sono  tutti  nulli  i  numeri  (22); 
si  noti  inoltre  che  nel  ragionamento  precedente  non  si  è  fatto 
alcnn  uso  dell'ipotesi  che  i  numeri  (23)  fossero  coefficienti  di 
una  dipendenza  lineare  prefissata  fra  gli  elementi  (15);  si  con- 
clude dunque  precisamente  che  quando  S  è  campo  di  raziona- 
lità, esiste  sempre  una  dipendenza  lineare  fra  gli  elementi  (15) 
in  cut  i  coefftetenti  di  A^^, ,  A^, , . . . ,  A„  hanno  valori  arbitra- 
riamente prefissati,  purché  non  tutti  mUli. 

Se  poi  @  è  campo  d'iot^rità,  la  stessa  dimostrazione  si  può 
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ripetere  purché,  qualora  qou  esistessero  ì  quoti  espressi  dai 
secoudi  membri  delle  (%),  si  moltiplichiuo  dapprima  tutti  ì 
uumeri  (22)  per  un  ta)  fattor  comune  p.   che  esista  ciascuno 

dei  quoti  — ^.  Aache  ora  si  coDcluderà  dunque  che  esiste 
sempre  una  dipendenza  lineare  fra  gli  elementi  (15)  nella  quale 
i  coefficienti  di  A,^, ,  A,^ , . . . ,  A„  sono  proiiorzionali  ad  m  —  p 
numeri  arbitrariamente  assegnati  purché  non  tutti  nulli. 

14.  Elamantl  di  un  modulo  llnoormonto  dlpondootl 
da  un  alatama  di  olomontl  dati.— Fissato  arbitrariameate 
nel  modulo  g7I&  un  sistema  di  elementi 

(15)  A,A,  ...  A„ 

fra  loro  linearmente  dipendenti  o  indipendenti,  diremo  che  tm 
elemento  U  dei  modulo  dipende  linearmente  da  essi  quando  esi- 
ste una  dipendenza  lìDeare  fi-a  U  e  gli  elementi  (15)  iu  cui  il 
coefficiente  di  U  non  è  nullo  '). 
Sia 

a, A,  +  a,A,  + . . .  -|-  a„A„  +  «U  =  0 

questa  dipendenza  lineare;  essa  può  pure  scriversi 

wU  :=  —  a^A,  —  a,A,  — ...  —  a„\^  ; 

la  precedente  definizione  può  dunque  enunciarsi  dicendo  che 
esiste  un  numero  un^O  di  @  tale  che  uU  è  combinazione  li- 
neare degli  elementi  (15). 
Gli  elementi  di  01&  che  dipendono  linearmente  dal  sistema 


')  Con  questa  definisione  eì  aggiunge  qualcosa  a  quella  [d.  7]  della 
dipendenza  lineare  fra  A,  A,  ...  A^  U  soltanto  nel  caso  che  gli  ele- 
menti (16)  siano  fra  loro  linearmente  dipendenti:  in  tal  caso  in&ttì 
una  dipendensa  lineare  fra  gli  elementi  (16)  si  può  considerare  come 
una  dipendenza  lineare  fì'a  essi  e  qualunque  altro  elemento  del  mo- 
dulo, nella  quale  il  coefficiente  dì  questo  nuovo  elemento  sarebbe  nul- 
lo: ma  non  ne  seguirebbe  che  questo  nuovo  elemento  dìpand»  lineai' 
monte  dftl  sistema  (16). 
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A, .  A, A^  costituiscono  un  modulo  in  Q.  Indichiamo  infatti 

con  Sl^'  l'aggregato  [§  3,  n.  7]  di  questi  elemeatl;  si  ha  che: 
l."  Se  U  ed  U'  appartengono  ad  if^'.  apparterrà  pure  ad  ^iRr'  la 
loro  somma  [cfp.  n.  1, 1*.  a),  ft)l,  perchè  ae  wU  ,  w'U'  appartengono 
al  modulo  [n.  5]  delle  combinazioni  lineari  di  A, ,  A, ,. .. ,  A„,  a 
questo  modulo  appartiene  pure  la  loro  combinazione  lineare  in  @ 

M'.«U  +  «-«'U'  =  tt«'{U  +  U')  . 

2,"  Gli  elementi  U  e  V  di  É>I&  tali  che  V  =AU  (A  numero  di 
Q)  appartengono  o  non  appartengono  insieme  ad  'éJ^' ,  perchè  è 
lo  stesso  dire  che  vV  è  una  combinazione  lineare  di  A,  A, ...  A^ 
come  dire  che  una  tale  combinazione  lineare  è  t)AU{=  A(i7U)). 
Quindi  se  U  è  un  elemento  di  'ìys&'  sono  pure  tali  tutti  gli  ele- 
menti di  0S&  della  forma  h\j  {h  numero  di  <Sj  [cfr.  n.  1,2*  e, 
ponendo  /i  =  0,  —1,  n.  1,  l",  c^d)}. 

15.  Più  generalmente  dalla  osservazione  2*  segue  che  elementi 
di  SKp  simili  [n.  1,  2']  appartengono  o  non  appartengono  in- 
sieme al  ìnodulo  €ISsi'. 

Si  conclude  che  appartengono  ad  ?fSs>'  tutti  gli  elementi  di  tf^ 
che  sono  linearmente  dipendenti  in  Q  da  un  qualunque  sistema 
di  elementi  di  t£)l&'  ìnedesimo.  Invero  ad  é>I&'  appartiene  <^dì 
combinazione  liueare  in  @  di  etementi  di  €n&>'  medesimo  [d.  5]; 
ad  esso  appartengono  quindi  pure  tutti  gli  elementi  di  &fÌ0  si- 
mili a  tali  combinazioni  lineari. 

16,  Se  il  sistema  A,  A,  . . .  A„  Aa  caratteristica  p.  anche  il 
modulo  ^>Ife'  av7^à  caratteristica  p.  Sia  iniatti  ancora  A,  A, ...  Aj, 
un  sistema  di  elementi  linearmente  indipendenti  scelti  fra  i 
(15)  e  tali  che  ciascuno  di  questi  sia  con  essi  linearmente  di- 
pendente [n.  II,  12];  essi  costituiscono  intanto  un  sistema  di 
elementi  linearmente  indipendenti  di  03&'  ;  inoltre  al  modulo 
degli  elementi  di  tfRe  linearmente  dipendenti  da  essi  appar- 
teagcmo,  per  ipotesi,  A,, A, ,..., A„;  vi  appartengono  quindi 
pure  [o.  15]. tutti  gli  elementi  di  €fR&  linearmente  dipendenti  da 
questi  e  cioè  tutti  gli  elementi  di  0I&';  91&'  è  così  identico  al 
modulo  degli  elementi  di   iM&  linearmente  dipendenti  da  A,  , 
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ESEMPI  E  COMPLEMENTI. 

L  Sulla  doflnlzlano  di  "  modulo  ".  —  La  noziooe  di  <  mo- 
dulo >  è  dovuta  al  Dedrkind;  egli  considerò  dapprima  soltaato 
modtUi  di  numeri  di  uq  determioato  campo,  cosi  cbiamaodo  un 
sistema  di  numeri  del  detto  campo  che  soddisfi  alle  proprietà 
enunciate  al  n.  i,  1*  a),  e),  d)  (la  proprietà  b)  essendo  d'al- 
tronde verificata  per  l'ipotesi  che  gli  elementi  del  modulo  siano 
numeri).  Generalizzando,  sì  chiama  spesso  modulo  un  sistema 
di  enti  che  soddisfi  alle  proprietà  enunciate  al  d.  1 ,  1°,  senza 
che  si  faccia  alcuna  menzione  della  moltiplicazione  per  numeri 
di  un  campo  6  [o.  1,  2°].  Sì  noti  che  ogni  modulo  secondo  la 
defiDizione  del  d.  1  è  pur  tale  secondo  la  nuova  accezione  (per- 
chè per  esso  sodo  verificate  le  condizioaì  del  n.  1,  1*);  inversa- 
mente un  modulo  secondo  la  definizione  ora  accennata  è  sem- 
pro,  secondo  il  n.  1,  un  modulo  nel  campo  dai  numeri  interi. 
Se  invero  ^fSe  è  un  sistema  dì  enti  che  soddisfi  alle  condizioni 
del  n.  1 ,  l*,  e  86  A  è  un  suo  elemento  qualunque,  sì  potrà  porre 
per  definizione 

(1)  1-A  =  A 

e,  se  m  è  un  numero  intero  qualunque  (positivo,  negativoo  nullo), 
<2)      (m-l- l>A  =  »iA-|- A    ,    (m— l)A=mA  — A. 

Le  due  (2)  sono  equivalenti;  esse  permettono  dì  definire  per 
induzione,  partendo  dalla  (1),  tutti  i  prodotti  di  A  per  i  numeri 
interi.  Si  vede  tosto  che  la  moltiplicazione  cosi  definita  gode  di 
tutte  le  proprietà  enunciate  al  n.  1,  2°. 

I  sistemi  di  enti  che  secondo  la  definizione  del  n.  1  e  secondo 
quella  ora  accennata  si  dovranno  chiamare  moduli  sono  dunque 
essenzialmente  gli  stessi;  ina  la  maggior  determinazione  deri- 
vante dalla  definizione  del  n.  1  sì  fa  importante  quando  occorra 
dì  tener  conto  della  condizione  di  non  singolarità  [o.  3]  e  per 
le  considerazioni  relative  a  combinazioni  lineari  [n.  5  e  seg.]. 
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Così  alla  coQsiderazioDe  del  campo  Q  si  collega  direttamente  la 
QOziOQe  di  base  di  ud  modulo  e  quella  della  fìaitezza  o  non  fi- 
nitezza di  esso  di  cui  sarà  tosto  parola  [d,  II,  IV].  Da  quanto 
precede  raccogliamo  intanto  che  qualunque  modulo  01tó>  in  un 
campo  numerico  S  si  putì  sempre  considerare  come  un  modulo 
net  campo  di  numeri  inie>-i.  Si  noti  che  le  relazioni  (1),  (*2)  sono 
contenute  nelle  e),  d)  del  n.  1,  2*,  per  cui,  se  <S  contiene  il  campo 
dei  numeri  interi,  la  moltiplìcaziune  degli  elementi  del  modulo 
per  questi  numeri  postulata  al  n.  I,  2*  non  può  differire  da 
quelU  sepra  definita. 

II.  Basa  di  un  modulo.  Moduli  flnfti.  —  Si  dice  che  un 
sistema  di  elementi  di  un  modulo  Slfe  nel  campo  Q  costitui- 
scono per  questo  modulo  una  base  quando  ogni  altro  elemento 
d«l  modulo  è  il  valore  di  una  combinazione  lineare  nel  campo  Q 
dì  elementi  di  questo  sistema. 

Sì  dice  che  un  modulo  ^t&  è  finito  quando  esso  ha  una  base 
costituita  di  un  numero  tìnìto  di  elementi. 

Così  il  modulo  dei  polinomi  di  grado  m  in  una  variabile  a; 
nel  campo  @  [n.  4]  è  finito  ed  ha  per  base  il  sistema  dei  monomi 

«:•  =  1 ,  » ,  a;' , . . . ,  a;**"' ,  aT  . 

Più  generalmente  costituiscono  un  modulo  finito  nel  campo  £ 
r  polinomi  iu  iS  dì  grado  m  nelle  variabili  x ,y ,z,...,  e  la  sua 
base  è  costituita  dai  monomi  della  forma 

tT'É/T" ...        (p  +  (/  +  r...£m). 

III.  Fissati  arbitrariamente  m  elementi 

(3)  A,  A,  . . .  A„ 

di  un  modulo  9I&>  nel  campo  i2,  il  dominio  della  combinazione 
lineare 

(4)  a;,A,  -|-  a!,A,  +  . . .  +  a7„A„ 
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quando  ciascuna  delle  Tariahiii  hu  per  dominio  @  è  [n.  5]  un  mo- 
dulo StUff'  iQ  € ,  ìnterameuie  costituito  di  elementi  di  9TCf>  (adun- 
que Gontenuto  in  0I&),  Anito  ed  avente  per  base  il  sistema  de^li 
elementi  (3).  Se  (3)  è  una  base  per  ©I&.Sl^'  coincide  con  S>Kj'- 
In  particolare,  se  si  fissano  arbitrariamente  gli  elementi  (3) 
nel  campo  6  si  determinerà  cosi  un  modulo  contenuto  in  Q  *). 

IV.  Esistono  moduli  non  Soiti.  Cosi  gli  ordinari  numeri  razio- 
nali si  possono  considerare  come  un  modulo  nel  campo  dei  nu- 
meri interi;  ma  tal  modulo  non  può  avere  una  base  (3)  formata 
da  un  numero  finito  di  elementi,  perchè  una  combinazione  lineare 
a  coefficienti  interi  di  più  frazioni  è  una  frazione  che  ha  per 
denominatore  il  minimo  comune  multiplo  dei  denominatori  di 
queste  e  non  può  quindi  essere  una  frazione  qualunque.  Si  vede 
facilmente  che  si  può  invece  assegnare  a  questo  modulo  una 
base  contenente  infiniti  elementi,  e  precisamente  costituita,  per 
es.,  da  tutte  le  frazioni  dì  numeratore  1  e  di  denominatore  le 
potenze  dei  numeri  primi. 

V.  Sia  Q  un  qualsiasi  campo  di  razionalità:  se  A  è  un  suo 
elemento  qualunque  4=0,  <^ni  altro  numero  6  di  £  è  il  valore 
della  funzione  xA  per  un  conveniente  valore  di  a;  in  &  '[§  1  • 
n,  12].  Se  ne  conclude  che  ogni  campo  Q  di  razionalità  è  un 
modulo  finito  in  sé  stesso,  del  quale  si  può  assumere  come  base 
un  numero  qualunque  4=  0  ;  inoltre  ogni  modulo  in  Q  contenuto 
in  esso,  è  identico  a  €  perchè  deve  contenere  tutto  il  dominio 
della  funzione  xK,  dove  A  è  un  suo  elemento  arbitrario. 

Le  cose  vanno  diversamente  se  £  è  campo  d'integritÀ:  evi- 
dentemente €  è  ancora  allora  un  modulo  finito  in  se  stesso,  e 
precisamente  può  costituirsene  una  base  con  un  elemento  solo, 
ma  come  tale  si  deve  allora  assumere  una  unità  del  campo 
[S  1,  n.  XIIIJ.  Se  invece  si  fìssa  arbitrariamente  in  (^  una  base, 
nessuna  conclusione  generale  sì  può  trarre  circa  il  modulo  in  i2 
da  essa  definito. 


')  Il  aiatema  (B),  in  quanto  aeive  a  definire  questo  modulo,  n  ohìama 
allora  uà  «ulema  modulare. 
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VI.  Moduli  di  namori  Intorl.  —  Suppouìamo  però  che  Q 
3i-d  precìsameute  il  campo  dei  numeri  interi.  Fissato  alloi'a  un 
intero  p,  il  campo  di  variabilità  della  funzione  xp,  quando  x 
ha  per  dominio  Q  (e  cioè  il  modulo  in  €  che  ha  per  base  p)  è 
costituito  dai  multipli  (positivi  e  negativi)  di  p.  Adunque  i  miti- 
Utili  di  un  nuihcro  intero  p  cosllluiscono  un  modulo  nel  campo 
dei  numet-i  inlevi. 

Siano  ora  p,q  due  numeri  interi  primi  fra  loro;  il  dominio 
della  combinazione  lineare 

(5)  cc^p  +  ccjì 

quando  x,  e  x^  hanno  per  dominio  il  campo  dei  numeri  interi 
è  il  campo  dei  numeri  interi  medesimo;  si  è  visto  infatti  [§  1, 
D.  IX]  che,  fissato  arbitrariamente  un  intero  n,  si  possono  al- 
lora determinare  per  cc^,w^  valori  interi  per  modo  che  ii  cor- 
rispondente valore  di  (5)  sia  n. 

Abbiano  invece  p  e  g  il  massimo  comun  divisore  d,  per  modo 
che  sia 

p  =  dp'    ,    g  =  dq'  '',    p'    e    g'    primi  fra  loro. 

Sarà 

(6)  a),p  +  x^g=id(w^p' +  Xjg')  . 

Siccome,  per  quanto  si  è  detto  or  ora-,  il  dominio  della  fun- 
sione  CBfP'  +  aUfq'  è  e,  il  dominio  della  funzione  (6)  sarà  costi- 
tuito dai  multipli  di  d.  Adunque  il  modulo,  nel  campo  dei  nu- 
meri interi,  che  ha  per  base  due  numeri  interi  arbitrari  p,g 
è  costituito  da  tutti  i  multipli  del  loro  massimo  comun  divisore; 
se  questo  è  d ,  detto  modulo  non  differisce  dunque  da  quello  che 
ha  pei'  base  il  solo  elemento  d. 

Sia  ora  r  un  altro  numero  intero;  consideriamo  la  combina- 
zione lineare 

(7)  a»,/)  + .«,?  +  x,r  =  (ir,  p  +  x^g)  +  w^r  . 

Abbiamo  visto  ora  che  il  domìnio  della  funzione  XiP  +  x^  è 
lo  stesso  della  funzione  yd ,  dove  d  è  il  massimo  comun  divisore 
di  p  e  4,  e  y  ha  per  dominio  il  campo  dai  numeri  interi;  il 


□igitizedbyGoOgIc 


IM COMUIKAZIOKI  LlNBARl  _^hÌ*- 

dominio  della  funzione  (7)  sarà  adunque  lo  stesso  della  funzione 

yd  +  x^r 

e  sarà  quindi  costituito  dai  multipli  del  massimo  comun  divi- 
sore di  d  e  r,  ossia  del  massimo  comun  divisore  di  p,q,r: 

Analoghe  osservazioni  si  faranno  passando  dalla  combinazione 
lineare  (7)  alla 

x,p  +  x,g  +  x^r  -f  x^s■ 

dove  s  è  un  nuovo  numero  intero;  così  via. 

Consideriamo  ora  un  modulo  qualunque  Sfiis  di  numeri  interi  : 
se  p,q,r,...  sono  numeri  dì  ^TR»,  è  pure  un  numero  di  €))& 
ogni  loro  combinazione  lineare  nel  campo  dei  numeri  interi  [n,  T]. 
Fissiamo  allora  arbitrariamente  in  9R£>  i  numeri  p,q;  chia- 
miamo d  il  loro  massimo  comun  divisore;  il  modulo  ©Kf  con- 
terrà dunque  tutti  ì  multipli  di  d.  Se  oltre  a  questi  numeri  €f(£< 
ne  contiene  altri,  sia  r  uno  di  questi  altri;  il  massimo  comun 
divisore  di  p ,  3 ,  r  (o  di  d ,  r)  sarà  un  numero  rf  <  d  ;  il  modulo 
conterrà  pure  tutti  i  multipli  di  if.  Se  oltre  questi  numeri  ^^ 
ne  contiene  pure  altri,  sia  s  uno  di  questi;  il  massimo  comun  di- 
visore di  p,q  ,r,s  (o  di  (i,s)  sarà  un  numero  d'<,d'\  il  modulo 
9!fe  conterrà  tutti  i  multipli  dì  d".  Proseguendo  nel  ripetere 
questa  osservazione,  dovremo  arrivare  infine  a  considerare  un 
comun  divisore  D  di  tutti  i  numet-i  dì  ^>R£>;  perchè,  essendo 

d>(f>d">..., 

ciascuno  di  questi  il""  sarà  minore  del  precedente  di  almeno 
una  unità  (e  in  generale  per  più  dì  una  unità)  cosicché,  se  prima 
non  ci  arrestiamo  a  un  divisore  di  tutti  1  numeri  di  ^'l^,  arri- 
veremo, dopo  un  numero  di  passi  certo  <ci,  al  numero  1  che 
è  divisore  di  ogni  numero  intera  Si  conclude  che  ogni  modulo 
di  numeì'i  interi  è  costituito  da  tutti  e  soli  i  multipli  di  un  nu- 
mero (massimo  comun  divisore  degli  elementi  del  modulo);  è 
dunque  sempre  wn  modulo  finito,  la  cui  base  si  può  anzi  ridurre 
ad  un  solo  elemento. 
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VII.  Teorema  di  Hilbert.  —  Le  osservazioni  precedenti  [u. 
V,  VIj  acquistano  importaDza  in  un  ambito  molto  più  vasto  per 
mezzo  della  proposizione  seguente: 

Se  un  campo  numerico  Q'  è  tale  die  ogni  modulo  in  esso, 
costituito  da  elementi  di  Q\  è  flnito.  anche  il  campo  ©  che  si 
ottiene  estendendo  S'  coU'aggiunta  di  una  vartahile  x  [  §  2,  n.  5] 
gode  della  stessa  proprietà  (è  cioè  finito  ogni  modulo  in  6,  co- 
stituito da  elementi  di  <3  medesimo). 

A  causa  delle  proposizioni  dei  n.  V,  VI  ne  seguirà  infatti  che 
gode  della  proprietà  euunciHta  il  campo  dei  polinomi  in  una  va- 
riabile x,  a  coefficienti  intet-ì  o  a  coefficienti  razionali  (più  gè- 
QerHlmtìUte,  a  coefficienti  appartenenti  ad  un  campo  di  razio- 
nalità); ed  estendendo  quindi  questo  coU'aggiunta  di  una  nuova 
variabile,  seguii-a  che  della  stessa  proprietà  godrà  il  campo  dei 
puliaomi  in  duo  variabili,  e  cosi  via.  in  uu  numero  qualunque 
di  variabili,  in  uno  dei  suddetti  campi  numerici. 

Per  dimostrare  la  proposizione  enunciata  chiamiamo  9I&  un 
modulo  nel  campo  Q  sopra  definito,  contenuto  in  Q,  e  premet- 
tiiimo  questa  osservazione,  che  i  coefficienti  dei  termini  di  gì'ado 
massimo  dei  polinomi  di  91&  cosliluiscono  un  modulo  STC?'  in  @'. 
infatti  se 

A  =  ax"  + .  - .    ,    B  ^  6a;"  +  ... 

sono  polinomi  di  €n&,  apparterranno  pure  ad  €>!&  i  polÌBOmi 

aj"A  +  arB  =  {a-{-  b)jf^  +  . . . 
rA  =  raa?"  +  • . •    ,    (r  numero  di  S'), 

e  cioè,  se  a, 6  sono  coefficienti  di  termini  digrado  massimo  di 
polinomi  di  I7I&,  tali  saranno  pure  a-\-b  e  ra.  Onde  resta  pro- 
vata l'osservazione  enunciata. 

Allo  stesso  modo  si  vede  che  anche  i  coefficienti  dei  primi 
termini  dei  polinomi  di  0I&  che  hanno  un  determinato  fft'ado 
h ,  cosliluiscono  un  modulo  S>?feV  '"  *?'■  Pfli'chè  se 

A  =  ax''  +  ...    ,    B  =  6a7*  +  ... 
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soDO  polinomi  dì  0!&  di  grado  h,  tali  saranno  pure  i  poliDomi 

A4-B  =  (a4-6)a?*  +  .-- 
rA  =  roiC*4-...  . 

Per  l'ipotesi  fatta  intorno  al  campo  fi',  ciascuflo  dei  moduli 
^^' ,  €»&'.  avrà  una  base  finita.  Sia 


(8) 

a,  a, 

■-  o. 

i  base  di  gJKs»',  e 

(80 

«M  «..  • 

..   <!, 

quella  di  Sl^',,.  Esisteranno  in  £)!&•  n  polinomi 

(9)  A<  =  a<(»'^  +  ...        (i*=l,2,...,«) 

aventi  ì  numeri  (8)  come  coefficienti  dei  loro  primi  termini,  e, 
per  (xgm  valore  di  A ,  ;?»  polinomi  di  grado  A 

(9J  A^.  =  a„j;*  +  ...        (>=1,2 pj 

aventi  i  numeri  (SJ  come  cotifilcieuti  dei  loro  primi  termini. 
Poniamo 

A  =  massimo  fra  m, ,  m, , . . . ,  »i„  . 
Sia  ora 

P  =  ca^  +  ... 

un  polinomio  di  €)!&  dì  grado  m^ft;  il  suo  primo  coefflcìeute 
e  è  una  combinazione  lineare  in  Q'  dei  numeri  (8);  sia 

e  =  e,  a,  +  e,  o,  +  . . .  +  c„  a,  =  2  e,  a,  . 

Sarà  allora 


2  c^aj"""*  A;  =  2  ^'-  Oi^"  +  ■ 
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e  qui  odi 

sarà  UD  polinomio  di  grado  <m. 
Sia  accora 

P  =  CJ7''  +  ... 

uu  poliuumio  di  0I&  di  grado  A;   il  suo  primo  coufflcieate  e  è 
lilla  conibiuaziuafl  lineare  ia  i2'  dei  numeri  (8J;  sia 

e  =  c„  a,.  +  c„  a„  +  . . .  4-  c»,^  «*j^  =  2  ^'m  '^«j  ' 
i 
Sarà  allora 

S''*jA'«  =  2^^.«y^  +  ---  =  «^  +  ---  • 
e  quiadi 

sarà  UD  polinomio  di  grado  <A. 

Ciò  posto,  si  vede  subito  che  il  sistema  dei  polijiomi  (9)  e  dei 
polinomi  (9fc)  per  A  =  0 ,  1 , 2 , . . . ,  A  —  1  costituisce  una  base  per 
ti  modulo  Stfe  nel  campo  t2.  Sia  Infatti  A  un  polinomio  qualun- 
que di  €>}^,C  una  combinazione  lineare  ia  «2  dei  nominati  po- 
linomi A,  6  A^ (A  =  0,1,..., A—  1);  il  poliaomio 

(10)  P  =  A.-C 

apparterrà  ad  Sfb.  Supponiamo  che  la  combinazione  lineare  C 
sia  tale  che  P  abbia  il  grado  più  pìccolo  possìbile;  sarà  allora 


perchè,  se  P  fosse  un  polinomio  qualsiasi  :t  0  di  grado  m  ^  A  o 
A<ft,  si  è  visto  or  ora  che  si  potrebbe  determinare  una  com- 
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biDazioae  lineare  G,,  rispettivameote  dei  uomiDati  poliaomi  A,. 
A,^,  tale  che 

P'  =  P_C, 

avrebbe  (^rado  ìoferiore  a  quello  di  P.  Ma  allora  sarebbe 

P={A-C)-C,=A— (C  +  C,)  , 

dove  C  +  C,    è  aocora  una  combinazione  lineare  dei  poliuumi 
A,i  Ay  [d,  5],  contro  l'ipotesi  che  P  avesse  il  (frado  minimo  pos- 
sibile fra  quelli  della  forma  (10). 
Da  A  —  C  =  0  si  ricava  ora 

A  =  C  : 

e  cioè  si  ottiene  che  ogni  polinomio  A  di  S1&  si  esprime  come 
combinazione  lineare  in  Q  dei  nominati  polinomi  A^.A^. 

Vili,  Dato  un  sistema  qualunque  S  di  polinomi  appartenenti 
al  campo  @,  si  può  assumere  S  come  base  di  un  modulo  €)f& 
di  elementi  di  <S ,  in  iS.  Questo  modulo,  come  abbiamo  mostrato 
ora,  sarà  finito  ed  avrà  quindi  una  base  costituita  da  un  nu- 
mero finito  di  elementi 

01)  B.B,  ...  B,  . 

Ciascuno  di  questi  polinomi  B^  sarà  un  elemento  del  sistema 
1$  ovvero  sarà  una  combinazione  lineare  di  elementi  di  S  (per- 
chè tali  sono  tutti  gli  elementi  dì  Sf(s>y  Chiamiamo 

C„C„  ...  C^^       (1=1,2,...,?) 

gli  elementi  di  S  di  cui  B^  è  combinazione  lineare.  L'insieme 
di  tutti  i  polinomi  G^j  costituirà  ancora  una  base  per  €Kp',  in- 
veiti ogni  elemento  di  €>!&,  esprimendosi  come  combinazione 
lineare  in  S  degli  elementi  (11)  ì  quali  sono  combinazioni  lineari 
in  <S  degli  elementi  C,,,  sarà  a  sua  volta  combinazione  lineare 
in  <2  di  questi  [a,  5j.  Si  ha  dunque  che  determinato  «n  mo- 
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dulo  9I&,  nel  campo  considerato  @,  mediante  una  base  S  costi- 
tuita di  un  numero  finito  o  infinito  di  elementi,  si  può  sempre 
stxgliere  in  questa  base  un  numero  finito  di  elementi  che  sia 
sufficiente  a  costituire  di  per  sé  una  base  del  detto  modulo.  Poiché 
ora  ogni  elemento  dì  S  appartiene  in  particolare  ad  ?f^ ,  si  ha 
il  teorema  (di  Hilbert)  :  se  nel  campo  @  dei  polinomi  in  as  in 
un  campo  &  nel  gitale  ogni  modulo  è  finito  [a.  VII]  è  dato  un 
sistema  qualunque  S  di  elementi,  si  può  sempre  scegliere  fì'a 
gli  elementi  di  S  un  numero  finito  di  tali  che  ogni  altro  ele- 
mento di  S  sia  una  combinazione  lineare  in  @  di  essi. 

IX.  Camblamonto  della  basa  di  ■■  modula.—  Nei  q.  pre- 
cedenti abbiamo  avuto  più  volte  uccasiuue  di  vedere  come,  dato 
un  modulo  ^)l&,  se  ne  possa  io  vai-i  modi  costruire  una  base.  Un 
procedimeato  che  ritorna  spesso  per  dedurre,  da  una  base  data 

(3)  A,  A,  ...  A. 

dì  un  modulo  S)l&  in  un  campo  auroerico  Q,  uua  nuova  base 
ili  esso  è  il  seguente:  si  iodichioo  eoo  m^  oumeri  del  campo 
6  arbitrariamente  fissati  e  si  pouga 

(18)         B<=A<+      2     m^A^        (f  =  l,2,...,m)  ; 
quindi  in  partì cotai-e 


B,  =  A, 

(13-) 

B,-A,  +  ».„A, 

Oli  elemeuti 

(13) 

B,B,  ...  B. 

costituiranno  appunto  una  nuova  base  per  il  modulo  S1&.  In- 
fatti dalle  (12),  (12')  si  ricava 

A,=B, 

A,  =  B,  —  m,,  A,  =  B,  —  ra,,  B, 
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io  generale 

(14)  A,  =  B,—      2     "rt^*  • 

dove  ì  coefficienti  n^  si  calcolano  mediante  la  formola  ricorreute 

(16)                         n^^^m^—     2     m,.n^  . 
j=*+" *-» 

Dalle  (14)  risulta  [n.  5,  6]  che  ogni  combinazione  lineare  in  <2 
degli  elementi  (3)  (e  cioè  (^ni  elemento  del  modulo  considerato) 
si  esprime  come  combinazione  liueure  in  i2  degli  elementi  (13). 

X.  Fioìremo  con  alcune  osservazioni  generali  sulla  nozione  dì 
■  modulo  ».  Qua]  relazione  passa  fra  i  due  significati  della  pa- 
rola *  modulo  »  uel  pi'esente  §  e  nei  §§  1  (n.  I  e  seg.),  2  {n.  XVI 
e  sflg.)' 

In  un  campo  numerico  S  fissiamo  un  uumero  p ,  e  considaria- 
mo  il  modulo  in  i?  che  ha  per  base  ;•;  indichiamolo  con  (p).  Di- 
ciamo che  due  numeri  di  €  sono  fra  loro  cou(;(-ui  rispetto  al 
modulo  (p)  quando  la  loro  differenza  è  un  numero  di  (p).  La 
congruenza  rispetto  al  modulo  (p)  diviene  allora  identica  colla 
«congruenza  rispetto  al  mod.  p»  definita  ai  luoghi  citati. 

Naturalmente  la  ilefìnizione  ora  data  di  congruenza  rispetto 
ad  un  modulo  si  può  ripetere  per  un  modulo  qualunque  in  £ , 
costituita  da  elementi  di  €;  in  particolare  per  un  modulo  defi- 
nito da  una  base  (3)  costituita  da  un  numero  qualunque  dì  ele- 
menti di  Q.  Supponiamo,  ad  es.,  che  Q  sìa  il  campo  dei  polino- 
mi in  una  variabile  a  coettlcieotì  interi,  e  consideriamo  il  mo- 
dulo che  ha  per  base  un  uumero  (intero)  p  e  un  poliaomlo  P 
del  campo;  indichiamolo  con  (^,P):  due  polinomi  del  campo 
saranno  fra  loro  congrui  rispetto  al  modulo  (p,  P)  precisamente 
quando  essi  sono  congrui,  secondo  la  definizione  del  §  2,  n.  XXII, 
rispetto  al  mod.  p,P.  Se  p  sarà  numero  primo  e  se  il  modulo 
(p,P)  non  conterrà  polinomi  riduttibili,  le  classi  di  polinomi 
congrui  rispetto  a  (p.ì*)  costituiranno  dunque  un  campo  di 
Galois  [§  2,  n.  XXII]. 
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XI.  Le  classi  di  grandezze  omogenee  della  pratica  (lunghezze, 
pesi,  temperature,  ecc.)  sono  moduli  ael  campo  dei  numeri  reali  ') 
aventi  per  base  una  gniodezza  qualunque  (non  nulla)  della  classe. 
La  determi naztoD e  della  misura  di  uua  grandezza  consiste  pre- 
cisamente nel  rappresentare  detta  grandezza  come  prodotto  della 
base  scelta  (unità  di  misura)  per  un  numero. 

S  5.  -  SOSTITUZIONI  LINEARI 

1.  SostMuiloRi  llnaarl.  —  Sia 

F(ar,x,  ...  xj 

una  funzione  delle  variabili  x,,a:,,...,w„  definita  quando  cia- 
scana  dì  queste  ha  per  dominio  un  modulo  S)|&  nel  campo  @ 
(lo  stesso  per  tutte  le  variabili).  Indicando  con  p,,Vt,...,^„  un 
altro  sistema  di  variabili  aventi  ancora  per  dominio  €)t&,  e  con 
ay(i=  1 ,2,... ,  »i  ;  J=  1 ,2, ....  n)  numeri  di  S,  possiamo  con- 
siderare la  riinzione  di  funzioni  che  si  ottiene  attribuendo  in  F 
alle  a)f  i  valori 

(1)  Xi  =  a„i/,  +  «„(/,  + ...  +  a,,i/„  =2l  ^oVj 

j 
(i  =»  1  . 2 , . . . ,  m    ;   j  =  1 , 2 , . . . ,  n)  . 

Si  dice  che  le  (1)  esprimono  una  sostituzione  lineare  (omoge- 
nea) ')  fra  le  due  serie  di  variabili  ìt,  ,  ìe, aj„  e  i/i ,  y, , ... ,  y^  ; 

e  si  dice  che  sulla  funzione  F(ir,xr,  ...  x,J  si  effettua  la  detta 
sostituzione  lineare  quando  si  sostituiscono  in  essa  alle  a;,  le 
funzioni  delle  i/„  espresse  dalle  (1).  La  funzione  F'(J/^y,  ...  yj 
delle  variabili  v»  che  così  si  ottiene  si  dirà  lras/i?rmata  della 
F(ir,  3p,  ...  .«„)  per  mezzo  della  sostituzione  (I). 

*)  Ci  riferiamo  qui  &lla  nozione  di  numero  reals  nota  dall'  algebra 
elenaentare  ;  sopra  questa  nozione  e  aulla  sua  applicazione  alla  misura 
delle  grandesse  ritorneremo  io  seguito. 

')  Questa  indicaBione  di  oatogenea  si  ommette  in  generale,  quando 
non  se  naKa  equivoco  [cfr.  n.  8]. 
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I  secondi  membri  delle  (1)  sodo,  io  particolai-e,  le  l'uuziODi  tra- 
itformate  mediante  la  sostituzione  lineare  coQslderata  delle  sin- 
gole Xi ,  conaidarate  [§  3,  n.  3]  come  funzioni  delle  variabili  x, , 

Se  F(a!, a?,  ...  w^  e  funzione  omogenea  delle  variabili  x^, 
F'(V|  Vi  •■-  Vh)  sarà  funzione  omogenea  delle  variabili  y^:  per- 
chè, se  con  t  si  ìndica  una  variabile  avente  per  dominio  il  cam- 
po 6,  il  valore  che  F'  assume  quando  a  ciascuna  y^  sì  sosti- 
tuisce ty^,  è  uguale  al  valore  che  assume  F  quando  a  ciascuna 
x^  si  sostituisce  ti  valore  che  a?,  assume  quando  nelle  (I)  »i 
sostituisce  ty^  a  v„,  e  cioè  [§  4,  n.  1,  2*  e}]  tx,.  A  causa  della 
supposta  omogeneità  di  F(x^-t^  ...  x^,  essa,  e  quindi  F',  si 
moltiplicano  allora  per  una  (stessa)  funzione  g(t)  della  varia- 
bile t. 

2.  Ricordando  che  si  può  considerare  >3  medesimo  come  un 
modulo  in  €  [g  4,  d.  4],  si  ha  che,  in  particolare,  sostituziooi 
lineari  si  potranno  effettuare  sopra  funzioni  di  variabili  aventi 
per  dominio  il  campo  Q. 

Se  allora  F(XfX,  ...  x„)  è  una  funzione  razionale  intera, 
e  cioè  è  rappresentata  da  un  polinomio  nelle  x^,  ogni  suo  ter- 
mine di  grado  k  sì  trasforma  in  una  forma  algebrica  dì  ordine 
k  nelle  y^  (prodotto  di  h  forme  lineari  secondi  membri  delle  (1) 
[cfr.  §  2,  n,  I7J);  e  quindi  anche  F'{v, y,  ...  ì/„)  sarà  una  fun- 
zione razionale  intera  (esprimendosi  come  somma  di  tali  forme). 
Se  in  particolare  il  polinomio  F  è  Ibrma  algebrica  di  ordine  n, 
e  quindi  tutti  i  suoi  termini  hanno  grado  n,  anche  F'  risulterà 
forma  algebrica  nelle  y^  di  ordine  n.  Più  generalmente  la  tra- 
sformata di  una  funzione  razionale  intera  di  grado  n  è  ancora 
una  funzione  razionale  intera  di  grado  n. 

3.  Nel  caso  ora  considerato  in  cui  il  dominio  delle  varia- 
bili è  lo  stasso  campo  numerico  €  cui  si  suppongono  apparte- 
nere  i  numeri  a^,  accade  spesso  di  trasformare  una  funzione 
F(a:, ìt,  ...  ir„,)  por  mezzo  di  sostituzioni  della  forma 

(2)  ir(  =  o„  +  o„y, -|-a(,i/,  +  ...  +  a„i/„  , 
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orvero  della  forma 


Sì  dice  che  (2)  e  (3)  i-appresentaao  rispattivamaate  una  so- 
slituzUme  lineare  intera  non  omogenea  e  uua  sostituzione  li- 
neare frotta;  esse  si  Hcooducouo  im  mediata  mente  alle  sosti- 
tuzioni lineari  omogenee  dei  a.  prec  Invero  ai  effettua  la  so- 
stituzione (2)  se  dapprima  si  effettua  la 

(2*)  X,  =  a,-.  I/o  +  a„  y,  +  o„  i/,  +  ■ . .  +  a,„y„ 

e  quindi  si  pone  ^,  =  1;  si  effettua  la  (3)  se,  dopo  aver  posto 
a;,  =  — ;',  si  eseguisce  la  sostituzione  lineare  intera  non  omogenea 

(3')      a-'.=aj,+aj, y^+a.,y^+  . . .  +a^y^        U=0 ,ì  ,2, ...  ,m)  . 

4.  Prodotto  di  sostHuzIonl  llnaarl.— Sopra  alle  Tunzioni 
secondi  membri  delie  (I)  effettuiamo  la  sostituzione  lineare 


(4)  Vj=26^«.        0=1.2 n  ;  A  =  1.2 p)  . 

Otterremo  [cfr.  §  ^,  n.  6,  (5),  (6)] 

Queste  eguaglianze  (5)  esprimono  una  nuova  sostituzione  li- 
neare fra  le  due  serie  dì  vai'iabili  jr, ,  a:, , ... ,  »„  e  s^,s^,.„,z^, 
la  quale  si  chiamerà  prodotto  delta  sostituzione  (I)  per  la  so- 
stituzione (4).  (Si  noti  che  non  sarebbe  Io  stesso  dire  prodotto 
della  sostituzione  (4)  per  la  sostituzione  (I)  [cfr.  u.  8]). 

Poniamo  in  evidenza,  per  le  future  applicazioni,  il  modo  come 
ai  formano  i  coefficienti  di  (5)  mediante  quelli  di  (1)  e  (4):  se 
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la  (5)  si  scrive  brevemente 
(5')  3',=2da 


(6)  rf,7.  =  2«./^. 

Si  rappresenta  spesso  ìq  modo  abbreviato  una  sustìtuzioue  li- 
ueare  mediante  un  s^uo,  per  es.  una  lettera.  Si  rappresenta 
allora  il  prodotto  di  una  sostituzioos  S  per  un'altra  T  scriven- 
do: ST.  Riferendosi  a  questa  scrittura  lo  si  chiama  anche  spesso 
prodotto  a  destra  di  S  per  T  ovvero  prodotto  a  sinistra  di  T 
per  S- 

5.  Se  aopra  la  funzione  Y{x^x^  ...  x^  si  effettua  la  sostitu- 
zione (1)  s)  ottiene  la  funzione  trasformata  F'(y,  Vi  --■  fj>  ^^ 
quiudi  sopra  questa  funziono  sì  etf'ettua  la  sostituzione  (4)  si 
otterrà  una  nuova  trasformata  r"(5, -,  ...  z^  F"(2, 2,  ■■■  3^) 
sarà  la  trasformata  di  F(x,w,  . . .  x„)  mediante  la  sostituzione 
prodotto  (5).  Infatti  sì  perviene  alia  funzione  F"  attraverso  F 
e  F'  attribuendo  iu  F  alle  x^  i  valori  (1)  [g  3,  n.  10],  ed  attri- 
buendo quindi  alle  variabili  j/j  i  valori  (d);  ora  ciò  equivale 
ad  attribuire  alle  Xt  i  valori  che  assumono  le  funzioni  secondi 
membri  delle  (1)  quando  alle  i/j  si  attribuiscono  i  valori  (4); 
tali  valori  sono  appunto  espressi  dai  secondi  membri  delle  (5). 

3.  Sopra  una  fiinzione  F  si  effettui  dapprima  la  sostituzione 
S,  e  si  ottenga  F':  sopra  questa  si  effettui  la  sostituzione  T,  e 
si  ottenga  F";  sopra  questa  infine  sì  effettui  la  sostituzione  U 
e  si  ottenga  cosi  F'".  Si  passerà  da  F  a  F"  mediante  la  sosti- 
tuzione ST  [a.  5J,  cosiccbò  F'"  si  potrà  considerare  come  tra- 
sformata di  F  mediante  il  prodotto  (ST)U;  ma  poiché  tonal- 
mente fn.  5]  si  passa  da  F'  ad  F"  mediante  la  sostituzione  TU, 
cosi  F'"  è  pure  trasformata  di  F  per  mezzo  della  sostituzione 
S(TU).  Ogni  funzione  si  trasforma  quindi  mediante  1  due  pro- 
dotti (ST}U,S(TU)  iti  una  stessa  funzione;  essi  rappresentano 
dunque  la  stessa  sostituzione;  basta  invero  porre  F  =  a:(  per 
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concludere,  ia  particolare,  che  Ip  due  sostituzioni  (ST)U,S(TU) 
fanno  corrispondere  a  ciascuna  variabile  a\  la  stessa  funzione 
(combinazione  lineare)  delle  nuove  vanabìli  [cfr.  n.  1].  Io  segni, 
è  dunque 
(7)  (ST)U  =  S{TU)  . 

Si  può  d'altronde  verìQcare  facilmente  questa  relazione  me- 
diante il  calcolo  diretto  dei  due  membri.  Le  sostituzioni  S ,  T ,  U 
siano  infatti  rappresentate  rispettivamente  da 

S    ...    a7,  =  2«(iyj 

,i=l,2.... 

■u  ...  ..-2«„,.       ^'-''^ « 

La  sostituzione  {ST)U  sarà  della  forma 

dove,  a  causa  delle  formolo  (6)  del  n.  4, 

«"  =  2  (2  «.ì^^)*'-.  =  2<*'j''j»''«  = 
e  la  sostituzione  S(TU)  sarà  della  forma 

'r.=  2/''''" 
dove,  ancora  applicando  le  stesse  formole,  si  deve  avere 


li  prodotto  di  sostiiusioni  gode  duvique  della  proprietà  asso- 
dativa. 


□igitizedbyGoOgIc 


186  SDHTlTUKInNI  J,IS-RAKI  I.  ìj  &. 

È  facile  vedere  che  questo  prodotto  dou  gode  però  di  altre 
proprietà  del  prodotto  di  aumeri  [cA*.  u.  8]. 

7.  Si  considerano  in  generale  come  non  distinte  due  sostitu- 
zioaì  lineari  che  dlfTeriscano  fra  loro  soltanto  per  i  nomi  attri- 
buiti alle  variabili  [cfr.  §  3,  o.  6j;  due  tali  sostituzioni  si  rap- 
presenteranno quindi  con  una  stessa  lettera. 

8.  Questa  convenzione  permette  di  pensare  alla  possibilità  di 
permutare  i  fattori  in  un  prodotto  di  sostituzioni:  precisamente, 
se  S  è  una  sostituzione  fra  due  seria  rispettivamente  di  m  e  n 
variabili,  e  T  una  sostituzione  Ira  due  serie  rispettivamente  di  n 
«  p  variabili,  si  potrà  fare  il  prodotto  ST;  ma  afflnchè  si  possa 
pensare  un  prodotto  TS  é  necessaria  che  sia  p^m.  Quando  que- 
sta condizione  si  verifica  i  due  prodotti  sono  però  in  generale 
differenti.  Per  assicurarsene  basta  costruire  un  esempio  in  cui 
questi  due  prodotti  siano  in  fatti  diversi. 

Le  aostituKioni  8  ,  T  eiano  per  es. 


T     ...     ■r-^=y^     ,     ^,  =  y, 
1  due  prodotti  saranno  rispettivamente 


TS      ...     X,  =  y,      ,      X,  =  y,     ,      X,  =  j,,   . 

9.  Matrici.  —  A  causa  della  conveuzioue  fatta  nel  u.  7  di 
considerare  come  non  distinte  due  sostituzioni  lineari  che  dif- 
feriscano solo  per  i  nomi  attribuiti  alle  variabili,  ogni  sostitu- 
zione lineare  sarà  determinata  quando  se  ne  conoscano  i  coef- 
ficienti. Usa  raccogliere  questi  coefficienti  in  una  tabella  di- 
sposta in  lìnee  e  colonne,  ponendo  in  una  stessa  linea  ì  coeffi- 
cienti di  una  stessa  delle  combinazioni  lineari  che  definiscono 
la  sostituzione,  ed  in  una  stessa  colonna  i  coefficienti  della  stessa 
variabile  nelle  varie  combinazioni  lineari.  Così  la  sostituzione 
lineare  S  definita  dalle  (1)  si  rappresenterà  colla  tabella  dì  coef- 
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Tabelle  di  numeri  di  questa  forma  si  iccoQtrerauuo  anche  in 
altre  analoghe  occasioni;  si  chiameranno  matt'ici.  La  matrice 
(8)  contiene  tn  linee  ed  n  colonne;  i  numeri  a^  si  dicono  i  suoi 
elementi;  i\  loro  numero  è  evidentemente  mn  {alcuni  di  essi 
possono  d'altronde  essere  nulli). 

Indicando  con 

a^       [i=\,%,...,m  ;i=1.2,...,n) 
l'elemento  generico  della  matrice  A,  rappresenteremo  spesso  con 

la  matrice  A  medesima;  nell'espressione  fflj  il. primo  indice  rap- 
presenterà dunque,  in  generale,  la  linea  a  cui  l'elemento  appar- 
ttene,  ed  il  secondo  la  colonna. 

IO.  Se  T  è  la  sostituzione  rappresentata  dalla  matrice 


il  prodotto  ST  sarà  rappresentato  [n.  4,  (5),  (6)]  dalla  matrice 
Questa  matrice  (11)  si  chiama  perciò  prodotto  dette  matrici 
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A.B  e  si  rappresftnta  con  AB.  Più  precisamente,  riferendosi  a 
questa  scrittura,  la  si  chiama  prodotto  a  destra  di  A  per  B  o 
prodotto  a  sinistra  di  B  per  A  [cfr.  n.  4].  Spesso  pure,  per  ri- 
cordai-e  che  a  formare  ciascuD  elemento  concorrono  gli  elementi 
delle  singole  linee  di  A  e  colonne  di  B,  si  dirà  prodotto  di  A 
per  B  per  linee  e  colonne. 
Dal  n.  6  si  ha  che  il  prodotto  di  matrici  è  associativo. 

11.  Matrici  coniugata.  —  Si  chiama  matrice  coniugata  o 
trasposta  di  una  data  matrice  A  quella  matrice  che  ha  per  linee 
le  colonne  e  per  colonne  le  linee  di  A.  Rappresenteremo  la  ma- 
trice coniugata  dì 

A-(|a,l) 
con 

A,  =  (l»6l),  ■ 

In  generale  scriveremo 

per  rappresentare  la  matrice  che  ha  per  elemento  generico  a^j. 
ma,  contrariamente  alla  convenzione  del  n.  9,  il  primo  indice 
vi  rappresenta  la  colonna  e  il  secondo  la  linea  a  cui  l'elemento 
appartiene.  . 

Si  noti  che  la  matrice  coniugata  della  coniugata  dì  A  è  A 
stessa;  in  segni 

(12)  (A,),  =  A  . 

12.  Sostituzioni  llnaarl  sopra  m  variabili.  —  Matrici 
quadrato.  —  Nel  maggior  numero  dei  casi,  come  nell'esempio 
del  n.  8,  sì  considerano  sostituzioni  lineari  fra  serie  di  variabili 
tutte  nello  stesso  numeni.  In  questa  ipotesi ,  conviene  spesso 
rappresentare  le  due  serie  di  variabili  fra  cui  avviene  la  sosti- 
tuzione colle  stesse  lettere,  per  es.  ir,  a",  ...  x„ .  La  sostituzione 
ai  dice  allora  sostituzione  lineare  sopra  m  variabili,  e  consi- 
sterà nel  porre,  in  ogni  funzione  delle  a-,,  al  lut^o  di  ciascuna 
variabile  rispettivamente   una  determinata   funzione  (combina- 
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zioutì  liutsare)  ^o^Xj  delle  variabili  madesìme.  Nou  si  poti'ebbu 

però  più  senza  equìvoco  esprimere  questo  fatto  mediante  il  sa- 
gno ^,  come  nelle  (1):  si  rappresenta  perciò  la  sostituzione 
col  simbolo 

iISj  I>,  Il  2«.j^j'- 

Se  allora  si  canibìaranuo  ì  nomi  alle  variabili  [n.  7],  si  iuten- 
dtirà  cbe  gli  stessi  cambiamenti  debbano  farsi  dalla  due  parti  del 
sej^QO   II ,  senza  di  che  non  si  riterrà  invariata  la  sostituzione. 

La  matrice  che  rappresenta  una  sostituzione  lineare  sopi'a 
date  variabili  ha  tante  linee  quante  colonne  e  si  dice  quadrata  ; 
per  opposizione  si  dice  rettangolare  una  matrice  che  abbia  dif- 
ferenti numeri  di  linee  e  colonne. 

Una  matrice  quadrata  di  m  linee  e  m  colonne  si  dira  di  or- 
dine m. 

Oli  elementi  a„ ,  la  liuea  e  la  colonna  dei  quali  hanno  uguale 
indice,  si  dicono  costituire  la  diagonale  principale  della  matrice; 
i^li  elementi  a^_^  si  dicono  costituirne  la  diagonale  secondaria. 

13-  Si  chiama  identità  o  sostituzione  unità  {e  si  rappresenta 
spesso  col  simbolo  1  ovvero  E)  una  sostituzione  lineare  della 
forma 

{«.Ila;,-)        ii=\,-Z m)  ; 

essa  sarà  rappresentata  dalla  matrice  quadi'ata 

,1     0    0     ...     0 
1     0    ...    0 
E=\  0    0     1     ...    0 


0    0    0    ...     1 


che  si  dirà  pui-e  matrice  unità  di  ordine  m. 

La  matrice  coniugata  [n.  It  |  di  una  matrice  unità  è  la  stessa 
matrice  unità. 

Il  prodotto,  tanto  a  destra  quanto  a  sinistra  [a.  10,  4] ,  di  una 
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matrice  (sostituzione)  qualsiasi  per  una  matrice  (sostituzione) 
unità  è  la  matrice  (sostituzione)  medesima. 

14.  Una  sostituzione  o  matrice  T  si  dirà  inrpfsa  a  dpstra 
AfWfi  costituzione  n  matrice  S  quando  sì  ha 

ST  =  £; 

S  si  dirà  allora  inversa  a  sinistra  di  T.  Non  sempre  una  ma- 
trice (sostituzione)  ha  inversa  da  una  parte  determinata  [cfr. 
o.  Vi].  La  matrice  unità  e  inversa  di  se  stessa  sia  a  destra  che 
a  sinistra. 

15.  Sostituzioni  sopra  m  lottaro.  —  Chiamiamo  matrici 
semplici  quelle  matrici  quadrate  che  hanno  sopra  ciascuna  linea 
e  sopra  ciascuna  colonna  un  solo  elemento  non  nullo,  e  questo 
=  1.  Per  determinare  una  tal  matrice  basterà  assegnare  per 
ciascuna  linea  l'indice  della  colonna  cui  appartiene  il  suo  ele- 
mento 1;  rappresenteremo  quindi  brevemeule  le  matrici  sem- 
plici con  simboli  della  forma 

dove  ft,  hy  ...  A„  sono  gli  indici  1 , 2 , . . . ,  m ,  presi  in  un  ordine 
qualunque,  delle  linee  della  matrice  e  A,A,  . . .  ft„  sono  gli  indici 
delle  colonne  cui  appartengono  gli  elementi  1  delle  linee  aventi 
gli  indici  rispettivamente  sovrastanti. 
Sarà  dunque 

(15)     l^hf^m  ,  l^ht^m    ;    A, 4: A^  .  ft, 4; A^    per    i:^j  . 

Sono  equivalenti  simboli  (14)  che  difterlscano  solo  per  l'ordine 
delle  loro  colonne,  purché  non  si  mutino  le  coppie  '  che  co- 
stituiscono le  sìngole  colonne.  Si  potrà  quindi,  ove  sia  il  caso. 
ordinare  i  numeri  A,  ft,  ...  A„  0  i  numeri  A,/;,  ...  k„  va  un 
modo  assegnato,  per  ea.  nell'ordine  naturale. 


Cosi  sarà 


/25  184\_/12  34  6\       /864  1  a\ 
^6941  8j~\,46  132/      i  12845/  * 
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Una  matrice  semplice  (14)  rappresenta  ima  sostituzione  linaare 
della  fornia 

(^''J  ('^X  II  -^s)  ■ 

ove,  cooforiuemeute  al  a.  12,  si  rappi^sentauo  le  due  serie  di 
variabili  colle  stesse  lettere  ir,,ic, , . .  .,a7„. 

10. 1  gruppi  a\  a?j  --■«),  .  a?»  ic*  ■  ■  •  ^n  si  dicoDo  permuta- 
sùml delie  m  varialHii  x^x,  ...  x,„,  m  altri  termini, considerato  il 
gruppo  x^Xy...  x„  come  una  funzione  delle  variabili  a',,aJ,,...,<r„ 
[§  3,  Q.  .3;  cfr.  g  6.  □.  1] ,  si  chiama  permutazione  delle  dette  varia- 
bill  (^ui  sua  traslòrmata  per  una  sostituzioue  lineare  dell»  forma 
(Ifl).  Se  alle  variabili  x,,x, »„  si  attribuiscono  rispettiva- 
mente i  valori  a, ,  a, , . . . ,  a„ ,  ciascuna  loro  permutazione  prende 
il  valore  [§!t,n.  1]  dì  un  determinato  gruppo  formato  coi  detti 
valori  delle  variabili;  e  questo  gruppo  si  dirà  ancora  una  per- 
mutazione delle  flj .  Cosi  in  particolare  A,  A,  ...  ft„  ,  A,  ft,  ■ . .  ft„ 
saranno  permutazioni  del  gruppo  di  numeri  12  ...  m;  e  pre- 
cisamente saranno  i  valori  che  assumono  le  permutazioni 
x^  x^   ■  ■  ■  ^»    >  ^K  *'*    ■  ■  ■  ^k    P'*'"  i^i^  1 ,  i»,  =  2 , . . .  >  iC„=  ff». 

17.  La  sostituzione  lineare  (16)  si  chiama  una  sostituzione 
sopra  te  m  lettei-e  o  oggetti  o  variabili  ')  x^Wt  .-.  »„■  La  cor- 
rispondente espressione  (H)  si  chiamerà  il  simbolo  della  sosti- 
tuzione; spesso  si  numinerà  la  sostituzione  mediante  il  suo 
simbola 

Le  permutazioni  di  indici  A,  A,  . ..  A„  ,  A, *,  . ,.  A^  che  com- 
poDgono  il  simbolo  (14)  si  chiameranno  rispettivamente  il  nu- 
meratore ed  il  denominatore  del  simbolo,  od  anche  della  sostl- 
tDzione. 


')  Si  dà  la  preferenza  ai  termini  <  lettere  >  o  <  oggetti  >  invece  di 
e  T&riabilì  >  per  evitare  equivoco  calla  nosione  generale  di  ■  soatitu- 
xione  lineare  Mpra  m  variabili  >  [n.  12J.  Si  noti  che  non  è  più  necee- 
narìo  supporre  [n.  IJ  che  le  variabili  ubbìauo  per  dominio  un  modulo, 
perchè  questa  ipoteai  era  imposta  aoltanto  dalla  necesaitji  di  conside- 
rare combìnaiioni  lineari  che,  nel  caso  presente,  sì  riducono  tutte  od 
un   termine  solo. 
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IS.  Il  prodotto  di  due  sostituzioni  sopt-a  m  lettere  è  ancora 
una  sostituzione  sopra  m  lettere  ;  precisamente ,  se  il  numera- 
tore della  seoonda  sostituzione  si  ordina  in  modo  fu.  15]  che  ri- 
sulti uguale  al  denominatore  delia  prima,  il  prodotto  sarà  rap- 
presentato dal  simbolo  che  fui  per  numeratore  il  numeratore 
della  prima  e  per  denominatore  il  denominatore  della  seconda  : 
io  se^nì 

(17)        (  ".''.■■■"". ■).(*'*"■'  *")=('■"'  ■■•"-■)- 
^    '       \k,k,  ...  k„l  \l,i,    ...l„)     \l,l,    ...l„l 

lafatti  la  prima  sostjtuzioae  fa  porre  a:^  al  posto  di  x^  ;  la 
seconda  fa  porre  x,  al  posto  di  x^;  il  loro  prodotto  farà  dunque 
porre  x,   al  posto  di  x^_  . 

Si  verifica  d'altronde  facilmente  la  regola  anche  etfettuandu  il 
prodotto  [n.  10  (11)J  della  due  matrici  semplici  [a.  15]  che  rap- 
presentano le  due  sostituzioni. 

19.  La  matrice  unità  d'ordine  m  [n.  13]  è  una  matrice  sem- 
plice; essa  sarà  rappresentata  dal  simbolo 

Applicando  la  regola  del  u.  prec  sì  vede  allora  che 

/  A,  A,  . . .  /(„,  \   /  /£,  A,  . . .  A,„  \ 
\  A,  ft,  ...  ft„/  \  A,  A,  ...  A„/ 

^/A,A,  ...  A«\  /A.A,  ...  A„\      p 
"Va,  A,  ...  A„  j'I  A,  A,  ...  A„/  ' 

e  cioè  [d.  14]  l'inversa,  a  destra  o  a  sinistra,  di  una  matrice 
semplice  è  la  matrice  semplice  che  si  ottiene  scambiando,  net 
siìnbolo  che  rappt^esenta  la  matrice  data,  il  numeratore  col  de- 
nominatore. 

Si  noti  l'analogia  delle  regole  dei  n.  18,  19  con  quelle  analo- 
ghe relative  alle  frazioni. 

20.  Invece  dei  simboli  completi  della  forma  (14)  useremo  spesso 
simboli  incompleti,  iu  cui  il  numeratore  e  il  denominatore  sono 
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costituiti  da  uaa  parte  soltaato  dei  aumeri  l,2,...,m  (gli 
stessi  numeri  però  appartenendo  ai  dee  gruppi).  Un  lai  simbolo 
incomplelo  starà  a  raptn-esentare  il  simbolo  completo  che  si  ot- 
liene  aggiungendovi  le  colonne  /ormate  dalle  coppie  di  elementi 
uguali  fra  loro  ed  uguali  ai  numeri  (^  \  e  ^m)  che  già  non 
appartengono  al  simbolo  incompleto. 

Coai,  ae  m  ^  6  ,  sarà,  per  dufiDizione, 

/l  263\_/125846\ 
\335  l/~"\2851  46/  ' 

Assegnato  uo  simtwlo  incompleto,  è  asijegnato  pure  il  sinibolo 
completo  equiruleute,  secondo  la  precedente  definizione,  se  è 
dato  il  numero  m  delle  vartabili  su  cui  si  fa  la  sostituzione;  ma 
se  questo  numero  non  è  dato  altrimenti,  dalla  conosceuza  del 
simbolo  incompleto  si  può  solo  affermare  che  in  è  maggiore  o 
uguale  al  massimo  ìndice  che  compare  nel  numeratore  e  nel 
denominatore  del  simbolo  medesimo;  sono  adunque  allora  infi- 
niti ì  simboli  completi  corrispondenti.  Richiamiamo  qui  l'atten- 
zione su  questo  fatto  che  tutto  quanto  in  seguito  sarà  detto  in- 
toitw  ai  simboli  incompleti  saì^à  indipendente  dal  numero  iotale 
degli  indici  che  si  suppongono  formare  il  simbolo  completo  corri- 
spondente. 

21.  Applicando  la  regola  del  n.  18,  si  veda  subito  che  il  pro- 
dotto di  due  simboli  incompleti  formati  cogli  stessi  indici  si  ot- 
tiene colla  stessa  regola  [a.  18]  del  pr-odotto  di  simboli  comple- 
ti; ordinando  opportunamente  la  colonne  in  uno  dei  due  simbo- 
li, essi  prendono  infatti  allora  la  forma 


ihji,  ...  /i^\  lk,k. 

U,  kt  ■■■  lij    '     U,  l, 


k.  .. 


dove     A,  A,  . . .  Ap  ,  A,  A,  . . .  Ap  ,  ^,  /,  . . .  l^    sono     permutazioni 
[n.  16]  degli  stessi  p  fra  i  numeri  l  ,2,  ...,m;  indichiamo  con 
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''t''i  ■■■  *'«-,  i  rimaoeDtì  di  questi  numeri:  sì  ha  [o.  20,  18J 

/A,  A,  ...  HA  A,  A,  ■■•  A,\ 
U,ft,  ...  hJ'\l^l,    ...  ij 

/h^h^  ...  A^r,  ...  r,„j,\     /A,  A,  .. .  A,r,  .. .  »'„_p\ 
^UiA,  ...  A,r,  ...  i-„_jj  *  V,/,    ...  f^r,    ...>\,,J 

_(fltfi^  ...  A^r,  ...  ^'«-pV/AiA,  ...  AjA 

Si  ha  pure  subito  che  il  prodotto  di  citte  sitnboli  ineomplett 
che  non  aàtiano  indici  comuni  è  il  simbolo  che  si  ottiene  anni- 
cinando  i  due  dati  e  riunendoli  in  un  sitnòolo  imtco.  Si  ha  cioè 


/A,  A.  ■..  A,\      /A^...  A^\ 
U,A,  ...  kj     \A^,  ...  k^f 


th,h,  ...n^h^,  ■■■  A^\      /A.i 
Va,A,  ...  ftpA^  ...  A^/     \A,i 


^A,A,  ...  A,  A^,  ...  A^^  ^A,  A,  ...  A,  A^,  . 


_  /A,  ft,  . . .  Aj,  A 
"  \ft,  A,  ...  A,  A 


:)■ 


ss.  Suppoaiamo  che  le  variabili  ar,  ,(r, , . . .  ,x„  abbiano  per 
dominio  un  campo  numerico  [n.  'Z];  se  allora  sulla  funzione 

(19)  S-^-^,       t^*-'* 

si  effettua  la  sostituzione  (Itt),  essa  si  trasforma  uella  funzione 

ajfc  —  iCj  ; 

e,  a  causa  dalle  ultime  relazioni  (15),  differenze  (Id)  corrispon- 
denti a  valori  diversi  degli  indici  i ,  j  hanno  trasformate  diverse 
fi"a  loro. 

Consideriamo  ora  tutte  le  diffei'enze  (19)  che  si  possono  l'or- 
mare colle  m  variabili  a;,  ,a7, , .  ..,ir„,  e  indichiamo  con  P  un 
pi-odotto  di  tali  differenze  fra  i  cui  fattori  uè  esista  una  ed  unu 
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sola  uguale  od  opposta  a  ciascuua  di  esae  (tale  è  per  ea, 

J[ia;,-Xj)    ,  (i=l,2,...,m    ;  j=i+ì  ,i^Z,...,m))  . 

Se  sopra  questa  funzione  si  effettua  la  sostituzione  (16),  essa  si 
trasforma  in  un  prodotto  analogo  P',  il  quale  quindi,  a  meno  del 
segno,  sarà  composto  degli  stessi  fattori  dì  P  e  sarà  quindi  uguale 
od  opposto  a  P  (secondochè  un  nuroei-o  pari  o  un  numero  dì- 
spari di  differenze  fra  le  variabili  ha  n^i  due  prodotti  segni 

p 
opposti).  Il  rapporto  -p,  fra  le  due  funzioni  sarà  dunque  ±  1. 

23.  Si  deve  notare  ctie  questo  rapporto  dipende  bensì  dalla 
sostituzione  (16)  considerata,  ma  non  dal  modo  in  cut  si  è  for- 
mato  il  prodotto  P;  se  invero  P,  è  un  altro  prodotto  soddisfa- 
cente alle  stesse  condizioni ,  sarà  ancora  composto  di  fattori 
uguali  od  opposti,  ciascuno  a  ciascuno,  ai  fattori  di  P;  il  rap- 
porto P;P,  è  dunque  aucora  una  fuuzioue  costante  delle  varia- 
bili j;, ,  j), , . . . ,  a;,„ ,  e  precisamente  =  ±  1  ;  se  sopra  questa  fun- 
zione si  effettua  la  sostituzione  (16),  la  fuuzìone  trasformata 
dovrà  ancora  assumere  lo  stesso  valoi-e  costante.  Se  dunque 
P',P/  sono  le  funzioui  trasformate  di  P  e  di  P,  per  la  sostitu- 
zione (16),  si  ha 

P,      P,'  • 
onde 

(20) 


li  rappoflo  P  :  P'  è  dunque  funzione  soltanto  della  sostitu- 
zione (16)  (costante  invece  rispetto  alle  variabili  a;,.;*; x„ 

[§  3,  u.  4]);  lo  rappresenteremo  con 

«IKK 


/lt,h,  ...  4.,\ 
U, k,  ...  kj  ' 


II  campo  di  variabilità  di  c)uesta  l'unzione  si  compone  d 
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due  numeri  le  — 1.  Si  può  allora  porre 

dove  0  è  la  caratteristica  di  una  auova  fuozione  della  sostitu- 
zione (16).  Il  dominio  di  0  sarà  costituito  dalla  totalità  del  du- 
meri  interi;  e  precisamunte  ad  ogni  sostituzione  corrisponde- 
ranno come  valori  di  0  tutti  gli  interi  pari  (0  incluso)  ovvero 
tutti  gli  interi  dìspari  secondochè  il  valore  di  S(  *  '  '"  "I 
è  1  0  —  1.  Nel  seguito  noi  assegneremo  spesso  alla  finzione  0, 
per  una  determinata  sostituzione,  un  valore  che  si  presenterà 
particolarmente  comodo  nelle  deduzioni  [v.  per  es.  n.  26-39],  ma 
si  dovrà  sempre  intendere  che  detto  valore  può  sostituirsi  con 
un  altro  iotei-o  qualunque  della  stessa  parità  '). 

A  seconda  che  il  valore  di  0  è  pari  o  dispari  la  sostituzione 
si  dice  di  classe  pari  o  di  classe  dispari. 

La  (sostituzione)  variabile  nelle  funzioni  S,0  si  potrà  rap- 
presentare, invece'cbe  con  simboli  completi,  con  qualsiasi  altro 
segno  opportuno,  in  particolare  con  simboli  incompleti  [n.  20]. 

24.  Ricordiamo  l'osservazione  [n.  7,  12]  che  debbono  conside- 
rarsi non  distinte  due  sostituzioni  che  dififerìscano  solo  per  ì 
nomi  attribuiti  alle  variabili,  e  supponiamo  che  alle  variabili 


si  attribuiscano  ì  nuovi  nomi 


')  La  fuDEione  0  potrebbe  rendersi  a  un  sol  valore  se  ae  ne  limi- 
tasM  il  dominio  ai  soli  numeri  0,1  [§  3,  n.  8]:  nelle  formole  se- 
guenti [n.  25  e  seg.]  le  eepreaaioni  assegnate  per  i  valori  di  0  do- 
vrebbero allora  leggersi  interpretando  numeri  e  operazioni  nel  campo 
dei  uumeri  interi  ridotto  relativo  al  mod.  2  [§  1,  n.  I,  II]. 
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i  Qomi  che  veogooo  ad  assumere  rìspettiTameate 


Rispetto  ali»  due  denominazioni  delle  variabili  rappresente- 
ranno la  stessa  sostituzione  i  simboli 


k,k,  ...  kj    '    U.'ft 


■K! 


Siccome  d'altra  parte  la  delìnizìone  delle  funzioni  S,0  [o.  23] 
mostra  cbe  anch'esse  sono  indipendenti  dai  nomi  attribuiti  alle 
variabili  della  sostituzione,  si  avrà 

//,,/,,  ...\\g/V",-..V\ 

\A,  A,  . . .  hj        \ft,'  ft,'  ...  k'J 

u,4, ...  kj    Vs/»,' ...  «;/■ 

Consitteramto  nelle  espressùmi 

3/A.A,...AA  0/A.A..../.A 

A, ,  A, , . . . ,  Aj,  come  variaMii,  mentre  k^h,  ...  k^  è  una  detei'- 
minata  permutazione  di  esse  [n.  16] ,  si  ha  quindi  ciie  i  vcUori 
di  esse  non  mutano  col  mutare  dei  valori,  scelti  fra  i  numeri 
1 ,  2 , . . , ,  m ,  attriiiuitt  ad  A, ,  A, , . . . ,  A^,  purché  distinti. 

In  particolare  si  possono  sempre  attribuire  agli  indici  A, , 
A, , . . . ,  Aj,  i  valori  rispettivi  l,Z,...,p. 

25,  Se  A,ìi  sono  due  sostituzioni  sopra  m  lettere,  si  ha 

(21)  S(AB)  =  S(A)-S(B). 

ossia 
(ai)  0(AB)  =  0(A)-|-0{B)  . 

Abbia  infatti  P  il  significato  indicato  nei  n.>  33,  23;  si  effet- 
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tuerà  sopra  detta  funzione  la  sostituzione  AB ,  effettuando  suc- 
cessivamente le  sostituzioni  A,B  [n. 5J;  la  prima  dia  per  risul- 
tato P' ;  la  seconda  trasformi  P'  in  P";  sarà,  per  def-, 


ma  fu.  23] 

è  dunque  provata  la  proposizione. 

Segue  immediatamente  che  sostituzioni  inverse  [a.  19J  fanno 
assumere  alla  /"unzione  S  valori  inversi,  e  quindi  uguali.  In- 
fatti, se  A  ,  B  sono  sostituzioni  inverse, 

S(A)S(B)  =  S(AB)  =  S(ff)  =  l  ; 

e,  poiché  8  non  assume  che  ì  valori  1,-1, 

S(A)  =  S(B). 

26.  Si  chiama  trasposizione  o  scambio  una  sostituzione  rap- 
presentabile mediante  un  sìmbolo  incompleto  della  forma 

Una  trasposizione  è  sempre  di  classe  dispari;  in  segni  [n.  23], 

m  »(::)-'■ 

Come  prodotto  P  [a.  22]  possiamo  infatti  prendere 

p = (  Il  (^r  -  ^.))  (  II  <*.  -  '■^*))  (  n  (^i-  «^;))  (^'  -  '^.>  ■ 

3e  allora  si  effettua  lo  scambio  (         )>  i  ^^^  primi  gruppi 
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di  fattori  si  mutaDO  l'uno  uell'alti'o,  il  terzo  resta  immutato; 
soltanto  l'ultimo  fattore  si  cambia  nell'opposto  x,  —  a*,;  il  pro- 
dotto trasformato  è  quindi 


si-  M=-i  ,  ol"  ')- 

\s    rj  \s    r/ 


27.  Si  chiama  ciclo  à' ondine  p  una  sostituzione  rappresenta- 
bile mediante  un  simbolo  incompleto  della  forma 


/A,  A, 
U,A, 


/ 1        ovvero        (   '  ^      /    )  • 


Una  trasposizione  è  un  ciclo  di  ordine  2. 
Un  ciclo  è  di  classe  pari  o  dispari  secondochè  è  dispari  o  pari 
il  suo  ordine;  sì  ha  cioè 


(23)      O^*-    ■■'''-.^Uo("■*■■ 


•  V.V 


BasterÀ  dimostrare  la  proposizione  per  una  delle  sostituzioni, 
perchè  questa  sono  tea.  loro  inverse  [q.  19,  25].  Consideriamo 
per  es.  la  prima:  osserviamo  che  la  proposizione  è  verificata 
[n.  26]  per  i  cicli  di  ordine  2  (trasposizioni).  Supponiamola  al- 
lora veriUcata  per  i  cicli  di  ordine  p—l;  sia  cioè 

\A,  A,  ...  A,    / 

Mostreremo  che  allora  essa  è  vera  anche  per  i  cicli  d'ordine  p. 
Si  ha  infatti  [a.  20,  21] 

/A,  A,  . . .  Ap_A  /A,  AA  _  /A,  A,  ...  h^_,  hA  Jhth,  ...  A,  A,\ 
U,A,  ...A,    /'\A,A,/~\A,A,  ...  A,     hJ'Kh^h^  ...  h^hj 

/h,tt,  ...  h^-ihA 
~U.A.  ...A,     hJ' 
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oDde  [n.  25  (21'),  26(22)] 

Vft.A.  ...A,    nj         U.ft,  ...A,    /^     \A,A.^ 
=  (/'-2)+l=p-l  . 

28.  Si  dicono  sostituzioni  circolari  quelle  rappresentate  dai 
simboli  completi 


m\         /l     2    3    ...        m 
1  /    '    \m  1    2    ...    )/i  —  1 


/l     2     ...     ?H  —  1     »l\ 

-v 


Esse  aono  cicli  di  ordine  m  ;  adunque  una  sostituzione  circolare 
sopra  m  lettere  è  di  classe  pari  o  dispari  secondochè  m  è  di- 
spari 0  pari. 

29.  Ci  sarà  utile  pel  seguito  di  determioare  ancora  la  classe 
della  sostituzione  seguente:  con  /t,  A,  ...  A^  indichiamo  p  dei 
numei-i  l,2,„.,m,  disposti  in  ordine  crescente;  con  ft,  ft,  ...  ft„_  , 
indichiamo  i  rimanenti  dei  detti  numeri,  disposti  ancora  in  or- 
dine crescente;  la  sostituzione  che  vogliamo  considerare  sarà 


H 


12    ...  p     p^-ì    p  +  2  ...  m 
A, A,  ...  A,        ft,  A,      ...  ft„_ 


Premettiamo  una  semplice  osservazione:  può  essere  ft^  =  m; 
se  però  Ap<»i,  i  numeri  Aj,-f- 1  . ''^,  +  2, .  ..,j>ì  sono  tutti  com- 
presi nel  gruppo  dei  kj ,  e  sono  pi'ecisaiu etite  gli  ultimi  del  gruppo; 
in  T  le  ultime  m  —  k^,  colonne  sono  dunque  formate  da  coppie 
di  indici  identici  Ira  loro;  dando  a  T  forma  incompleta  (com- 
pleta solo  sa  Aj,  =  m),  si  può  dunque  scriverla 

n  2    ...p    ^  +  1  ...  AA 
U,  A,  ...  A^      ft,      ...  kj 

dove  con  h^  si  è  indicato  il  massimo  dei  ft^.<  A, . 
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CoDsìderiamo  allora  le  due  sostituzioDi 


0  —  1    p  p  +  l  . 


U,    Il       p  +  l  ...  4,- V 

Il    i.,.f-\    p    p+l    p  +  2...      A,    \ 
^\1    2...p~l     \       p        p+\  ...  fl^—1/  ' 


Si  ha 


BA      P    ^    ...P-l     P    p+lp+2...  h,\ 
U,  ft,  . . .  ft,_.      *.     '.  k,     ...kj 


Osserviamo  ora  elle  B  è  uo  ciclo  di  ordine  A^, — p  +  1  [n.  27]  ; 
si  ha  dunque  [n.  25  (21'),  n.  27  (23)] 

0(T)  =  0(B)  +  0(A)-((l,-p)+0(A)  . 

Ma  A  e  della  stessa  forma  di  T.  culla  sola  dìlTereoza  che  in 
essa  il  gruppo  degli  elementi  A^  è  limitato  a  A,  A,  . . .  A,_,  ;  se 
fosse  p^l,  A  sarebbe  l'identità  e  risulterebbe 

0(T)  =  A,— 1  . 

Ne  segue  che,  se  p  =  2 ,  è 

0(A)  =  A,-1 
e  quindi 

0(T)-(A,-a)  +  (A,-l). 

Si  conclude  allora  per  induzione  completa  che,  qualunque  sia  p, 
(24)  0(T)  =  (A,-l)  +  (A,-2)  +  ...  +  (A,-p) 

=     2     A,-     2      *  . 
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30.  Simboli  di  sosUluzIona  apparenU.—  Perchè  un  sim- 
bolo di  sostituzione 


/ft,ft,  ...  h„,\ 
U, k,  ...  kj 


abbia  seuso,  secondo  la  datiiiizioue  del  u.  15,  è  necessario  che 
[n.  15  (15)]  nel  suo  numei-atore  gli  indici  A, A,  ...  A„  (e  quindi 
nel  denominatore  gli  indici  h^h,  ...  h^  siano  tutti  differenti. 
Questa  ipotesi  è  essenziale  in  tutte  le  deduzioni  successive. 
Cionondimeno  ci  converrà  nel  seguito,  per  geueralizzai-e  la  va- 
lidità di  alcuue  Corniole,  attribuire   un   valore   alla   funzione 

g/  i    I  -■■    m\  anche  nell'ipotesi  che  due  degli  iodici  h,  assu- 

\«, R,  . . .  h^/ 
mano  gli  stessi  valori  (gli  indici  ti^,h^,...,h^  assumendo  sem- 
pre, a  meno  dell'ordine,  gli  stessi  valori  degli  indici  fi^,!i,,...  , 
ti^).  Chiameremo  apparenle  uu  simbolo  (14)  iu  cui  nel  numera- 
tore (e  nel  deuomiuatoi-e)  due  indici  abbiano  lo  stesso  valore. 
Faremo  la  convenzione  che:  a)  Ad  xn  simbolo  apparente  cor- 
risponda  il  valore  0  (fella  funzione  S.  b)  Se  dite  simboli  appa- 
renti sono  cosliliiili  wectian/e  gli  stessi  indici,  se  ne  chiami 
prodotto  il  simbolo  (apparente)  che  .ve  ne  deduce  colla  reffola 
del  a.  18.  Si  chiami  pure  [u.  19]  inverso  4i  un  siitelo  apjìa- 
rente  il  simbolo  (apparente)  che  se  ne  ottiene  scambiandovi  il 
miìnercUore  ed  il  denominatore. 

Risultano  allora  verificate  anche  per  i  simboli  apparanti  le 
proposizioni  del  n.  25. 

COMPLEMENTI. 

I.  Operazioni  aritmetiche  aullo  matrici  e  culla  soefl- 
tuxlonl.  —  Ai  Q.  4,  10  abbiamo  definito  il  prodotto,  a  destra  e  a 
sinistra,  di  due  sostituzioni  lineari  e  di  due  matrici.  Si  può  de- 
fioirue  anche  una  somma,  per  modo  che  sulle  matrici  (o  sulle 
sostituzìoui  lineari)  si  potrà  operare  cou  regole  di  calcolo  ana- 
loghe a  quelle  dell'aritmetica. 
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Porremo,  per  deflaìEiooe, 

(')     (i^iì)+(l».jì)=-(S»./+».j|)    ('-'■- "iJ-i.s «)■ 

Non  si  potranno  sommare  due  matrici  se  non  haouo  lo  stesso 
numero  di  linee  e  lo  stesso  numero  di  colonne. 

Ricordiamo  pure  la  definizione  del  prodotto  di  due  matrici 
[Q.  10] 

(2)       {\a,,\)-iM)=Q^a,,b,,\)  0=l,2,...,m;j=i,2.....«; 

A  =  1 , 2 , .  - . ,  p)  ; 

e  ricordiamo  che,  come  risulta  dalla  (2),  si  potranno  moltipli- 
care due  matrici  solo  se  la  seconda  ha  tante  linee  quante  co- 
loune  la  prima.  Si  potrà  dunque  sopra  le  stesse  matrici  operare 
tanto  per  somma  quanto  per  prodotto  solo  quando  esse  saranno 
quadrate,  dello  stesso  ordine  m  [a.  13]. 

La  somma  ed  il  prodotto  ili  matrici  quadrate  d'orditie  m  sono 
ancora  matrici  quadrate  d'ordine  m;  e,  fatta  eccezione  per  la 
proprietà  commutativa  della  moltiplicazione  (che  [n.  8]  non  si 
rarifica  in  generale  [v,  n.  II]),  queste  operazioni  di  addizione  e 
di  inoUiplicazione  godono  di  tutte  te  proprietà  delle  omonime 
operazioni  sul  numeri  di  un  campo. 

Abbiamo  infatti  dimostrato  la  proprietà  associativa  della  mol- 
tiplicazione al  n.  6;  abbiamo  visto  inoltre  [n.  13]  che  il  prodotto 
di  una  matrice  A  per  la  matrice  unità  E  è  ancora  A.  Si  veri- 
flcaao  poi  facilmente  le  altre  proprietà  col  calcolo  diretto:  sia 
cioè 

A  =  (j„„j)     ,     B_(|6„j)     ,     C  =  (i»,j), 

(iJ=i,2 "); 

si  ha  : 

(A  +  B)  +  C  =  (t<i„  +  S„  +  c„|)=.A  +  (B  +  C). 

A  +  B  =  (ia„  +  4„j)  =  (|s„  +  a,jj)  =  B  +  A, 
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(A  +  B)-C  =  (J2(<!„+»,^c„j)  =  (J2'>„c,.+  S»„<^,.j) 

-(|2«.<j.|)  +  (|2;''o=,.j)-^-<=+''-''- 

0-(A  +  B)  =  (|2<-„(aj.+  6ijj)  =  (J2c„aj,  +  2i-„VJ) 

-(|2'-.,''i.j)  +  (|2<'oV|)  =  C-A  +  C-B. 
È  ÌQoltre 

(i''.,i)  +  (loì)-(i''.,i). 
(ì«„))  +  (|-''«l)-(io|). 

onde  si  vede  che  compie  le  fundoni  del  auiuero  0  la  matrice 
(|0J),  che  perciò  si  indicherà  pure  con  0;  e  che  opposta  della 
matrice  (S«„j)  è  {i-a„j). 

Si  possono  dunque  assoggettare  le  matrici  quadrate  di  ud  de- 
terminato ordìDe  m  (o  le  sostituzioni  lineari  sopra  m  variabili 
[n.  12])  a  calcoli  aritmetici  aualc^hì  a  quelli  pei  ounierì  dì  un 
campo  fcfr.  per  es.  §  1 ,  n,  7J. 

II.  Si  dice  che  ìe  matrici  A,B  sono  commutabili  quando  vale 
la  relazione 

(3)  AB  =  BA. 

Esistono  sempre  matrici  commutabili  con  una  matrice  asse- 
gnata, perchè  tale  è  almeno  la  matrice  medesima:  è  cioè  iden- 
ticamente 

AA  =  AA  . 

Più  generalmente,  se,  come  pei  numeri,  si  chiama  potenza  p-iaa. 
di  una  matrice  A  II  prodotto  A'  di  2)  matrici  uguali  ad  A,  si 
avrà,  qualunque  siano  gli  interi  assoluti  p,g, 

A"- A'  =  A^  =  A«*  AP  . 
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Si  vede  pure  che  se  A ,  B  sono  matrici  commutabili  aaranoo 
commutabili  aocbe  le  loro  potenze:  dalla  (3)  si  deduce  cioè 

A''B'  =  B«A'' 

qualunque  sìhuo  gli  iuteri  assoluti  ^,9.  Se  invero  si  supponti 
giii  noto  che  da  (3)  segue  la  commutabilità  di  A  con  B*~',  si  ha 
aocora 

AB«=AB«-'B  =  B'-'AB  =  B'-'BA  =  R'A  ; 

cosi  sì  ottieue  per  induzione  completa,  a  partire  dalla  (3),  la 
commutabilità  di  A  cou  ogni  potenza  di  B.  Sapendo  ora  che  B^ 
ò  commutabile  con- A,  la  proposizione  dimostrata  afferma  pure 
ìu.  sua  commutabilità  con  ogni  potenza  di  A. 

111.  Diremo  che  si  moltiplica  una  matrice  per  un  numero  k 
quando  se  ne  moltiplicano  tutti  gli  elementi  per  questo  numero; 
si  scriverà 

(S«„j)«=(ita„!). 

Si  ha 

(i°«i)'"(!*.,t)=CI»««ì)-(l»«i)=(|2''%-%.i) 

=(|2'".,-'"',.|)={|'>,l)-(l*M)=(ì''.,()-(ì».ii)''i 

ìq   particolare  [n.  13] 

(ja„|)*  =  (jSo„))  =  (i*»„t)-£-(i»„ì)-£* 
=  f.{|fto,j|)-£s-{K|)- 
Uaa  matrice  della  forma 

ft    0    ...    0 

£*-(  °  »    ■  » 

>  0    0     ...    ft 
si  chiamei-i  una  ìnalrtce-numero;  l'uguaglianza  precedente  nio- 


Di3iiizedb,G00gle 


166  HOSTITIIZIONl    I.1HUAK1  I.  ì 


stra  che  si  moUiplica.  tanto  a  destra  quanto  a  sinistra  una 
matrice  A  qualunque  per  una  matrice-numero  Eh  moltiplicando 
A  pel  numero  h  ;  mostra  inoltrfi  che  le  matrici-numero  sono 
comìnutctòili  con  ogni  altra. 
Si  ha  inoltre 

(4)  Kk,  •  Eh^  =  Ek^  ■  Ek,  =  E(/i,  k^  , 

(5)  Ek,  +  Ek^  =  E(k^  4-  Zi,)  . 

Le  matrici-numero  costituiscono  dunque  «n  campo  numerico 
isomorfo  [g  1,  n.  XI]  al  campo  numerico  Q  degli  elementi  dette 
matrici  considerale. 

IV.  Si  può  adunque  considerare  il  campo  dei  polinomi  in  ima 
variabile  x,  nel  campo  numerico  delle  matrici-numero  [§  %  Q-  li- 
In  ciascuno  di  questi  polinomi  supponiamo  allora  ')  che  il  sim- 
bolo X  stia  a  rappresentare  una  matrice  prefissata  A,  ed  intar- 
pretiaiuo  i  segni  di  addizione  e  di  moltiplicazione  nel  senso  delle 
operazioni  sopra  le  matrici  sopra  definite.  Saranno  allora  veri- 
ficate le  ipotesi  del  §  3,  n.  1  ;  e  ciascuno  dei  detti  polinomi  rap- 
presenterà una  determinata  matrice;  inoltre  la  somma  e  il  pro- 
dotto di  polinomi  [§  2,  n.  2]  rappresenteranno  la  somma  e  il  pro- 
dotto delle  matrici  corrispondenti.  Sì  verrà  così  a  generare  un 
campo  numerico  £1  di  matrici,  che,  se^^uendo  il  §  3,  n.  5,  si  potrà 
designare  come  ottenuto  estendendo  il  campo  delle  matrici-nu- 
m.eì'0  coU'aggiunta  della  mafrice  A. 

Poiché  questo  campo  contiene  A  e  il  campo  delle  matrici- 
numero,  si  potrà,  seguendo  il  §  3,  u.  13,  dire  che  i  polinomi  sopra 
considerati  rappresentano  l'unzioni  razionali  intere  nel  campo 
delle  matrici-numero  e  che  di  queste  funzioni  razionali  intere 
sì  sono  considerati  i  valori  per  a*^A;  attribuendo  alla  x)  altri 
valori  nel  campo  Q,  ì  corrispondenti  valori  di  queste  runzionì 
saranno  ancora  matrici  del  campo  Gì. 

Le  stesse  osservazioni  si  potranno  ripetere  per  i  polinomi  ìq 


')  Si  con&oatìDO  le  aaitloghe   oaserTazioni   relative  alla  defìaìsione 
delle  funsioni  rMÌoaati  intere  [§  8,  n.  18]. 
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più  variabili  .T,y,z,...  nel  campo  delle  matrici-numero,  ove 
le  dette  variabili  si  suppongano  rappresentare  matrici  preflasate 
A, B.C....  fra  loro  commutabili.  Si  otterrà  ancora  un  campo 
numerico  dì  matrici,  estensione  del  campo  delle  matrici-numero 

per  l'a^iunta  delle  dette  matrici  A,B,C, 

V.  Matrici  agglunttt  rlsptttlo  ad  un  numaro  —  Matrici 
singolari  a  non.  —  Una  matrice  A'  si  dice  aggiunta  (a  destra) 
di  una  matrice  A  rispetto  al  numero  h  quando 

kk'  =  Ek  ; 

A  sarà  allora  aggiunta  (a  sinistra)  di  A'  rispetto  a  k. 

A'  sarà  invei^sa  di  A  [n.  14]  quando  sarà  aggiunta  di  essa 
rispetto  al  numero  1. 

Vedremo  tosto  [a.  VII]  che  non  v'ha  luogo  a  distinguere  fra 
aggiunta  a  destra  o  a  sinistra:  le  cose  che  diremo  in  questo  n. 
valgono  indipendentemente  da  questo  fatto;  basterà  sottinten- 
dere che  si  considerano  tutte  aggiunte  dalla  stessa  parte  (a  de- 
stra o  a  sinistra). 

Se  A'  è  aggiunta  di  A  rispetto  al  numero  ft,  A'A  sarà  ag- 
giunta di  A  rispetto  al  numero  hh;  si  ha  infatti  [n.  Ili] 

h.-k'h  =  AK'Eh  =  Eh-Eh  =  Etih  . 

Ne  se^ue  che  se  esiste  l'inversa  di  una  matrice  A  esiste  pure 
la  sua  aggiunta  rispetto  ad  un  numero  qualunque;  (più  gene- 
ralmente esiste  l'aggiunta  rispetto  ad  un  numero  qualunque  se 
esiste  l'a^unta  rispetto  ad  una  ijualunque  unità  del  campo  Q 
[§  1,  n.  XIII]);  la  proposizione  inversa  è  vera  solo  se  S  è  campo 
di  razionalità,  perchè  da  AA'=Ett  segue  allora  A.A'— =  -fi'- 

Si  noti  ancora  che  da 

AA'=A'ft,    .    ìm'  =  Ek, 
segue  [n.  I,  IH] 

(6)  AB  ■  B'A'=  A(BB')  A'  =A-Eh,-A' 

=  Eh,  •  AA'  =  &%  •  EH,  =  Eh,h,  . 
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Adunque  se  A'  è  aggiunta  di  A  rispetto  a  ft,,  e  B'  è  aggiunta 
di  B  rispetto  a  A, ,  B'A'  sarà  aggiunta  di  AB  rispetto  al  iiro- 
dotto  h^h^  . 

In  particolare  inversa  di  un  prodotto  di  matrici  è  la  matrice 
prodotto  delle  inverse  (se  esistono)  di  queste,  prese  in  ordine 
contrario. 

VI.  Una  matrice  A  non  QuUa  si  dice  singolare  rispetto  alla 
moltiplicazione  a  destra  (o  a  sinistra)  quando  esiste  una  ma- 
trice non  nulla  B  tale  che  AB  =  0  (o,  rispettivamente,  HA  =>  0), 

Noi  mostreremo  tosto  [§  6,  n.  XV;  §  7,  n.  8]  che  una  ma- 
trice non  singolare  i-ispetto  alla  rooltiplicazioue  a  destra  è  pur 
tale  rispetto  alla  moltiplicazione  a  sinistra  e  viceversa. 

Esistono  matrici  singolari  e  non  singolari;  invero  non  sono 
evidontemonte  singolari  tutte  le  matrici- numero  (non  nulle), 
perchè,  qualunque  sia  il  numero  k:^0  e  qualunque  sìa  la  ma- 
trice B  non  nulla, 

Eti-B-=B-Ek  =  Bh^O  . 

É  invece  singolare  ogni  mati-ice  che  abbia  nulli  tutti  gli  ele- 
menti meno  uno;  se  infatti 

A  =  (}a,jj)       (a,^:^0  ;  a.j=0    per    i^h    o  J^k) 

è  una  tal  matrice,  basterà  porre 

B  =  (}6,jj)        (6,.  =  0.i=l,2,....m) 

perchè  sia 

AB  =  0  ; 
e  basterà  porre 

B  =  (|^i)       (l>i.  =  0  ,  i=l,2,...,w) 

perchè  sia  BA  =  0  . 

Se  la  matrice  A  è  singolare  saranno  singolari  anche  i  pro- 
dotti a  destra  e  a  sinistra  di  A  per  una  matrice  qualunque  (': 
perchè  da  BA=0  (o,  rispettivamente,  da  AB=iO)  segue  subito 


B'AC=BA-C  =  0  , 
CA-B  =  C-AB=:0). 
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Ne  segue  che  se  A  ha  aggiunta  a  destra  (a  sinistra)  rispetto 
ad  UD  numero  qualunque  k,  non  potrà  essere  aingoiare:  perchè 
se  A'  è  detta  aggiunta  il  ppodotto  AA'=Ek  (ovvero  A'A.  =  Ek) 
non  è  singolare. 

In  particolare,  una  matrice  singolare  non  ha  mai  inversa 
[cfp.  n.  Vj:  quindi  [u,  19j  una  matrice  semplice  non  è  mai  ain- 
goiare. 

Se  A  è  una  matrice  non  singolare  (^  0)  un  prodotto  AB  (o  6A) 
non  potrà  essere  nullo  se  non  è  B  =  0:  varrà  quindi  per  le  ma- 
trici (e  sia  per  la  moltiplicazione  a  destra,  sia  per  la  moltipli- 
cazione a  sinistra)  il  teorema  aualt^o  a  quello  del  §  1,  n.  10, 
purché  a  vi  rappresenti  una  matrice  non  singolare. 

VII.  Una  matrice  non  ha  più  di  una  sola  aggiunta  fcfr.  §  6, 
u.  XV  ]  rispetto  ad  un  numero  determinato,  la  quale  è  aggiunta 
(Xtst  a  destra  come  a  sinistra.  Sia  infatti  A  la  matrice  (non  sin- 
golare [n.  VI})  considerata,  e  sia  A'  una  matrice  (ad  essa  ag- 
giunta) tale  che 

kK'  =  Eh  . 

Se  anche  A"  è  una  matrice  tale  che  AA''  =  i'ft,  sarà 

AA'  =  AA", 

e  quindi,  a  causa  della  non  singolarità  di  A,  [q.  VI;  §  1,  n.  IO] 

A'  =  A"  . 
Si  ha  inoltre 

A  -  A  A'  =  A  ■  i'R  =  .Eft  ■  A  =  A  A' .  A 

=  A  ■  A'A  , 

e  quindi,  di  nuovo  pel  citato  §  1,  n.  IO, 

(7)  A'A  =  AA'  =  Eh  . 

Si  esprime  ancora  questo  risultato  dicendo  che  una  matrice 
è  sempre  commutabile  con  ogni  sua  aggiunta  ;  inoltre  se  A'  è 
aggiunta  di  A  rispetto  ad  un  numero  ft,\  è  a  sua  volta .ag' 
giunta  di  A'  rispetto  a  h. 
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la  particolare:  una  matrice  non  ha  più  di  una  inversa,  la 
quale  è  tale  rispetto  alla  moltiplicazione  cosi  a  destra  come  a 
sinistra.  L'inversa  di  uoa  matrice  A  si  rappresenta  con  A^'. 

Vili.  Il  precedente  ragìoDamento  si  estende  subito  a  mostrare 
che  se  una  matrice  B  è  cotnmutabile  con  A  è  pure  commuta- 
bile con  ogni  sua  aggiunta.  Se  cioè 

AB  =  BA    ,    kk'  =  Eh  , 
sarà 

A-EA'  =  AB-A'  =  BA'A'  =  B-AA'=B-^A 
=  ^R-B  =  AA'-B=A-A'B  , 

onde,  per  la  non  singolarità  di  A  [§  1,  n.  lOJ. 

BA'==A'B  . 

IX.  Matrici  coniugato.  —  Sia 

A  =  fi«,j)    ,    B=(SM)  = 
poniamo  ajj=ajf,6f,  =  ftj,,  onde  sarà  fn.  11] 

A,=(i»«i),=(i»vì)  .  ^MK\).={\'';.\)- 

Si  ha 

(8)       (A  +  B),  =  (|a„  +  S,j|),  =  (trf„  +  y„|)  =  A,  +  B,  , 

(9)  (AB),=(J2;»„»,.j)-(J2;v«,j)=(}2;y.,«'„j).B,A, . 

Adunque  la  coniugala  della  somma  di  due  matrici  è  la  somma 
delle  coniugate  di  queste  ;  la  coniugala  del  prodotto  è  il  prodotto 
delle  coniugate  prese  in  ordine  inverso. 

Risulta  subito  che  matrici  coniugate  sono  instem£  singolari 
0  non  singolari  ;  inoltre,  se  due  matrici  sono  commutaàili  sono 
pur  tali  le  loro  coniugate. 

Si.  ha  inoltre 

(10)  (Ekl  =  Ek  ; 
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se  quindi  è 

(7)  Ek  =  AA'=AA  , 

sarà  pure  [(9),  (10)] 

(11)  ffft  =  a;a,  =  a,a;  ; 

e  cioè  la  coniugata  dell'aggiunta  di  una  matrice  A  rispetto  al 
numero  k  è  l'aggiunta  della  coniugata  di  A  rispetto  a  h.  In 
particolare  la  coniugata  dell'inversa  di  una  matrice  A  è  l'in- 
versa della  coniugata  di  A. 

Dalle  formole  (8),  (9),  (10)  risulta  pure  che  la  matrice  rappre- 
sentata da  un  jiolinomio  in  date  matrici  A,B,C,...  nel  campo 
delle  matrici-numero  [o- IV]  fia  per  coniugata  la  tnatrice  rap- 
presentata da  un  polinomio  nelle  matrici  coniugale  A, ,B, ,C,,... 
nei  campo  delle  matrici-numero. 

X.  natrici  alminstrlcha  0  emlslmmatrlcha.  —  Si  dice 
simmetrtca  una  matrice  che  sia  uguale  alla  sua  coniugata;  in 
altri  termini  la  matrice  A=i(fa,j|)  è  simmetrica  se 

([a;j|)  =  ([(X(jj),       ossia       0(^  =  0^.  . 

Sono  simmetriche  le  matrici-numero;  l'aggiunta  rispetto  ad 
un  numero  A  dì  una  matrice  simmetrica  è  pure  simmetrica, 
perchè,  a  causa  dell'unicità  di  essa  a^iuuta  [n.  VII]  e  delle 
prop.  del  n.  prec,  è  uguale  alla  sua  coniugata. 

Si  dice  emisimmetrica  uua  matrice  che  sia  opposta  della  sua 
coniugata;  A  =  (jrt,^j)  è  cioè  emisimmetrica  se 

in  particolare  gli  elementi  della  diagonale  principale  [n.  12]  in 
una  matrice  emisimmetrica  sono  nulli.  L'a^^unta  rispetto  ad  un 
numero  fi  di  una  matrice  emisimmetrica  (quando  esiste)  è  pure 
una  matrice  emisimmetrica,  perchè  da  [n.  IX  (7),  (11)] 

A\'  =  Eh  =  A^A;    ,    À=  — A, 
si  ha 

a(-A')=aa; 
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e  quiodi,  poiché,  esistendo  l'aggiunta  A',  A  qod  è  singolare  [n.VI], 

a;=-a'. 

XI.  Halricl  oriogonall.  —  Si  dice  ot-iogonate  una  matrice 
A  che  sia  inversa  della  sua  coniugata:  sia  cioè  tale  che 


Ogni  matrice  semplice  [a.  15]  è  ortogonale.  La  coniugata  della 
matrice  semplice 


è  infatti  la  matrice  semplice  che  ha  =  1  sulla  linea  Aj™  l' ele- 
mento della  i™  colonna;  è  dunque  [n.  15]  la  matrice  semplice 


\l 


inversa  della  data  [n.  19]. 

Sia  A  una  matrice  non  singolare,  commutabile  colla  sua  co- 
uiugatu;  sia  inoltre  [n.  IX,  (7), -(II)] 

AA'  =  A,A;  =  £'A  . 
Poniamo 

(12)  b=a;a  . 

Sarà  [H.  IX  (9)] 

BB,  =  ( a;  A)  (A,  A')  =  a;  (AA,)  A'  =  a;  a,  AA'  =  Ek* . 

Se  in  particolare  ft=d=l,  B  è  una  matrice  ortogonale. 

La  costruzione  di  matrici  ortogoaali  è  così  ricondotta  alla 
determinazione  di  matrici  aventi  inversa  e  commutabili  colla 
propria  coniugata.  Ora  dì  tali  matrici  è  facile  scriverne  imme- 
diatamente quante  se  ne  vogliano.  Osserviamo  infatti  che,  per 
la  lor  definizione  medesima,  sono  commutabili  colla  propria 
coniugata  le  matrici  simmetriche,  emisìmmetriche,  ortogonali. 
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Lasciamo  da  banda  le  ultime,  perchè  appunto  della  costruzione 
di  tali  matrici  qui  si  tratta;  delle  prime  Invece  se  ne  possono 
scrivepe  quante  si  vuole  seguendo  arbitrariamente  tutti  gli  ele- 
menti da  uoa  parte  della  diagonale.  Se  però  ad  esse  si  appli- 
casse direttamente  la  formola  (12),  pur  ammettendo  che  esse 
abbiano  inversa,  si  otterrebbe  soltanto  B=^E  supponendo  A 
aimmotrica,  B:= —  £*  supponendo  A  emisimmetrica;  si  avreb- 
bero cosi  due  matrici  ortogonali  al  tutto  ovvie.  Ma  possiamo 
estendere  notevolmente  la  classe  delle  matrici  commutabili  colla 
loro  coniugata  che  noi  siamo  in  grado  di  scrivere  immediata- 
mente, ricordando  [n.  IX]  che  una  funzione  razionale  intera  di 
date  matrici  nel  campo  delle  matrici-numero  [n.  IV]  ha  per  ma- 
trice coniugata  una  funzione  razionale  intera,  nel  campo  delle 
matrici- numero,  delle  matrici  coniugate  di  queste.  Supponiamo 
allora  che  la  matrice  A  sia  commutabile  colla  sua  coniugata  A, 
e  consideriamo  il  campo  numerico  di  matrici  che  si  ottiene  [n.  IV] 
estendendo  il  campo  delle  matrici-numero  coU'aggiunta  delle  ma- 
trici A  ,  A,;  ogni  matrice  di  questo  campo  avrA  la  sua  coniugata 
in  esso,  e  sarà  quindi  commutabile  con  essa. 

Se  A  fosse  simmetrica  sarebbe  A,  =  A  e  tutto  il  campo  defl- 
nìto  sarebbe  formato  dì  matrici  simmetriche;  la  cosa  è  diversa 
se  A  è  emisimmetrica:  si  vede  facilmente  che  le  funzioni  razio- 
nali intere  di  una  matrice  emisimmetrica  nel  campo  delle  ma- 
trici-numero non  sono  più  in  generale  né  simmetriche  né  emi- 
simmetriche  e  possono  quindi  servire  a  costruire,  mediante  la 
formola  (12),  matrici  ortogonali  non  ovvie  come  E  ^  —  E. 

XIL  Possiamo  anzi  mostrare  che,  tosto  che  il  campo  S  cui  ap- 
partengono gli  elementi  delle  matrici  considerate  contiene  il  n«- 
'  mero  -^  {per  es.  se  Q  è  campo  di  razionalità.  ')),  si  costruisce 
con  questo  procedimento  ogni  matrice  ortogonale  che,  sommata 
con  E,  dia  una  matrice  avente  inversa. 


*)  Abbiamo  pare  incoatrato  compi  d' integrità  che  contengono  il  i 
mero  —r  ;  otr.  §  1,  n.  XII. 
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Sia  infatti  T  una  tal  mati-ice  ortogODale:  la  matrice 

(13)  A  =  (T-E,(T  +  E)-' 

è  emisimmetrica.  Si  ha  infatti  [n.  IX  (9),  (8),  (10),  n.  XI,  V] 

A,  =  (T  +  E)-'  (T  —  ^),  =  (T,  +  E)-'  (T,  —  E) 

=  (T-'  +  E)-'  (■!-'  ~E)  =  {T-'  +  E)-'  T~'T  (T-'  —  E) 
_  [Tjx-i  +  E)]-'  [T(T-'  —  E)]  —  (£  +  T)-'  {E  —  T) 
=.-[(T  +  £r'  (T-£)]. 

Osserviamo  ora  che  T—E  e  T  +  E  sono  commutabili  [n.  IV], 
e  quindi  anche  T  —  E  e  (T  +  £■)-'  [n.  Vili].  Si  ha  dunque  [cfr. 
n.  X] 

A,  =  -  A  . 

Ne  segue 

(14)  iA  +  Ej,=  A,  +  E=  —  iA  —  E); 

ora  dalla  (13)  si  ha  subito,  moltiplicando  ambi  i  membri   per 
T  +  E, 

k{T  +  E)=T  —  E 
ossia 

AT  +  A  =  T-i'    ,    AT-T  =  -(A  +  il')  i 

quindi,  per  la  (14), 

(15)  A  +  E  =  —  't{A-E}~T(A  +  £),. 

Ma,  per  le  fatte  ipotesi,  la  matrice  iA  +  E\,=-E  —  A  [v.(14)] 
ha  inversa;  si  ha  infatti  dalla  (13)  ■ 

E  —  A  =  [{T  +  E)  —  IT~ E)] (T  +  E)-'  =  E2.{T  +  Et'  , 

onde,  poiché,  per  l'ipotesi  fatta  sul  campo  €,  esiste  la  matri- 
ce «-i-,  [n.  V,  ni] 

{E-A)-'  =  E^.t.T  +  E). 
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Si  ha  allora  dalla  (15) 

(16)  T  =  iA  +  E){k  +  Eìr'  . 

Inversamente,  se  A  è  una  matrice  emisimmetrica  tale  che  A — E 
abbia  inversa  [cfp.  §  7,  n.  XVJ,  la  formola  (16)  foruisce  una  ma- 
trice ortogonale  [n,  XI],  tale  cbe  T-|-£'  ha  inversa  tosto  che  il 
campo  <2  contiene  il  numero  — .  Si  ricava  infatti  da  (16),  (14) 

T  +  £•  =  [{A  +  £■)  +  (A  +  £),]  (A  +  E),-'  =  £3  ■  (A  +  E),-'  , 

onde 

(T  +  Er'  =  EJ.{k^  E),. 

La  formola  (16)  per  costruire  matrici  ortogonali  è  dovuta  al 
Gayley:  le  matrici  che  essa  fornisce  si  dicouo  perciò  cayteyane. 

XIII.  La  sostituzione  rappresentata  da  una  matrice  ortc^onala 
si  dice  anch'essa  ortogonale. 

Se  T='(  \tiA)  è  una  matrice  ortogonale,  dalla  relazione  [o. XIJ 

n;  =  T,T  =  E 

sì  ottengono,  effettuando  i  prodotti  di  matrici  indicati,  le  seguenti 
relazioni  rondameotalì  fra  gli  elementi  1^^: 

(17)  2V  =  1  2'o^'.;  =  0       ('*'^) 

(18)  2V  =  >  2^^»  =  0       (fi^J)  ■ 

Segue  di  qua  una  pi-opi'ietà  caratteristica  delle  sostituzioni 
ortc^aali:  Ousideriamo  la  forma  quadratica 


»i*  +  »i*  +  ■  ■  -  +  ^m"  —  2  **' 
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Se  la  si  assoggetta  [d.  IJ  alla  sostituzioce  liaeare 
{20)  i»i  =  2'<jl';  (tj=l,2,...,m), 

essa  si  trasforma  nella  forma  quadratica  [§  3,  n.  VII;  §  1,  e.  5] 


j:{l'.iy,)'=l\l'.:>/;+^li.A.v,v, 


-2(2  V)i//+ 22  (2 '«'..)!'>''' 


Se  allora  (20)  è  ortogonale,  questa  forma  trasformata  diverrà, 
a  causa  delle  (18), 

(21)  ^y;=y^  +  v,'+--  +  yJ  ■ 

Viceversa  la  forma  trasformata  di  (19)  sì  ridurrà  alla  (31) 
solo  se  sono  verificate  le  (18)  e  cioè  se  la  sostituzione  (20)  è 
ortogonale. 

XIV.  Sulle  sostituzioni  sopra  m  lettore.  —  Una  sosti- 
tuzione sopra  m  lettere  sia  definita  mediante  il  simbolo 

C:::;::::)- 

Osserviamo  che  si  può  sempre  supporre  che  in  esso  non  esi- 
stano coppie  di  indici  uguali  sovrapposti;  infatti  se  due  tali  io- 
dici  esistessei"0  si  potrebbe  sopprimerli  ed  il  simbolo  (incompleto) 
risultante  rappresenterebbe  la  stessa  sostituzione  [n.  20]. 

Ciò  posto,  indichiamo  con  ff,,fft,fft,-.-  delle  variabili,  e  po- 
niamo 

{23-)  tf,  =  A,  ; 

inoltre 

(23")  se       ff,=.h^    ,    ff^.  =  ft, 

(adunque,  per  es.,  ^/j^ft,). 
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Siccome  ael  simbolo  (22)  vi  sono  solo  p  indici  h^  (o  ftj)  diatìoti, 
le  fff  non  possono  assumere,  per  questa  posizione,  più  di  p  va- 
lori distinti;  dovranno  dunque  esistere  coppie  di  queste  varia- 
bili che  abbiano  valori  uguali.  Osserviamo  che  se  ffi_,^fft_. 
è  anche  ff,^'^fft  ;  quindi  se  ff^  =j7j  auche  0,_,=0{_,;  quindi 
anche  ff(  _,=^,  _,,...;  infìue,  supposto  i,<.if,fft  ^,  ^.i=ffi-  Adun- 
que, nella  successione  delle  variabili  ^,  ,^,, .. .,  la  prima  cui  si 
viene  ad  assegnare,  secondo  la  regola  precedente,  un  valore 
uguale  ad  una  precedente  ha  precisamente  il  valore  A,;  se  la 
si  chiama  e^t-  è  q^p-  Formiamo  ora  il  simbolo 

(24)  p*    ^-     ■•■    ^-'    ^'  ) 

dove  alle  g,  si  attribuiscono  i  valori  sopra  assegnati  ;  esso  rap- 
presenta UQ  ciclo  [n.  27];  d'altroude  [cfr.  (23")]  in  esso  le  cop- 
pie di  indici  sovrapposti  {g^g^y)  sono  identiche  ad  altrettante 
coppie  di  indici  (h^ ,  ft^)  del  simbolo  (22).  Possono  allora  darsi  due 
casi  :  0  queste  coppie  (^^ ,  ^^,  )  sono  precisamente  tutte  le  coppie 
(A^,ftj)  di  (22),  ed  il  simbolo  (24)  è  equivalente  a  (22)  [n.  15]; 
(22)  è  dunque  allora  un  ciclo:  ovvero  esistono  in  (22)  coppie 
(A,, A,)  diverse  dalle  coppie  (6'j,^(+i)  di  (24);  sia 

il  simbolo  di  sostituzione  costituito  da  queste  coppie  (A,  ,Ar)-  I' 
prodotto  delle  sostituzioni  (24),  (25)  è  la  sostituzione  (32)  [n.  21]. 
Puj>  darsi  che  il  simbolo  (25)  rappresenti  anch'esso  un  ciclo;  se 
però  cosi  doq  fosse,  si  potrebbe  operare  sopra  di  esso  come  sopra 
(22)  e  scomporlo  nel  prodotto  di  un  nuovo  ciclo,  formato  da  un 
certo  gruppo  di  coppie  di  indici  sovrapposti  di  (25)  e  del  sim- 
bolo formato  dalle  resìdue  colonne  di  (25).  Sopra  questo  nuovo 
simbolo  dì  sostituzione  si  può  riprendere  il  ragionamento,  e 
così  via.  Il  procedimento  non  si  può  però  pros^uire  indefini- 
tamente, perchè  tutti  i  fattori  in  cui  si  viene  cosi  a  scompor- 
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re  (32)  sodo  costituiti,  nel  loro  ìusieme,  ditlle  coppie  di  iDdìci 
sovrapposti  che  compoagooo  {22).  Siccome  ciascuno  di  essi  con- 
tiene  almeno  2  coloDoe,  il  numero  di  questi  fattori  è  sempre 
^  ~  .  Si  deve  duoque  giungere  ad  un  ultimo  fattore  che  è  ao- 
ch'esso  un  ciclo. 

Adunque  in  ogni  simboio  di  sostituzione  si  passone  aggrup- 
pare le  colonne  in  nwfto  che  i  singoli  gruppi  siano  essi  stessi 
simboli  di  nostituzione  e  precisanìentc  cicli',  quindi  ogni  sosti- 
tuzione sopra  m  lettere  si  può  scomporre  in  un  prodotto  di  cicli 
operanti  ciascuno  sopra  gruppi  di  lettere  di/ferenti. 

XV.  Nel  n.  27  abbiamo  già  mostrato  che  un  ciclo  si  può  rap- 
presentare come  prodotto  di  uua  trasposizione  e  di  un  ciclo  di 
ordine  minore  di  una  unità.  Rappresentando  a  sua  volta  questo 
ciclo  come  prodotto  di  una  trasposizione  e  di  un  ciclo  d'ordine 
minore  di  un'altra  unità,  e  cos'i  via,  si  ha  che  ogni  ciclo  si  può 
rappresentare  come  prodotto  di  trasposizioni;  quindi  per  la  pro- 
posizione del  n.  prec,  anche  ogni  sostituzione  sopra  m  lettere 
si  scompone  in  un  prodotto  di  trasposizioni. 

Si  può  dimostrare  questa  proposizione  direttamente,  senza  ri- 
correre a  quella  del  n.  prec,  ripetendo  per  una  sostituzione  ge- 
nerica il  ragionamento  Mto  al  n.  27  per  i  cicli.  Sia  cioà 


A=('      ^      ■■■    M 
"      \A,     h,    ...     lij 


un  simbolo  di  sostituzione  qualunque  composto  di  jO  indici  (p>2). 
Il  prodotto  di  esso  per  la  trasposizione  (  'j  sarà  un  sim- 

bolo composto  ancora  cogli  stessi  p  indici,  l'ultima  colonna  del 
quale  sarà  formata  dagli  indici  uguali  lp,p):  lo  si  potrà  quindi 
scrivere  come  simbolo  incompleto  composto  di  soli  p  —  1  indici. 
sopprimendo  detta  ultima  colonna.  Indichiamo  con  Ap_^  questo 
nuovo  sìmbolo  incompleto;  sarà  dunque 


<';) 
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.<,.T,Tra,0»I>OP,i™L,«T,»« 

ossia 

(87) 

'-'^M'O 

--.C/y. 

f/n  simbolo  di  sostiluzione  composto  di  p  indici  si  esprime 
dunque  come  prodotto  dì  un  singolo  di  sostituzione  composto 
di  p  —  \   indici  per  una  trasposizione. 

In  Ap_,  potranno  presentarsi  ancora  colonne  formate  da  cop- 
pie di  ìadici  uguali;  in  tal  caso  le  sopprimeremo;  chiamiamo 
A'fip'^p  —  I)  il  simbolo  risultante:  la  (27)  potrà  ancora  scri- 
versi 

(^,  ^-MO)- 

Se  p'>2  si  potrà  ora  operare  su  A'p-  come  sopra  A,,,  scom- 
ponendolo cosi  nel  prodotto  di  un  simbolo  AV  composto  con  p" 
indici  (p"^p' — 1^7)~2)  per  una  trasposizione.  Analogamente 
ai  opererà  sopra  A",",  e  cos'i  via.  Dopo  al  più  p  —  2  di  queste 
riduzioni  si  otterrà  un  ultimo  fattore  composto  di  due  soli  indici, 
il  quale  rappresenterà  quindi  una  trasposizione.  Raccogliendo, 
si  sai'à  cosi'  scomposto  A^  in  un  prodotto  di  trasposizioni  (in  nu- 
mero £P  —  1). 

Dai  n.  25,  26  si  ha  che  per  un  prodotto  di  trasposizioni  la 
funzione  0  ha  valore  uguale  al  numero  di  questi  fattori:  si  ha 
dunque  che  il  numero  delle  trasposizioni  in  od  si  scompone 
tuta  sostituzione  sopra  m  lettere  è  pari  o  dispari,  secondochè 
la  sostituzione  è  di  classe  pari  o  dispari. 

Notiamo  che  il  procedimento  indicato  dà  un  modo  per  otte- 
nere la  scomposizione  di  una  sostituzione  in  un  prodotto  di  tra- 
sposizioni: è  facile  vedere  che  esso  non  è  l'unico  [cfr.  per  es.  n. 
XVI  ]  ;  r  ultima  proposizione  mostra  però  che  coninnqite  si  scom- 
ponga una  .sostiluzione  in  un  prodotto  di  trasposizioni  il  nu- 
tnet'o  dei  fattori  ha  sempre  la  slessa  parità. 
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XVI.  Si  Ha 


dx/xmi)- 


Si  veriflca  la  rorm'ola  col  calcolo  diretto  del  prodotto  nel  se- 
coQdo  membro:  detto  secondo  membro  si  può  cioè  scrivere: 

/r    l    s\/i    r   sS/s   r    t\_/r    t   s\_/r   s\ 
\t    r  sì\s   r    t)\s    t   r]\s    t    r)\a    r) ' 

XVII.  Si  dice  che    I  1  è  una  irmposizione  fra  elementi 

consecutim  quando  re/  differiscoao  per  uaa  unità. 

Dalla  proposizione  precedente  segue  che  una  qtialimqìie  Itti- 
sposixione  si  può  oilenere  come  prodotto  di  trasposiziotu  fra 
elemenii  coìisecutivi:  auppouiamo  infatti  che  nella  trasposizione 

sìa,  per  flssare  le  idee,  s>r;  e  supponiamo  che  la  proposizìoDe 
sia  dimostrata  per  quelle  trasposizioni  in  cui  la  differenza  fra 
1  due  ìndici  è  <  s  —  r;  sari  dunque,  per  ipotesi,  un  prodotto  dì 
trasposizioni  fì-a  elementi  consecutivi  la  trasposizione 

/r  +  1     s    y 
\    s     r  +  l) 
Ora  la  (29)  dà 

(^  ^\=(  ""    ^■(-•U''+*    *  \{  ""  '^+'^ 

Vs    r)      \r-\-l     r    l\    s      r  +  \/\r+l     r    /' 

La  proposizione  resta  così  dimostrata  per  la  trasposizione  data. 

Da  questa  proposizione  e  da  quella  del  n.  XV  segue  ancora 
che  offni  sostituzione  sopra  m  lettere  si  piió  ottenere  come  pro- 
dotto di  trasposizioni  fra  etementi  coìisecutivi. 

Questa  proposizione  ricorre  assai  spasso.  Noi  ne  abbiamo  fatto 
uso,  dandone  una  dimostrazione  meno  rigorosa  e  ma^iormeote 
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appoggiata  aU'ìatuizioae,  al  §  1,  n.  4.  Sa  ÌDfattì  consideriamo 
la  funzione 

F  =  j7,  +  ir,  +  . . .  +  a;,  , 

si  Gambiera  in  essa  l'ordine  degli  addendi  effettuando  sopra  le 
variabili  ^, ,a;, ,. ..  ,2;„  una  sostituzione.  L'afrermazione  [p.  6] 
che  tale  cambiamento  dell'ordine  dei  termini  si  può  ottenere 
eoo  una  successione  di  scambi  fra  termini  successivi  equivale 
appunto  ad  affermare  che  la  detta  sostituzione  si  ottiene  come 
prodotto  di  trasposizioni  fra  elementi  consecutivi. 

XVIII.  La  formola  (27)  ci  permette  di  determinare  il  numero  ' 
dei  sìmboli  di  sostituzione  con  m  indici ,  o,  ciò  che  è  lo  stesso, 
il  numero  delle  permutazioni  di  m  ledere  [n.  16]. 

Sia  infatti 


/l      2      ...     m^ 

"    Va.  fi.  ...   nj 


uno  di  questi  simboli  completi.  Può  darsi  che  in  esso  sia  A„  =  m  ; 
allora,  indicando  con  A„_,  il  simbolo  che  da  esso  si  ottiene  sop- 
prìmendo l'ultima  colonna,  si  ha 

(30')  A,  =  A^,  =  A__,  •  E  . 

Se  invece  fi„^m,  si  può  applicare  direttamente  la  (27)  po- 
nendovi p  =  m ,  e,  indicando  ancora  con  A,,_,  un  sìmbolo  com- 
posto degli  indici  l,2,...,»i  —  1,  sarà 


(30.  ^.  =  A..,.(»1"). 


Osserviamo  ancora  che,  comunque  si  fissi  il  simbolo  A„_[  e 
l'indice  ft„,  i  prodotti  indicati  nei  secondi  membri  di  (3O'),(30") 
determinano  un  simbolo  A„  composto  cogli  m  indici  1 , 2 , . . . ,  m. 
Di  più,  dato  A„  è  completamente  determinata  la  scomposizione 
espressa  dalle  (30') ,  (30") ,  cosicché  due  di  questi  prodotti  non 
possono  essere  ugnali  se  non  sono  uguali  ciascuno  a  ciascuno  i 
loro  fattori. 
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Indichiamo  allora  cod  P,  il  numero  dei  simboli  completi  che 
si  possono  formare  con  p  indici,  con  /„  il  numero  delle  traspo- 
sizioni ( ,  "1:  mediante  la  (30"),  facendo  variare  i  due  fattori 
del  2*  membro,  sì  formeranno  P,„_,  C  simboli  A„;  facendo  va- 
riare il  solo  fattore  A„_,  nel  secondo  membro  della  (30')  si  de- 
termineranno P„_,  simboli  A,„;  ed  in  Ul  modo  st  saranno  esau- 
riti tutti  i  simboli  completi  di  m  indici.  Adunque 

P^  =  p^_,  t„  +  p^_,  =  P„.,(C  +  »)  ■ 

Il  numero  delle  trasposizioni  (  "*)  è  m  — 1,  perchè  h„  può 
prendere  gli  m—l  valori  1 , 2 ,...,»*  —  1.  Adunque 

(31)  P.  =  P„-,-'"- 

Non  esiste  altra  sostituzione  sopra  uua  sola  lettera  che  la 
sostituzione  unità  ;  è  dunque 

P,  =  l  . 
Dalla  (31)  si  ha  allora 

P,  =  1  ■  2 
P.  =l-2-3 


(32)  P„  =  1  ■  2  • . . .  •  »ì  =  m  :         fcfr.  §  2,  n.  VII,  (15)]. 

XIX.  Queste  mi  sostituzioni  sopra  m  lettere  si  distribuiscono 
in  -~  sostituzioni  di  classe  pari  e  — '  sostituzioni  di  classe  di- 
spari. 

Se  infatti  si  indica  con  T  una  qualunque  trasposizione,  tutti 
i  prodotti  delle  sostituzioni  di  classe  pari  per  T  sono  altrettante 
sostituzioni  di  classe  dispari;  e  sono  tutte  diverse  fra  loro  per- 
chè, T  avendo  inversa  (precisamente  se  medesima),  non  è  sin- 
golare [n.  VI]  e  quindi  prodotti  di  sostituKioni  diftferenti  per  T 
sono  differenti  fra  loro.  Adunque  il  numero  delle  sastituzioni  di 
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classe  disparì  non  è  inferiore  a)  numero  delle  sostituzioni  di 
classe  pari.  Inversamente,  se  si  moltiplicano  per  T  le  sostitu- 
zioni di  classe  dispari  si  ottengono  altrettante  sostituzioni  di 
classe  pari;  dunque  il  numero  dello  sostituzioni  di  classe  pari 
non  è  inferiore  a  quello  delle  sostituzioni  di  classe  dispari:  ne 
segue  che  i  due  numeri  sono  uguali. 

S  6.  -  NUMERI  COMPLESSI 
E    LORO   PRIME  APPLICAZIONI 

1.  Si  può  considerare  il  gruppo 

(1)  X  =  (,x,    X,    ...    irj  =  }a;^j 

di  il  variabili  ir,  ,ir, . ...  ,;r„  come  una  funzione  delle  variabili 
medesime  '). 

Per  ciascuna  di  queste  variabili  ix^  si  dovrà  supporre  asse- 
gnato un  dominio  dt?^.  11  corrispondente  dominio  della  funzione 
(I)  si  indicherà  con  (£Gi9©,  ...  St5„)  e  sì  chiamerà  il  dominio 
complesso  dcffli  9S,;  esso  sarà  costituito  dai  gruppi  della  forma 
{a,  a,  ...  aj,  dove  le  a^  (( ^ 1 , 2 , , . . ,  n)  rappresentano  elementi 
arbitrari  rispettivamente  dei  domini  9©j, 

Due  valori  dì  X 

(a.a,  ...aj    ,    (6,6,  ...6J 

saranno  uguali,  solo  quando 

a,  =  6,    ,    0,  =  &,    ,    ...    ,    a,  =  6„  ; 

ad  ogni  valore  di  X  nel  dominio  (9Si9S,  ...  90J  corrisponde 
cioè  [§  3,  n.  9j  un  valore  ben  determinato  per  ciascuna  delle 


')  Facendo  n  =  1  sì  ritorna  all'  osservazione  fatta  al  %  8,  n.  3,  ij 
versi  oonaiderare  una  variabile  x  come  una  particolar  funsione  di 
medeBima. 


□igitizedbyGoOgIc 


174  NUNHRI  COMPI-BBai  I-  §  6' 

variabili  x^  *)  che  si  dirà  la  coordinala  w,  o  f""  coordinata  del 
detto  valore  di  X. 

Ne  risulta  cbe  (^dì  fuozìone  F(jr, £r,  ...  w^)  delle  Tariabili 
JT, ,  ìt,  , . . , ,  a;,  puà  coQsiderarsi  come  una  fuozioiie  F"(X)  di  una 
variabile  X  avente  per  dominio  (£6,96,  ...  9©,),  corrispon- 
dendo per  essa  ad  ogni  valore  di  X  tutti  e  soli  quei  valori  della 
F  che  corrispondono  al  sistema  di  valori  delle  a?,  definito  dal 
valore  considerato  di  X. 

2.  I  domini!  delle  variabili  a;,, a:,,..., ir,  siano  moduli  asse- 
gnati £n&, , €t&, , .  . . ,  91&,  in  uno  stesso  campo  numerico  &:  si 
porrà  allora  per  definizione: 

a)  Se 

A  =  \a,\    ,    B  =  |M 

s<^io  dite  elementi  di  (9Ife,  9I&,  . . .  ©I&'J.  sarà 
A  +  E  =  \a,  +  b,\  ; 

b)  Se  r  è  iìioltre  ìin  ìnimero  di  S,  sarà 

rA-\ra.\. 

Con  queste  deflnizimti  delta  somma  e  della  moltiplicazione 
per  im  numero  di  S  il  dominio  complesso  (Sita,  9Rr,  . . .  Slt,) 
risulta  essere  anch'esso  un  modulo  in  S.  Si  verificano  inTatti, 
mediante  il  calcolo  diretto,  le  proprietà  caratteristiche  dei  mo- 
duli [§  4,  n.  IJ:  si  hanno  cioè  le  proprietà  associativa  e  com- 
mutativa dell'addizione: 

(N+i^0+KÌ=|(«<+^)+'^.|=l'*.4-(ft,+'?jj=|a4+<N+N)- 


')  Si  può  eaprimsTe  questa  oaaervazione  dicendo  che  è  univoca  cia- 
wuna  delle  funnioni  inverse  di  (1)  [§  3,  n.  20j: 

evalore  di  x^  che,  con  cooTenienti  valori  delle  x    (j4=0' 

fft  bì  che     y  =  (a:,  X|  ...  x,)  », 
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è  inoltre 

W  +  iOÌ  =  W    .    ia,\  +  \-a,\-\a,-ai-\0\, 

cosicché  gode  dalle  proprietà  dello  zero  [§  4,  d.  1]   l'elemento 
{00  ...  0);  ai  porrà  quindi 

0  =  (0    0    ...    0)  ; 


iodicando  inflae  con  r,s  numeri  dì  @,  si  avrà 

Dalla  definizione  6)  si  lia  inoltre  che  sono  elementi  simili 
[§  4,  a.  1]  di  {©Ife,  ©Ife,  . . .  9I&,)  qìiellt  e  quelli  soli  che  hanno 
le  coordiruUe  omologhe  proporzionali  [cfr.  n.  XXIV]. 

3.  Mumarl  complassl.  —  L'applicazione  per  noi  piij  impor- 
tante delie  considerazioni  che  precedono  si  ha  supponendo  che 
gli  n  moduli  ^t&j ,  @1&, , . . . ,  €1^^  si  riducano  tutti  al  campo  Q 
medesimo  [cfr.  g  4,  n.  4J.  il  modulo  complesso  che  ne  risulta 
deflQito  si  indicherà  con  &*. 

I  suoi  elementi  si  dicono  numeri  complessi  ad  n  dimensioni 
o  ad  n  unità. 

Si  chiamano  ttnità  dì  @*  gli  n  elementi  di  €"  che  hanno  tutte 
le  coordinate  nulle,  meno  una  che  è  ^  1  :  sono  cioè 

E,  =  (l    0    0    ...    0) 
(3)  E,  =  (0    1    0    ...    0) 


K=(0    0    0    ...    1). 
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Si  verifica  immediatameute  mediante  1)  calcolo  che 

(3)  lo,!»!".»-; 

cioè  offni  numero  di  Q!'  è  la  combinazione  lineare  delle  n  vnilà 
che  ha  per  coe/ficienH  rispetlivametìte  le  sue  n  coordiìiaie. 

Per  estensioue  ai  potrà  anche  supporre  «  =  1,  ponendo  S'^S: 
t£'  ha  una  sola  unità,  il  numero  1  di  S,  che,  ove  occorra,  si  potrà 
pure  indicare  cod  E:  la  proposizione  precedente  diverrà,  nel  caso 
speciale:  ogìii  numero  di  £'(=S)  è  il  prodotto  di  un  numero 
di  S  (se  stesso)  per  t'imitò. 

4.  In  un  modulo  9I&  nel  campo  S  siano  assonati  n  elementi 

(4)  e,  e,  . . .  e„  . 

Una  loro  combinazione  lineare  qualunque  in  tS 

(5)  2  «A 

è  completamente  determinata  quando  se  ne  conoscono  i  coeffi- 
cienti Oj  ,a, ... .,  a, . 

Si  può  dunque  rappresentare  la  combinazione  lineare  (5)  me- 
diante il  numero  complesso  di  t2" 

(5")  A  =  |«<j. 

Confrontando  le  regole  per  le  operazioni  sopra  le  combinazioni 
lineari  [§  4,  n.  5]  con  quelle  per  le  operazioni  sopra  i  numeri 
complessi  [n.  3]  si  vede  che  alla  somma  di  due  numeri  complessi 
di  Q"  corrisponderà,  allora  la  somma  delle  combinazioni  lineari 
che  essi  rappresentano,  al  prodotto  di  un  numero  complesso  per 
un  numei-o  di  Q  corrisponderà  il  prodotto  della  corrispondeate 
combinazione  lineare  per  detto  numero  di  S:  più  generalmente 
una  combinazione  lineare  in  €  di  numeri  dì  @"  rappresenterà  la 
combinazione  lineare  delle  corrispondenti  combinazioni  lineari 
degli  elementi  (4)  che  ha  gli  stessi  coefficienti.  Il  numero  com- 
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plesso  0  rappresenterà  la  combÌDazione  lineare  degenere  degli 
elementi  (4),  e  quindi  l'elemento  0  di  €f^;  quindi  uumeri  com- 
plessi fra  loro  linearmente  dipendenti  rappresenteranno  combina- 
zioni lineari  degli  elementi  (4)  fra  loro  linearmente  dipendenti. 
Da  queste  osservazioDi,  insieme  colla  proposizione  finale  del 
D.  prec,  risulta  una  certa  equivalenza  fi:>a  le  nozioni  di  «combi- 
nazione lineare  di  dati  elementi  di  un  modulo  €>!&>  e  di  «numero 
complesso»:  è  però  da  notare  una  differenza  essenziale  fra  i  due 
concetti,  in  quanto  parlando  di  combinazioni  lineari  si  ha  di 
mira  il  valore  di  una  certa  funzione  [§4,  n,  5]   2 '"A  formata 

cogli  elementi  (4)  di  g^  e  colle  variabili  <r, ,a;, ,. ..  ,a;„,  men- 
tre parlando  di  numeri  complessi  si  hanno  di  mira  soltanto  con- 
siderazioni che  non  dipendono  dalla  scelta  degli  elementi  (4)  ed 
appartengono  quindi  propriamente  alla  funzione  (a?, a;,  ...  wj 
[a.  l].  Cosi  potrà  avvenire  che  combinazioni  lineari  degli  ele- 
menti (4)  che  siano  rappresentate  da  numeri  differenti  di  6" 
abbiano  lo  stesso  valore. 

5.  CompoBlsIona  dal  numarl  eomplassl.  —  Vogliamo 
ora  deSnira  una  operazione  sopra  i  numeri  complessi  di  €">  per 
molti  riguardi  anal(^a  alla  moltiplicazione  fra  numeri,  della 
quale  si  vedranno  tosto  notevoli  applicazioni. 

Accanto  al  sistema  di  numeri  complessi  &*  consideriamo  per- 
ciò altri  sistemi  di  numeri  complessi  nel  campo  £,  che  indi- 
cheremo rispettivamente  con  i2"-*,@"'',. ..  aventi  tante  unità 
quanti  prodotti  rispettivamente  di  due,  di  tre,  ...  fattori  distinti 
si  possono  formare  colle  n  variabili  ')  ar, a;,  ...  »„.  Si  potrà 
sempre,  par  fissare  le  idee,  supporre  che  in  questi  prodotti  i 
fattori  siano  ordinati  secondo  gli  ìndici  crescenti;  corrisponden- 
temente a  tale  ipotesi,  se 

(2)  E,  E.  ...E, 

sono  le  uniti  di  @",  si  potranno  rappresentaro  le  unità  dì  Q^*, 

')  Adunque  quanta  sono  le  oombinaiioni  rispettivamente  di  oImbb 
due,  tre,  . . .  delle  dette  vaHabilì  [§  2,  n.  Vili]. 

LXTI  12 
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S"',...  rispettivamente  con 

E,j  iij=l,2,...,n    ;    i<j) 
(20  Ey»(iJ,ft  =  l,2,...,«    ;    i<j<k) 


Chiameremo  le  (2)  unilà  di  1"  ordine  e  le  (2")  riiipettivameate 
uni(à  di  3*,  di  3*,  ...  ordine  rispetto  al  sistema  di  numeri  com- 
piessi S". 

Esiste  una  sola  unità  di  n-mo  ordine,    E„    „;    è  quindi 

e""=e'  =  (2  [11.3]  '). 

Se  a,p,f,..-  sono  interi,  iudictteremo  con  a  PY"  '  il  gruppo 
di  quesii  numeri  disposti  per  valori  crescenti. 
Le  unità  (3'}  si  potranno  allora  rappresentare  con 

E^p^  («,p.T,...  =  1.2.....n    ;    a=i=?^r=Ì=---)  • 

6.  Possiamo  anche  considerare  [n.2]  il  modulo  (S"©*' ©"■*...  ff""); 
ad  ogni  numero  complesso  di  ^'■''(l^r^n)  corrisponderà  un 
elemento  di  questo  modulo  avente  esso  come  coordinata  r-ma, 
e  tutte  le  restanti  coordinata  nulle;  noi  rappresenteremo  sen- 
z' altro  questo  elemento  mediante  ìl  detto  numero  complesso. 

Ciò  posto,  se  Eop- .  ,  Ej^,...  sono  unità  rispettivamente  del- 
l'r-mo  e  dell'5-mo  ordine  non  aventi  indici  comuni,  chiameremo 
loro  composizione  il  numero  complesso  di  g»'^  (ed  il  corrispon- 
dente elemento  di  (e-S".»©-.»  ...  &•■')) 


^[.^■,...X^....f'>'-^     ' 

se  invece  le  unità  E„p^...  ,  Ejj,,  ,.  hanno  indici  comuni. 

la  loro 

composizione  sarà,  per  definizione,  l'elemento  0  del 

modulo 

(e-0-,'e-.> ...  e-'"). 

')  Oon  maggior  preoiiione,  se  bì  vuole,   (S""  è  un  campo 
a  e  [§  1,  n.  XI]. 

iBomoifo 
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SI  rappreseoterà  la  cooiposizìone  come  lu  moltiplicaziODe  fra 
□ameri,  cioè  col  semplice  avviciDameoto  delle  unità  da  comporsi, 
a  talora  coli' interposizione  di  un  puuto.  La  precedente  deRnizìone 
si  scriverà  dunque,  in  segni, 

(6)       KjT:-  Eij^  =  S(,py     ,;^p,       )E,pr..w... 
se  gli  indici  a,fl,T,...,il.,fi,v,...  sono  tutti  distinti, 

se  frSL  gli  indici  a,fi,f,...,X,^,v,...  ve  ne  sono  di  ugitalL 

A  causa  delle  convenzioni  del  §  5,  n.  30,  si  può  considerare  la 
formola  (6')  come  contenuta  nella  (6),  perchè  il  fattore 


divìeoe  nullo  se  fra  gli  indici  a,^,Y,...,}l,]ji,v,..,  ve  ne  sono 
di  uguali  (sì  noti  però  che  il  secondo  fattore  del  secondo  mem- 
bro di  (6)  Eap^.xp,.,,.  è  allora  privo  di  signiflcato). 

La  composizione  di  due  unità  degli  ordini  r,s  è  sempre  nulla 
se  r  -(-  « >  n ,  perchè,  dovendo  gli  iodici  a,p,T,...,X,|i,v,... 
esser  tutti  fra  i  numeri  l,2,...,»i,  due  di  ossi  saranno  certo 
uguali  se  il  loro  numero  totale  è  >n. 

7.  Se  a,  ,a, , . . .  sono  numeri  di  fi , E„  ,  E„  , . . .  unità  d'ordine 
qualsiasi  rispetto  a  @"  (gli  indici  a, ,«,,...  rappresentando 
qui  gruppi  di  indici  quali  si  hanno  nelle  formola  (2') ,  (6) ,  (6*)  ) 
una  somma  della  forma  2a,E„     rappresenta   un  elemento  di 

Chiameremo  oomposizione  delle  somme 

A  =  2«'E,,  ,   B  =  26^Ep^ 
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l'operazione  (e  il  risultato  di  essa)  defloìta  dall'uguaglianza 
(7)        AB=(2<.,E.)(2»jE|,)  =  2»,S,(l;,_E,)  . 

Il  secoado  membro  rappresenta  anch'esso  un  elemento  di 
(e- S"-* <3^*  ...  ©"■"). 

Le  somme  del  primo  membro  ai  diranuo  i  fattori  della  com- 
posizione; come  è  già  indicato  nella  (7)  e  come  si  disse  per  la 
composizione  delle  unità  [n.  6J,  si  rappresenterà  la  composizione 
collo  stesso  se^DO  della  moltiplicazione  fra  numeri. 

Perchè  la  (7)  sia  legittima  occorre  però  provare  che  il  risul- 
tato della  composizione  così  defìnita  non  muta  se  alle  somme 
del  primo  membro  si  sostituiscono  altre  somme  equivalenti,  e 
cioè  che  detto  risultato  non  muta  se  le  somme  solette  a  com- 
posizione si  alterano  o  per  l'a^iunta  (o  soppressione)  di  termini 
nulli,  ovvero  per  riduzione  di  termini  simili  [§  4,  n.  1].  Che  cos'i 
sia  sì  verìfica  immediatamente  ripetendo  i  calcoli  già  fatti,  in 
caso  analogo,  per  i  polinomi  [§  2,  n.  2].  Si  vede  cioè  subito 
dalla  (7)  che  l'introduzione  di  termini  nulli  nelle  somme  del 
primo  membro  produce  esclusivamente  l'introduzione  di  termini 
nulli  nel  secondo  membn);  che  inoltre  se  nelle  somme  del  primo 
membro  si  hanno  i  gruppi  dì  termini  simili  rispettivamente 

(ET  ed  E"  rappresentando  unità  di  ordine  qualunque^  essi  ppo- 
ducono  nel  secondo  membro  il  gruppo  di  termini  simili 

2o.».  (E' E■■)  =  (2<^  ».)(£■  E")  =  (2<,.)(26,)(E'E")  = 

=(2''.)^'-(2».)e". 

8.  Della  formola  (7)  poniamo  in  evidenza  il  caso  in  cui  cia- 
scuno dei  fattori  del  1°  membro  sì  riduca  ad  un  solo  termine: 
sarà 

(T)  oE''ftE"  =  a6(E'E0  . 
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Applichiamo  questa  forinola  al  calcolo  della  composisioDe  di 
UD  numero  qualunque  di  unità:  si  ha  [n.  6] 

(^•>tT-  ^if-^  ^fw- 


Ma  si  ha  [§  5,  n.  20,  21,  30} 
Ijiv ...  par 


/«PY---   ?ili«_—   pgT...  w»PT...i.pv...   pgjr^\ 
~(^apT--  >.ttv..  pqT...j(^gpT...  ).nv...pqT...j 

/*PT---    ^t»"--    P^T_Li;\ 
~(apT--  X|m...pgT  ■■■)  ■ 


Dunque  infine  [§  5,  n.  25,  30] 
(8)        (E^bt^  E)^,.,.)  E^,„ 

_    /«Pt---  X;*"--  pgT... 

~    l  a P T  - •  •  J^  1^ V  ...  pgT  ... 


loPr  -V' -.(*'.■■ 


CoQ  trasformazioni  perfettamente  analc^he  si  calcolala  com- 
posizione E„fc,  (K)i.,...  E^^  J;  si  ottiene  come  risultato  lo  stesso 
secondo  membro  della  (8);  sì  ha  dunque  che  la  composizione 
delle  unità  gode  della  proprietà  associativa: 

(9)         (E^ej^  E^  E^^=  E^p^  (E»^  E^  . 

Ripetendo  lo  stesso  calcolo  si  estende  inoltre,  per  induzione 
matematica,  la  formula  (8)  alla  composizione  di  un  numero  qua- 
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lunque  di  uaità  ;  «  risultato  delta  composizione  è  in  generale 
l'unità  che  ha  per  indvH  l'insieme  degli  indici  delle  unità  fat- 
tori, moliiplicala  per  il  valore  della  funzione  S  per  la  sostitu- 
zione ohe  ha  come  numeratore  V  insieme  degli  indici  dei  fattori 
presi  nell'ordine  della  com.posizione,  e  come  denominatore  l'in- 
sieme degli  stessi  indici  ordinali  secondo  i  valo>'i  crescenti. 

Se  le  uaità  fattori  baoDO  iadici  comuni  la  proposiziono  va 
intesa  in  questo  senso  che,  il  valore  indicato  della  funzione  S 
essendo  allora  nullo,  anche  la  composizione  è  nulla  [ctr.  a.  6]. 

9.  Se  in  particolare  le  unità  fattori  sono  tutte  del  primo  or- 
dine, si  avrà  così 

m  E.E,E,...=8('^Jj;|e,jj_,; 

in  particolare 
(IO-)  K'i^^  ■■■  =0 

se  gli  indici  a,^,y,...  non  sono  tutti  distioti. 

Restando  per  un  istanto  nell'ipotesi  che  a,  fi, ■{•••-  siano  di- 
stinti, sia  a'fi'x'  ■■■  un'altra  permutazione  degli  stessi  indici, 
cosicché 

a'P'T'---  =«Pl^v  ; 
sarà 

E„Ep,E^...  =S('pJ  "'jK»r...  ' 
onde  [8  5,  n,  25,  19] 

%L.  =  s(;rp^JE..B^.E, 

Sostituendo  nel  secondo  membro  della  (IO)  si  ha  quindi 
e  cioi  [S  5,  n.  25,  21] 

(11)     e.e,e,...=s(*^,J[,;Jb;„e,,ev... 
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Questa  relazione  vale  aoche  nell'ipotesi  che  alcuni  degli  ìn- 
dici a,^,f,...  siano  uguali,  perchè  allora  ì  due  membri  sono 
entrambi  nulli. 

10.  La  composizione  dei  numeri  complessi  è  distriinttiva  ri- 
spello  all'addizione:  teueodo  conto  della  (T),  la  formola  (7)  può 
infatti  euuDciai-si  dicendo  che  la  composizione  di  due  somme 
della  forma  ^a^E^  ,  ^''j^  è  uguale  alla  somma  delle  com- 
posizioni di  ciascun  termine  della  prima  con  ciascun  termina 
della  seconda;  poiché  ora  si  sommano  più  somme  della  forma 
indicata  riunendone  in  una  somma  unica  tutti  i  termini,  si  potrà 
concludere  la  validità  della  proprietà  distributiva  osservando, 
come  al  §  2,  n.  3,  3^  che  se  A, ,  A, , . . . ,  B, ,  B, , . . .  sono  di  tali 
somme,  tanto  la  composizione  (  ^  ^it  )(  £  ^i  )  Quanto  la  som- 
ma T  Aj^B^  constano  di  tutte  te  composizioni  di  tutti  i  termini 
delle  A^(A  =  1,2,...)  con  tutti  i  termini  delle  B»(ft  =  1 ,2, ...). 

Se  7-,^  sono  numeri  di  Q  si  ha  pure 

=  2  '-safijiE^E^)  =  rs  (2  «i  K,)  (2  &i  Eg^  )  =  rMB  . 

Si  raccolgono  le  due  proposizioni  nella  formola  (projwie^ei  df- 
stribiUiva  rispetto  alla  combinazione  lineare  ) 

(12)  (2^.A,)(2s.B,)=2^s,A,B,  . 

11.  La  composizione  gode  pure  della  proprietà  associativa. 
Si  è  già  visto  infatti  [n.  8  (9)]  che  gode  di  questa  proprietà  la 
composizione  delle  unità;  segue  immediatamente  [n.  7  (7)] 

(13)  [(2  a, E,_) (2  ",  E»^)]  (2  "•. fV.)  =•  2  "."i". ( (E.  Ef,)  \) 

=2<".V.(E.,<E»,\))=(2"'.^)[(2»/E5J(2«.E,.)]- 
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12.  Non  vale  invece  per  la  composizione  la  proprietà  com- 
mulativa;  basta  evideutemente  verificare  l'&ffermazioQe  per  dd 
caso  particolare;  ora  la  formola  (11)  mostra  che,  se  »pY  •■ 
a'P'Y'  ■••  sono  due  permutazìoai  degli  stessi  indici  (distinti), 
coiuposizìoui  di  unità  del  primo  ordine  E^  E^  E_  . . .  ,  E„  E^  £L, 

(a  S  T  ■ 

è  dì  classe  pari  o  dispari. 

13.  Se  si  suppone  che  in  ciascuno  dei  fattori  del  primo  mem- 
bro di  (7)  compaiano  solo  unità  dello  stesso  ordine,  e  precisa- 
mante  che  le  E3  siano  unità  di  r-mo  ordina  e  le  E^  di  s-mo, 
ì  detti  due  fattori  saranno  rispettivamente  numeri  complessi  di 
©*'■  e  di  li?"  [n.  6].  Allora  le  composizioni  E„!B^  nel  secondo 
membro  sono  (a  meno  del  seguo)  unità  di  ordina  r  +  s,  se 
r+s^n;  se  invece  r  +  s>n  sodo  tutte  nulle.  Si  ha  dunque 
che  la  composizione  di  due  numeri  complessi  rispeliieamente 
di  G"''  e  di  (2"'  è  un  numero  complesso  di  Qr-"^  se  r-\-s^n; 
è  invece  nulla  se  r  +  s>n. 

Più  generalmente  la  composizione  di  più  numeri  complessi 
rispedì famenle  di  Q"',  S"',  €" ', ...  è  un  numero  complesso  di 
S"'*'*'*     (ovvero  è  nulla). 

Il  caso  che  a  noi  interessa  maggiormente  è  la  composizione 
dei  numeri  complessi  di  IS^;  la  composizione  di  m  numeri  com- 
plessi di  <2^  è  un  numero  complesso  di  S""  se  m^n;  è  sem- 
pre nulla  se  m>n. 

Se  precisamente  m=tn,  la  composizione  si  riduce  al  prodotto 
di  un  numero  di  S  per  l'unità  di  n-mo  ordine  E,,  „  [n.  5]. 

14.  Siano  precisamente 

(H)  A,  =  2ayE,         (i  =  l,2,...,m  ;  >  =  1 ,2  ,...,») 

s 
m  numeri  complessi  di  €";  si  ba 

(15)    A,A,...A.=  2       ■      (<i„Ej,)(<l„E,_)...(a.,3_) 

>.J, J™— 1.3. 

=  2  "li.'^j,-  "•!  E,  Ej, ...  Ej_  . 

/.i>, /.-1,2 » 
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Assoggettiamo  ì  fattori  del  primo  membro  dì  (15)  alla  soati- 
tuzioae 

(»<  0  \)  : 

per  mantenere  l'uguaglianza  dovremo  asaof^ettare  i  fattori  di 
ciascun  termine  del  secondo  membro  alta  stessa  sostituzione; 
nel  termine  corrispondente  nel  terzo  membro  resta  con  ciò  inal- 
terato il  coefllciente  numerico,  mentre  te  unità  Kj  ,Ej  ,...,E^ 
subiscono  la  stessa  sostituzione.  Ciascun  termine  resta  dunque 
[n.  0  (ll)j  moltiplicato  per  S(  *  i,  )>  ^'  ^^  dunque 

(16)  A,A,  ...A»  =sf!:  ?     "■fU,A,...A„ 

\1  2   ...  mi    '   *         " 

Se  cioè  si  assoggettano  i  fattori  di  una  composizione  ad  una 
sostituzione,  la  composizione  si  riproduce  invariata  o  mutata 
di  segno  secondochè  la  sostituzione  è  di  classe  pari  o  di  classe 
dispari:  in  particolare  se  in  una  composizione  si  scarrUfiano  due 
fattori  la  composizione  cambia  di  segno. 

15.  Ne  segue  che  se  in  una  composizione  di  numeri  com- 
plessi dtie  fattori  sono  uguali,  la  composizione  èntUla;  ial'atti 
lo  scambio  di  quei  due  fattori  uguali  non  la  altera  mentre,  per 
la  proposizione  precedente,  la  fa  cambiare  dì  segno. 

16.  Siano 

(17)  Z.  Z,  ...   Z, 

p  numeri  complessi  di  @",  e  siano 

(18)  A,  =  2  a,j  Z^         (i  =  1 ,  2 , . . . ,  »i) 

m  loro  combinazioai  lineari  iu  Q. 

La  composizione  A,A, ...A„  si  esprìmerà,  a  causa  delta  pro- 
prietà, distributiva  [n.  IO,  (12)],  come  combinazione  lineare  in  € 
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delle  composizioni  formate  eoo  m  fattori  Zy  Sarà  dunque 

(19)  AjA, . . .  A„  =  2  %i, ...  i„W  ■  •  2j_ 

j,.j.M..,>--i,a p 

dove  le  e.        ,     sono  numeri  di  Q.  Le  composizioni  Z,  Z. ...  Z, 
in  cui  esistono  fattori  uguali  sono  nulle  [a.  15];  ne  segue  che, 
se  tn>p,  lut/i  ì  termini  di  (19)  sono  nulli;  è  dunque  allora 

(20)  A,A,...A„  =  0       {m>p). 

Se  tn^p  si  potranno  supporre  scritti  nel  secondo  membro  di 
(19)  quei  soli  termini  in  cui  ^",4:j,4:. .  .4:j„.  Osserviamo  an- 
cora che  se  due  composizioni  Z^  Z^  ...Zj  ,Zj -Z^ -...  Z^  ■  diffe- 
riscono solo  per  l'ordine  dei  fattori,  esse  sono  simili  [n.  14]: 
possiamo  supporre  ridotti  questi  termini  simili ,  e  quindi  pen- 
sare che  per  ogni  sistema  di  valori  del  gruppo  di  ìndici 
Jih  ■■■J,»  differenti  fra  loro  solo  per  l'ordine  degli  indici,  uno 
solo  compaia  nel  secondo  membro  di  (19):  si  può  d'altronde  (al 
più  mediante  un  cambiamento  di  segno  [n.  li])  fare  in  modo 
che  sia  questo  uuo  qualunque  dei  gruppi  del  sistema.  Indichiamo 
adunque  con  [A,  ft,  ...  ft„}  i  gruppi  di  indici  che  con  queste 
convenzioni  vengono  a  trovarsi  effettivamente  nel  secondo  mem- 
bro della  (19):  essa  prenderà  la  forma 

(21)  A,A,...A„=       2        '^j. j.  ... »_Z» Z»  ■  ■  ■  Z»_^  ■ 

Il  coefficiente  numerico  d^  ^  ^  si  chiamerà  il  deferTninan- 
te  della  compostztone  A,A, . . .  A„,  rispetto  alla  composizione 
Z,,  Z„  . . .  Z^     e  si  rappresenterà  con 

(22)  Ott^'^---^- 


La  (21)  prenderà  allora  la  forma 


=     2     ""zTtrtrzr^^- 

[•,».■■■»■)        '  ' 
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Quaodo  QOD  vi  sia  ragione  in  contrario,  potremo  supporre  che 
i  gruppi  di  ladici  [A,  A,  ...  A„]  siano  precisamente  ordinati  se- 
condo 1  Talori  crescenti  [cfr.  a.  5]  ;  )a  formola  (23)  si  scriverà 
allora 

(24)       A,A. . . .  A„  =.  2  Det  ^^'^^  'W-  ■  ■  Z»„  • 

t.<t.<  ...<*„         *■  *'■■■    *- 

Sì  può  supporre,  in  particolare,  che  Z, ,Z, ,...,Z,  siano  le 
unità  E,,E,,...,E,  di  @"  (quindi  p  =  n);  le  (18)  sono  allora 
identiche  alle  (14)  e  la  (34)  potrà  scriversi 

(34-) 

i  coefficienti  del  secondo  membro  di  (24")  si  chiameranno  bre- 
vemente i  delerminantt  della  composizione  A,A, ...A„. 

17.  Se  si  suppone  m  =  p,  nel  secondo  membro  della  (23)  si 
avrà  un  solo  termine,  corrispondente  ad  un  gruppo  [A,ft,  ...  A„] 
costituito,  a  meno  dell'ordine,  dagli  m  numeri  l,2,...,m.  La 
(23)  assume  quindi  la  forma 

(•S)  A,A. . . .  A„  =  Det  ^■^'•••^-'  Z»  Z»^. . . Z,^ 

(A,  hf  ...  k^  permutazione  arbitraria  dì  1  2  ...  m)  . 

In  particolare  si  avrà  [cfr.  (24)] 

(26)  A.A. . . .  A„  =  Det  ^^\*".'zr  ^*^'  ■  ■  ■  ^"  ■ 

18.  Numarl  complassl  llnaarmante  rflpenrianU.  — Dalla 

relazione  (20)  [n.  16]  segue  che  se  ni  numeri  complessi  A,, 
A,,...,  A„  di  e"  dipendono  linearmente  in  S  [§  4,  n.  14]  da  un 
minor  numero  di  numeri  complessi  di  @",  la  loro  composizione 
è  nuila.  Siano  infatti  Z, ,  Z  ,,...,  Z^  (;'<  >n)  i  numeri  complessi 
da  cui  si  suppongono  linearmente  dipendenti  A^ ,  A, , . . . ,  A^  ;  le 
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dove  A,  e  a^^  sodo  aumeri  del  campo  Q  e  nessuno  dei  numeri 
h,  è  nullo;  la  (20)  dà  allora 

A,ft,...A„A,A,...A„  =  0  , 

ossia,  per  essere  /l,A, . . .  A„4^0, 

A,A,...A„=.0  . 

Io  particolare,  supponendo  che  ì  numeri  complessi  Zj  siano 
degli  Aj  medesimi,  se  più  niwieri  complessi  sono  Itneajtnenle 
dipendenti  fra  loro,  la  loro  composizione  è  nulla. 

19.  È  vera  anche  la  proposizione  inversa:  se  la  composizione 
dei  numeri  complessi  A,  A,  . ..  A„  di  S"  è  mtlla,  essi  sono  li- 
nearmente dipendenti  in  @. 

A  guisa  di  lemma,  noi  mostreremo  dapprima,  che,  dati  atid- 
trariamente  m  numeri  complessi  di  ©"  (ni  as  «  +  1) ,  si  può 
sempre  trovarne  una  conMnazione  lineare  in  i2  (non  degenere) 
in  cut  siano  nulli  i  coefttcienti  di  m~l  unità  arbitrariamente 


I  numeri  complessi  considerati  siano 

(14)       A,  =  2aijEj       (f=l,3,....7n  ;^  =  1,2 n)  . 

s 

1.*  Sìa  dappnma  m=Si  si  voglia  quindi  mostrare  che  si 
può  trovare  una  combinazione  lineare  dei  due  numeri  complessi 
A, ,  A,  nella  quale  il  coefficiente  di  E,,  è  nullo.  È  chiaro  anzi- 
tutto che  se  tal  coefficiente  è  nullo  in  uno  dei  due  numeri,  per 
ea.  in  A,,  la  combinazione  lineare  cercata  è  senz'altro 

A,  =  1A, +0A,  . 

Se  poi  non  sono  nulli  aè  l'uno  né  l'altro  dei  coefficienti  a,^ ,  a^ 
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di  E,  in  A, ,  A, ,  la  combiDazioae  lineare  cercata  sarà 

a,.  A,  —  «1,  A,  ; 
laverò  il  coefficiente  di  E,  io  questa  combinazione  lineare  è 
a^  a„  —  a^^  a,^  =  0  , 

2.**  Supponiamo  ora  che  la  nostra  proposizione  sia  dimostrata 
per  il  caso  di  m —  1  numeri  complessi  di  cui  una  combinazione 
lineare  si  vuole  abbia  nulli  i  coefficienti  di  m  —  2  unità  deter- 
minate ;  mostreremo  che  allora  essa  risulta  vera  anche  per  il 
caso  in  cui  si  viglia  una  combinazione  lineare  degli  m  numeri 
complessi  A,  ,A, ,,..,A„  ìu  cui  siano  nulli  i  coefficienti  delle 
unità  E^  ,  E^  , . . . ,  E,      . 

Per  la  fatta  ipotesi  esisterà  infatti  una  combinazione  lineare 
non  degenere  di  A,,  A,,...,  A,^,  nella  quale  sono  nulli  i  coef- 
ficieoti  di  E,  ,  E^  , . . . ,  E,      .Sia  essa 

(27)  B,  =  tf,  A,  +  e,  A,  + . . .  +  c„_,  A^,  . 

Poiché  non  tutti  i  coefficienti  e,  ,c, ,...,c„_,  sono  nulli,  pos- 
siamo sceglierne  uno  r^O;  sia  esso  c^.  Sopprimiamo  allora  fra 
gli  m  numeri  complessi  A,  ,A,  ,...,A„  il  numero  Aj^  e  deter- 
miniamo la  combinazione  lineare  degli  m~l  restantì,  nella  quale 
sono  accora  nulli  i  coefficienti  di  E^  ,  E,  , . . .  ,  E,      ;  sia  essa 

(270  B,  =  d,  A,  +  d.  A,  +  . . .  -I-  d„  A„  . 

Si  è  già  mostrato  in  1'  che  si  può  determinare  una  combi- 
nazione lineare  di  B,  ,B,  nella  quale  il  coefficiente  dì  E^  è 
nullo;  sia  essa 

AB,  +  /-.B.  ; 

poiché  i  coefficienti  di  E,  ,  E^  , ....  E,  sono  nulli  tanto  In 
B,  quanto  in-  B, ,  saranno  inoltre  anche  nulli  questi  coefficienti 
in  questa  combinazione  lineare:  in  essa  sono  dunque  nulli  i  coef- 
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ficieati  delle  m  —  1  uniti  prefissate  E,  ,  E,  , ....  E,      .  Si  ha 
d'altra  parte 

(88)  u  B.  +  /;  B, = 2  (^.  ^*  +  /■<  '*<)  A<  . 

dove  si  deve  porre 


/",  B, +  /",  B,  è  così  uoa  combinazione  lineare  dei  numeri  com- 
plessi dati  A, ,  A, , . . . ,  A„  ;  e  non  sarà  certamente  degenere, 
perchè  3«  /*,  ^  0  un  termine  non  nnllo  del  secondo  membro  di 
(28)  è  certamente  /",  c^A»,  qualunque  sia  /",;  mentre  se  /",^0,  e 
quindi  certo  /'j^O,  U  primo  membro  di  (28)  si  riduce  a  Z', B, , 
e,  a  causa  della  (2T),  è  quindi  ancora  una  combinazione  lineare 
non  degenere  delle  A^. 

30.  Per  stabilire  ora  la  proposizione  enunciata  at  principio  del 
n.  19,  osserviamo  che  si  può  sempre  supporre  che  per  gli  m 
numeri  complessi  A,  ,A, ,...,A„  ivi  considerati  si  abbia  pre- 
cisamente 

(20)  A,A,...A„  =  0, 

(30)  A.A,...A„_,:^=0  . 

Si  supponga  infatti  che  sìa  m'  il  massimo  intero  per  cui 
A,A, ...  A;^_,it=0:  sarà  dunque  A,A,.. .  A„,=>0  e  m'^m.  Ba- 
sterà allora  mostrare  che  sono  fra  loro  linearmente  dipendenti 
A, ,  A, , . . . ,  A„„  ;  infatti  una  dipendenza  lineare  fra  questi  è  pure 
una  dipendenza  lineare  fi'a  gli  m  numeri  complessi  A, ,  A, , ... ,  A^ 
nella  quale  sono  nulli  i  coefficienti  del  numeri  di  indice  >  »n' 
(se  ne  esistono). 

Ciò  posto,  il  primo  membro  di  (30)  è  [n.  13J  un  numero  com- 
plesso di  i2"'"*~i  nel  quale  almeno  una  coordinata  dovrà  essere 
:^0:  sia  questa  precisamente  la  coordinata  corrispondente  al- 
l'unità Er,r,...r„  ,  e  sia  essa  ft  (=Det^-^'^  [n.  16  (24")]), 

cosìcchà  sarà 

(31)  A,A,...A._.  =  AE,  ,  ,.,.  _  +...        (ft4:0) 
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(ì  puDtinì  rappreseotando  altri  termini  eventuali  della  compo~ 
sìziooe  A(A,  ...A„_i,  ciascuno  dei  quali  è  il  prodotto  di  un 
numero  dì  Q  per  una  composizione  di  unità  di  @",  di  cui  almeno 
una  ha  indice  diverao  da  r, ,  r ,  r„_,).  Sia  allora  [n.  19] 

(32)  2^^=2'^jE.  a^r;,r„..,,r^,) 

una  combinazione  lineare  dei  numeri  complessi  A, ,A,,...,A„ 
nella  quale  siano  nulli  i  coefficienti  di  E^  ,  E,  , ... ,  E,  .  Sarà 
[(29)1 

A,A, . .  :  A^  Yj  ft(  A()  =  2  *(  A.A. . . .  A^.Ai 

=  6„,A,A,...A„_,A„  =  0  , 

essendo  identicamente  nulli  tutti  i  termini  del  secondo  membro 
per  i<.m,  perchè  hanno  due  fattori  uguali  [u.  15];  sostituendo 
allora  ai  fattori  del  primo  membro  le  espressioni  date  dalle  (31), 
(32),  segue 

(33)  0  =  {ftE,^,^_____^+...)(2cjE^)=Sftc^E,_,_...,_^E,  +  ...  . 

Le  unità  di  S""*  che  formano  i  termini  della  somma  scritta 
esplicitamente  nell'ultimo  membro  sono  tutte  diverse  tr&  loro  e 
da  quelle  che  formano  i  termini  che  seguono;  detti  termini  si 
distinguono  infatti  fra  loro  per  un  diverso  fattore  Ej,  mentre 
è  comune  a  tutti  il  fattore  E^  ,  ...,      ;  inoltre  ciascuno  dei  ter- 


mini non  scritti  esplicitamente  nell'ultimo  membro  dì  (33)  ha 
per  fattori  due  unità  Ej,E,  di  indici  diversi  da  '*, . ''i >  ■  •  • .  ^'„_, 
(provenienti  l'una  dal  corrispondente  termine  dì  (31)  e  l'altra  da 
quello  di  (33)),  mentre  ciascuno  dei  termini  della  prima  somma 
contiene  uno  solo  di  tali  fattori.  Perchè  l'espressione  dell'ultimo 
membro  di  (33)  sia  nulla  debbono  dunque  essere  identicamente 
nulli  tutti  i  coefficienti  della  prima  somma;  si  deve  cioè  avere, 
per  ogni  j, 
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ossia,  poiché  ft^zO  [(31)]. 

e,  per  la  (32), 

(34)  2*vA<  =  0- 

É  duaque  provata  la  dipendenza  liaeare  dei  numeri  complessi 
A,, A A.. 

21.  Poiché  [n.  13]  la  composizione  di  m>n  numeri  complessi 
di  6"  è  sempre  nulla,  segue  in  particolare  che  ;7iù  £ii  n  numeri 
compiessi  di  ©"  sono  sempre  fra  loro  linearmente  dipendenti 

in  e. 

Questa  propoBÌzioDe  costituisce  diiAramente  resteDaione  a  m^n-j-l 
di  quella  del  □.  19. 

22.  Supponiamo  ancora,  come  alo.  20,  che  siano  verificate  le 
relazioni  (29),  (30),  cosicché  [a.  18,  20;  §  4,  n.  10]  il  sistema  dì 
numeri  complessi  A,  ,A,,...,A„  ha  caratteristica  m~-l.  La 
dipendenza  lineare  (34)  fra  di  essi  é  allora  determinata  [g  4, 
n.  9,  13].  Possiamo  anche  assegnare  i  valori  dei  coefficienti  b, 
di  essa. 

Indichiamo  perciò,  per  un  istante,  con  G,.  la  composizione  degli 
tn  —  2  numeri  complessi  A,{i^r,7ìì):  dalla  (34)  segue 


(35)  0=C,(2^aA  =  2i*<*^'^'- 


Nella  sommatoria  dell'ultimo  membro  sono  nulli  tutti  i  ter- 
mini per  cui  i^r,  m,  perchè  in  essi  due  fattori  risultano  uguali 
ad  A^;  la  (^)  dà  quindi  più  precisamente  che 

(36)  ^C,.A..  +  6„C.A„  =  0  . 

Sì  ha 

C,A,  =  ±A,A....A„_.  , 

perchè  le  due  composizioni  risultano  degli  stessi  fattori  ;  inoltre 
la  composizione  C,A„  si  ottiene  scrivendo  A„,  al  posto  di  A, 
in  C^A,  ;  se  dunque  con  [AjA, . . .  A„_|j'*'  '  *"•*  si  rappresenta  la 
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composizioae  che  si  ottieue  da  A,À,...A„_,  ponendovi  A_  al 
\aogo  di  A^  [cfr.  §  5,  n.  IB  (16)),  è  pure 

C,  A^  =  d:  [A,A, . .  :  A^,]**-  i  *-»  , 

dove  Tale  lo  steaso  segno  +  o  —  che  nell'eguaglianza  pi-ece- 
dante.  La  (36)  può  dunque  scrìversi 

(37)  6,  A.A, . . .  A,,_.  +  6„  [A,A, . . .  A„_,]l^  Ì  *->  =  0  . 

Poiché  per  ipotesi  [(2d)j  A,A,...  A„_,=^0,  queeta  uguaglianza 
mostra  anzitutto  che 

(38)  *«4:0  , 

perchè,  se  Tosse  I>„  =  0,  seguirebbe  dalla  (37)  che  anche  d,=iO, 
per  (^ni  r,  mentre  nella  (34)  qualche  coefficiente  bt  deve  essere 
^0.  Sempre  a  causa  della  (29),  la  (37)  dà  inoltre  che  è  b^^O 
per  tutu  e  soli  quei  valori  di  r  per  citi  è  nulla  la  composi' 
zione  [ A, A,... A„_, ]'*'**-*  di  tutti  i  numeri  complessi  A, 
ai  indice  i^r. 

Scrivendo  infine  la  (37)  nella  forma 

(39)  6,A,A, . .  A„_,  =  - 6„ [A, A. . . .  A„. ,]<*'  '  ^* 

e  tenendo  conto  della  (38),  si  ha  che  tutte  le  composizioni 
(A,A,...  A^.,]'*'!*"*  di  m—l  numeri  A,  sono  simili  [§4,  n.  1] 
alia  A,A, . . .  A__,  e  quindi  simili  fra  loro. 
Dalla  (30)  si  ha  infine  la  proporzionali t& 

(40)  b/.ì>^  =  -  [A.A, . . .  A...]''' » *-'  :  A,A, . . .  A^,  , 

Sì  noti  ohe  nnll&  distingue  in  questo  ragionamento  l' indice  m ,  all'  in- 

fuori  delU  coudieione  (39)  che  la  composisione  degli  n  — 1  À^Ct^^*") 

Doo  si*  nnlU;  ripetendo  il  precedente  ragionamento,  mutandovi  l'indice 

m  in  un  altro  qualunque  indice  «(^l  e  £m),  ai  generalissa  quindi 

I^BVI  IS 
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1k  tbnnola  (40)  in  quest'altra:  indìoando  con  V,  la  oomposisione  degli 
A,  (>^a)  presi  in  un  ordine  qualunque,  le  (■  ha 

«ara,  qualunque  na  r  ^  ■  , 

(40')  b/.b,  =  —  vy--  '  *•*  :  r, . 

Si  vede  iaoiltnente  obé  la  (40')  è  equivalente  alla  (10);  invero  si  paò 
awumera  — r,=[A,A,  . ,.  A^_,]**»'*«*:  ai  ottiene  allora  —  P^(*^  I  *•> 
assoggettando  dapprima     A,  A,  . . .  A„_,     alla  eoetituiione    i  j    e 

quindi  acrivendo  nella  compoBÌzione  risultante  A^  al  luogo  di  A^;  la 
prima  operaiione  fa  oambiaia  soltianto  il  aegno  all&  camposizione  [a.  14]; 
ai  ha  quindi 

-  r."^^  D  *'»  =  _  [A,A, . .  .  A,_,]<*'  1  *">  , 

onde,  come  deve  eaaere  per  l'equivalenaa  di  (40)  e  (40*), 

-  r>"*''  :  r.= -  ta^a,  . ..  a„_,i'*'ì*-'  :  -  [a,a,  ...  a„_,]<*'I  *->. 

23.  Possiamo  dare  una  espressione  più  esplicita  per  i  coeffi- 
cienti bt  forniti  dalla  forinola  (40);  ricordiamo  perciò  che  [n.  2] 
numeri  complessi  simili  sono  proporzionali  alle  loro  coordinate 
omologhe.  Supponiamo  dunque  che  in  A^A, . . .  A„_,  nun  sia  nullo 
il  coefficiente  di  E^  »      »       ;  questo  coefficiente  è  [n.  16  (S4')J 

_  ,  A,A,...A„_, 
la  coordinata  omologa  di  [A,A, ...  A,,.,]**'**'"  è 


si  ha  dunque 

(41)     K:f>^  = 


E),  E),  ■  -  ■  Eì^  Eijt  Eìji  .  ■ .  £>!, 
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(Si  Qoti  che,  a  causa  della  (40),  se  ia  uoa  qualunque  delle 
coni  posi  zioai  QOD  nulle  di  m  —  1  numeri  complessi  A^  una  coor- 
dinata è  nulla,  è  nulla  la  coordinata  omologa  in  tutte  queste 
composizioni). 

24.  Le  considerazioni  del  g  4,  n.  10-13  permetton<T  ora  di  de- 
terminare l'espressione  generale  dei  coefficienti  b^  della  (34)  an- 
che Dell' ipotesi  che  il  sistema  dì  numeri  complessi  A,  A,  ...  A„ 
abbia  caratteristica  <7n— 1.  Supponiamo  cioè  che  fra  i  nu- 
meri Aj  se  ne  possano  scegliere  p(<m  —  1)  la  cui  composi- 
zione sia  ^0,  ma  tali  che  sia  nulla  la  composizione  di  essi  e 
di  un  altro  qualunque  degli  A^:  sì  possono  supporre  gli  A,  ordi- 
nati ÌD  modo  che  i  detti  p  siano  precisamente  quelli  cui  si  b 
dato  nome  A, .  A, , .. .,  A^,  cosicché  supporremo  che 

(42)  A.A,...Ap4:0 

(43)  A,A, . . .  A,Aj^,  =  0    (ft=l,2,...,m~pì  . 

Esisteranno  allora  [n.  20-33;  cfr.  g  4,  n.  11]  m  —  p  dipen- 
denze lineari 

2       ^^  +  ^P**A^  =  0, 
;-i.3 p 

i  cai  coefficienti  si  determineranno  applicando  la  formola  (41); 

A  A    .  A~ 
se  cioò  in  A^A^ ...  A,  non  è  nullo  il  coefficiente  Det      '   *  "  "^ 

di  E,,  i  ...»  1  si  potrà  assumere  !    *  '' 

..  n^   A,  A, ...  A, 


L' espressione  generale  dei  coefficienti  b^  sarà  allora  | 
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„  „^rA,A,-A,]"'''i^' 


:1,2,... 


E.,E,,---E^ 


.E,_...E,^ 

dove  alle  y^  si  debbono  attribuire  vuluri  arbitrari  io  6. 

25.  Complatamanlo  dalla  nozloaa  di  carattaristlca  di 
un  slatama  di  alamantl  di  un  modulo. —  La  proposizione 
del  n.  21  ci  permette  di  dare  un  complemento  importante  alla 
nozione  di  caratteristica  di  un  sistema  di  elementi  di  un  mo- 
dulo €)l&  [g  4,  n.  10,  12].  Riprendiamo  perciò  la  corrispondenza 
stabilita  al  n.  4  fra  i  numeri  complessi  di  un  sistema  <S~  ad 
n  unità  e  le  combinazioni  lineari  di  n  etementi  e,, e, <■■■>£„ 
di  un  modulo  S!1&  in  Q.  Abbiamo  osservato  at  n.  citato  che  a 
numeri  complessi  fra  loro  linearmente  dipendenti  corrispondono 
in  essa  elementi  di  €»&  fì*a  loro  linearmente  dipendenti:  dal 
n.  31  segue  allora  che  se 

(3)  e,  e,  ...  e„ 

sono  n  elementi  di  un  nioaulo  &l^  in  S ,  n+l  elementi  qttalun- 
qìte  del  mxìdulo  ©I&'  costituito  dalle  oomòtnazioni  lineari  in  S 
degli  elementi  (3)  sono  sempre  fra  loro  linearmente  dipendenti. 
Ne  segua,  più  generalmente  che  se 

(45)  M,M,  ...  M^. 

sono  tt  + 1  elementi  di  91&i  ciascun  dei  qimli  dipende  linear- 
mente {%  4,  n.  14]  dagli  elementi  (3),  essi  sono  sempre  lineat-- 
m,ente  dipendenti  in  S.  Invero  dire  clie  gli  elementi  (45)  sono 
dipendenti  linearmente  dagli  elementi  (3)  equivale  a  dire  che 
esistono  n+l  numeri  non  nulli  di  i3,m, ,  in,, ...,  m^, ,  tali  che 
m,M^((  ^  1 , 2, . . . ,  n  4-  1)  è  cumbinazioue  lineare  degli  elementi 
(3);  per  la  pmpusizione  sopra  enunciata  questi  elementi  m,M^ 
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SODO  dunque  It^ati  da  una  dipeudenza  liueare 

Scrivendo  quttsta  relazione  nella  forma 

essa  esprìme  una  dlpeadeoza  liiieai-e  fra  gli  elementi  (45). 
Cià  posto,  supponiamo  che  il  sistema 

(46)  M,  M,  ... 

di  elementi  di  giRp  abbia  caratteristica  p;  possono  allora  [§  4, 
a.  10,  12]  scegliersi  p  fra  gli  elementi  (46)  fra  loi-o  linearmente 
indipendenti  ;  se  quindi  supponiamo  che  questi  elementi  (46) 
siano  tutti  linearmente  dipendenti  da  n  elementi  (3)  di  g>K»,  la 
proposizione  precedente  ci  dice  clie  sarà  n^p.  Ma  si  può  d'al- 
tronde rendere  n=p  prendendo  come  elementi  (3)  p  fra  gli  ele- 
menti (46)  medesimi  con  cui  tutti  i  restanti  siano  linearmente 
dipendenti:  si  ha  cosi  che  la  caratleristica  di  un  Qualunque 
sistema  di  elementi  di  un  modulo  é>ife  è  uffuale  al  minimo  nu- 
met-o  di  elementi  non  nulli  che  si  possono  scegliere  in  Sffe  per 
modo  che  lulti  gli  elementi  del  sistema  siano  linearmente  di- 
pendenti da  essi.  Poiché  non  possono  aversi  due  diversi  di  questi 
mìnimi,  ne  segue  che  un  sistema  di  elementi  di  un  ìnodvÀo  non 
può  aoere  due  diverse  caratteristiche  [cfr.  §  4,  n.  lOj. 

Per  la  definizione  stessa  di  caratteristica,  p  elementi  linear- 
mente indipendenti  possono  sempre  scegliersi  uel  sistema  (46), 
né  un  maggior  numero  se  ne  potrebbe  scegliere,  perché  altri- 
menti si  verrebbe  a  determinare  un'altra  caratteristica  >;>; 
la  caratteristica  di  un  sistema  è  dunque  anche  il  ?nassimo 
numero  di  elementi  linearmente  indipendenti  che  si  possano 
estrarre  dal  sistema. 

26.  Il  sistema  (46)  sia  precisamente  il  modulo  [§  4,  n.  14]  di 
tutti  gli  elementi  di  ^)|&  linearmente  dipendenti  da  m  elementi 
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dati,  e  sia  sempre  p  la  ma  caratteristica.  Se  allora  nei  sistema 
si  fissano  p  elementi  fra  loro  linearmente  indipendenti,  ogni 
altro  elemento  del  sistema  è  linearmente  dipendente  da  questi; 
d'altronde  [§  4,  o.  15]  tutti  gli  elementi  di  SfRsi  linearmente  di- 
pendenti da  questi  appartengono  al  modulo  (46);  adunque  il  mo- 
dulo (46)  si  può  allora  definire  come  quello  costituito  dttffli  ete- 
mentidi  ©K?  linearmente  dipendenti  da  p  suoi  elementi  arbi- 
trari, purché  linearmente  indipendenti. 

27.  Equazioni  lineari.  —  A, ,  A., . .. ,  A„,  U  siano  elementi 
di  un  modulo  S)I&  nel  campo  numerico  @ ;  x^,x^,.  ,.,a;^  siano 
variabili:  la  sci'ittura 

(47)  as.A,  +  a;,A,  +  . . .  +  af.A„  =  U 

si  dirà  una  eguaiione  lineare  nelle  incognite  cc,,Xt,..  .,x„  nel 
campo  S  quando  si  chiede  se  esistano  e  quali  siaao  valori  di 

X  =  (a;,{p,  ...  cej 

nel  dominio  6",  le  cui  coordinate,  sostituite  rispettivamente  alle 
variabili  ir, ,  a;, , . . . ,  O!.  nel  primo  membro  di  (47),  gli  fanno  as- 
sumere il  valore  U.  Tali  valori  si  chiamano  le  soluzioni  dell'e- 
quazione (47):  si  dice  pure  che  essi  soddisfano  ail' eqiuuione 
medesima.  Se  il  dominio  di  una  funzione  è  costituito  da  soluzioni 
dì  (47),  sì  dirà  pure  che  detta  funzione  è  soluzione  di  (47). 

Al ,  A, , . . . ,  A„  si  chiamano  i  coefficienti  dell'equazione  :  U  se 
ne  dice  il  termine  noto. 

L'equazione  si  dice  omogenea  quando  il  suo  termine  noto  è 
nullo  (è  cioè  lo  0  del  modulo  SKp  [§  4,  n.  1, 1*  e)]);  si  dice  non 
omogenea  in  caso  contrario. 

28.  Ogni  equazioae  omogenea  ha  pei-  soluzione  (00  ...  0)  ; 
questa  soluzione  comune  a  tutte  le  equazioni  omogenee  si  chia- 
ma impropria;  io  generale,  parlando  delle  soluzioni  di  un'equa- 
zione omogenea  si  sottintenderà  di  considerare  solo  soluzioni 
proprie. 

Dire  che  (a,  a^  ...  a^  ò  soluzione  (propria)  dell'equazione  li  - 
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nearo  onK^aaea 

(-18)  a?,A,  +  «.A,  +  ■  ■  ■  +  ««A.  ==  0 

equivale  a  dire  ciifl  fra  gli  elementi  A,,A,,...,A„  sussiste  la 
dipendenza  lineare 

a,A,+a,A,  +  ...  +  a«A„  =  0; 

adunque  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  vn'equaxione 
omogenea  (48)  aWa  soluzioni  (  proprie)  è  che  il  sistema  del 
suoi  coefficienti 

(49)  A, A,  ...  A„ 

afìbia  caratteristica  <  m  [§4,  n.  10,  12]. 

Soluzioni  simili  di  un'equazione  omc^enea  si  considerano  in 
generale  come  non  distinte  [cfr.  §  4,  u,  9]. 

20.  Se  (a,  ftj  ...  O  è  soluzione  dell'equazione  lineare  non  omo- 
genea 

(50)  a>.A.  +  ìb.A,  +  . .  -  +  x„A^  =  U  , 

U  è  combinazione  lineare  in  €  di  A,,A,  ,...,A„  (cioè 

U  =  a,A,  +  o,A.  + . . .  +  a„AJ  ; 

U    dipende  dunque  linearmente  da    A, ,  A, A„   [§4,  n.  14]  ; 

quindi  [§  4,  n.  16]  affinchè  l'equazione  non  omogenea  (50)  aùbia 
soluzione  è  necessario  che  il  sistema  (49)  dei  coefficienti  e  il 
sistema 

(61)  A.A,  ...  A„U 

dei  coefficienti  e  del  termine  noto  abbiano  la  stessa  caratteri- 
stica. 

(Teorema  di  Rouché-Capei.li).  Se  S  [n.  27]  è  campo  di  raziù- 
nalttà.  questa  condizione  è  anche  sufficiente.  Sia  infatti  p  la 
caratteristica  comune  ai  sistemi  (49),  (51),  e  supponiamo,  per 
fissare  le  idee,  che  un  sistema  di  p   elementi  (49)  fra  loro  li- 
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nearmeote  ÌDdipendenti  sia 

(52)  A,  A,  ...A, 

(ciò  si  può  sempre  ottaaere,  al  più  cambiuado  conveDÌen temente 
l'ordine  dei  termini  nal  primo  membro  di  (50)).  Fra  i  p+1  ele- 
meuti  A, ,  A,, . . .,  A^,  U  sussiste  allora  una  dipendenza  lineare 

(7,A,  +  c^,  +  . . .  +  c,A,  +  dll  =  0  , 

nella  quale  (a  causa  della  supposta  indipendenza  lineare  degli 
elementi  (5S))  ò  certo  d^^O;  essa  può  quindi  anche  scriversi 

U  — aA,-|A.-...-°^A., 
da  a     ' 

onde  ai  vede  cbe  si  soddisfa  alla  equazione  (50)  ponendo 

Ci 

x,  =  —  -~  per    i^p 

.Tj  =  0  per    i  >  i»  . 

Chiameremo  oaratterlstloa  dell'equazione  (47)  la  caratteristica 
del  sistema  (10)  dei  suoi  coefficienti. 

30.  L'equazione  omc^enea  (48)  abbia  caratteristica  p;  come 
abbiamo  già  osservato  al  n.  prec.,  possiamo  supporre  i  termini 
del  primo  membro  ordinati  in  modo  che  p  suoi  coefficienti  li- 
nearmente indipendenti  siano  precisamente  A,  A,  ...  A^;  allora 
l'equazione  (48)  possiederà  f§  4,  n.  Il,  12  (18),  (19)]  m~p  soluzioni 

(53)  X»  =  ((^,a»,  ...  aji  (ft  =  l,2,...,m— p) 
dOYe,  per  h^l  ,2,...  ,m  —  p,  è 

a»^  =  0    (A=|=ft)    .    0,^4:0; 
e  [§  4,  n.  13]  saranno  soluzioni  di  (48)  tutti  e  soli  i  numeri  com- 
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plessi  di  @~  che  sono  simili  a  quelli  della  forma  [§  4,  n.  11  (21)J 
2  vA-j  2  y,a^\         (i-1,2 m). 


dove  alle  y^  si  HS»eguÌDO  valori  arbitrari  iu  @.  E  cioè  saranno 
soltizUmi  di  (48)  tutti  e  soli  i  numeri  complessi  del  modulo 
[§  4,  Q.  U]  dei  numeri  di  (?"  linearmente  dipendenti  dai  nu- 
meri  (53). 

Osserviamo  che  i  numeri  complessi  (53)  sono  fra  loro  linear- 
mautfl  indìpendeati,  perchè  se  nella  combinazione  lineare  2^*^» 
è  precisamente  1/^4^0,  la  sua  coordinata  (p+fl)"™  sarà  y^a^  p+»^0. 
Ne  segue  che  [§  4,  n.  16]  il  detto  modulo  delle  soluzioni  di  (48) 
ha  caratteristica  m  —  p ,  e  quindi  [n.  26J  ftsstUe  in  modo  arbi- 
trario m  —  p  soluzioni  linearmente  indipendenti  di  (48) ,  tutte 
te  solzizioni  di  (48)  sono  gli  elementi  del  modulo  dei  numeri 
di  S"*  lineojnnente  dipendenti  da  queste. 

Se  dunque  X, ,  X ,  X„_j,  sono  m  —  p  soluzioni  linear- 
mente indipendenti  dell'equazione  (48),  sarà  pure  soluzione  dì 
(48)  <^ni  elemento  del  dominio  della  combinazione  lineare 

(54)        G  (V,  V,  . . .  tf..^)  =  v,X,  +  v.X,  + . . .  +  v„^X„_, 

dove  Vx,ìit<--yVm-f  sono  vaiìabili  aventi  per  dominio  S;  ed 
ogni  soluzione  di  (48)  è  simile  ad  un  elemento  di  questo  dominio. 
La  (54)  si  chiama  perciò  [cfr.  o.  37,  28j  una  soluzione  generale 
dell'equuione  (4S). 

Se  <S  è  campo  di  razionalità  il  dominio  di  una  qualunque 
soluzione  generale  (54)  comprende  effettivamente  tutte  le  solu- 
ztoni  dell'equazione,  perchè,  in  questa  ipotesi,  ogni  numero  com- 
plesso simile  a  G  (j/,  y,  ...  y„^_^)  è  della  forma  l  G  {y^  y,  ...  !/„_,)= 
OitVfly^  -,  ty„_^  dove  (  è  un  numero  di  S. 

31.  Conaideriamo  ora  l'equazione  non  omogenea 
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SODO  sue  soluzioni,  la  difTereQza  B  —  £  è  soluzione  dell'equazione 
omogenea 

(48)  iC,A,4-a;,A, +  ...+fl;„A„  =  0  . 

Invero  da 

S.A. +è.A,  +...  +  e,A„  =  u 

(oo) 

il,A.  +  D.A.  +  ...  +  ii,A„  =  U 

segue,  sottraendo, 

(D,  -  4,)A,  +  (t,,  -  4.)  A.  + . . .  +  (n„  -  e«)  A.  =  0  . 

Inversamente  se 

X,,  =  (a?,,  a-,,  ...  ar^g) 

è  una  soluzione  di  (48),  sommando  la  prima  delle  (55)  con  la 

«ioA,  +  aT„A,  + . , .  +  aj„,A^  =  0 

3i  vede  che  sarà  pure  soluzione  di  (50)  E  +  X, . 

L'equazione  (48)  sì  chiamerà  l'equazione  omogenea  oorrispon- 
dente  all'equazione  non  omogenea  (50).  Le  precedenti  osservazioni 
mostrano  che  si  ottengono  tutte  le  soluzioni  di  un'equazione  li- 
neare non  omogenea  ctf/giungendo  ad  una  stia  soluzione  qualun- 
ffT/e  tiUte  le  soluzioni  dell'equazione  omogenea  corrispondente. 

Se  l'equazione  (48)  non  ha  soluzioni  proprie,  l'equazione  (50) 
non  potrà  avere  più  di  una  soluzione. 

Sia  S  uaa  soluzione  qualunque  dell'equazione  non  omi^enea 
(50),  G(y,v,  ...  i/«_j,)  una  soluzione  generale  dell'equazione, omo- 
genea corrispondente,  ovvero  lo  0  dì  <3."  se  questa  non  ha  soluzio- 
ne: chiameremo  Soluzione  generale  dell'equazione  (50)  il  sistema 

(56)  (S,G(j/,i/.  ...  v„_,)). 

Esso  deQaisce  iafatti,  a  causa  della  proposizione  precedente, 
tutte  le  soluzioni  dell'equazione:  se   @  è  campo  di  razionalità. 
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la  si  potrà  scrivere  più  completamente 

(56')  S  +  G(|/,i/,  ...  v„-p) 

e  sarà  una  fuusione  delle  variabili  v, .  v, ,.  ■ .  >  !/„_,  che  ha  per 
domioio  la  totalità  delle  soluzioni  dell'equazione  (50),  se  alle  y, 
si  assegna  6  come  domìnio  [cfr.  n.  30]. 

La  soluzione  generale  (54)  dell'equazione  lineare  omogenea 
rientra  come  caso  particolare  nella  (56),  ove  per  S  si  assuma 
la  soluzione  impropria  0. 

33.  Si  dice  che  un'equazione  E'  è  conseguenza  di  un'atira  E 
quando  tutte  le  soluzioni  di  E  sono  pure  soluzioni  di  E'. 

Supponiamo  che  E  ed  E*  siano  equazioni  lineari:  la  differenza 
fra  due  soluzioni  qualunque  di  E  è  pure  differenza  lì-a  due  so- 
luzioni di  E';  quindi  anche  l'equazione  omogenea  corrispondente 
ad  E'  sarà  conseguenza  dell'equazione  omogenea  corrispondente 
ad  E.  Chiamiamo  rispettivumeute  £', ,  E,  queste  due  equazioni: 
sia  (54)  una  soluzione  generale  di  E,  :  X, ,  X, , . . . ,  X,,_,  saranno 
pure  soluzioni  di  E', ,  fra  loro  linearmente  indipendenti  ;  ma  even- 
tualmente E',  potrà  avere  altre  soluzioni  X„_^, , ... ,  linearmente 
indipendenti  da  queste;  la  soluzione  generale  dì  E*,  sì  potrà  al- 
lora scrivere  sotto  la  forma 

G'CV.V.  -  I/-,V«-^,  ■-)  =  G(i/,v.  ...  ff,_,)-|-i/«_^.X„^,  +  .... 

Se  invece  non  esìstono  soluzioni  di  E',  linearmente  indipendenti 
da  X,  ,X,  ,...,X„_,,G(v,  1/,  ...  y„_^  sarà  pure  una  sua  solu- 
zione generale.  Se  quindi  (H,G(ViV,  ...  y,„.^)  è  una  soluzione 
generale  di  E,  una  soluzione  generale  di  E'  sarà,  rìspettìva- 
-  mente  nei  due  casi ,  (  3 ,  G'(tf ,  V,  ■  ■  •  Vm-,  Vm-r**  -  ■  •  )  )  ovvero 
(S,G(|/,v,  ...  y„_j))  medesima.  Adunque  se  un'equazione  E'  è 
conseguenza  di  un'altra  E,  la  caratteristica  di  E'  è  minore  o 
ìtffuale  a  quella  di  E;  nella  seconda  ipotesi  te  due  equazioni 
hanno  la  stessa  soluzione  generale  ed  ogni  soluzione  dell'una 
appartiene  pure  all'altra.  Esse  sì  dicono  allora  equivalenti. 
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33.  Slslaml  di  «quazlonl  lineari.  —  Si  dice  che  sì  consi- 
dera un  sisiema  di  n  equazioni  lineari  a  m  incognite  nel  campo  € 


(57) 


aj.A',    -H  »,A',    + . . .  +  ar„A'„    =■  U' 
a>,A",  +  iC.A",   +  . . .  +  a:„A"^  =  U" 


*  a!,A"",  +  a:,A'"',  +  . . .  +  2;„A'"'„  =  U"" 


quando  si  chiede  se  esistuQO  e  quali  siano  soluzioni  comuni  alle 
m  equazioni  proposte. 

Se  ®f&4  è  il  modulo  cui  appartengono  per  ipotesi  [n,  27]  gli 
elementi  A'*', ,  A'*',,... ,  A'*'^,U'*',  consideriamo  il  modulo  com- 
plesso [n.  2]  ( ©Ri», Sl&i,  ...  S1fe„),  ed  in  esso  gli  elementi 

A,  =  (A',    A"<    ...    A'%)  (i  =  l,2,...,«0 

U  =  (U'     U"     ...    U'"')  : 

la  questione  proposta  equivale  [n.  3]  a  chiedere  se  esistano,  e 
quali  siano,  soluzioni  dell'equazione 

(58)  ìt.A,  4-i»,A,  +  ...  +  3;^A^  =  U  . 

Chiameremo  equivalenti  equazioni  e  sistemi  che  abbiano  le 
stesse  soluzioni;  il  sistema  (57)  e  l'equazioue  (58)  sono  dunque 
equivalenti  :  chiameremo  soluzione  generale  del  sistema  (57) 
ogni  soluzione  generale  dell'equazione  equivalente  (58)  e  diremo 
pure  caratleristica  dei  sistema  la  caratteristica  dell'equazione 
equivalente.  Il  sistema  si  dirà  omogeneo  o  non  omogeneo  a  se- 
conda che  è  omogenea  o  non  omogenea  l'equazione  equivalente: 
il  sistema  sarà  omogeneo  quando  sono  tali  tutte  le  sue  equa- 
zioni. 

Ciascuna  equazione  di  un  sistema  è  conseguenza  del  sistema 
medesimo  (dell'equazione  equivalente  al  sistema)  [n.  32];  quindi 
anche  ogni  sistema  formalo  con  epilazioni  del  sistema  è  con- 
seguenza del  sistema  medeslìno;  sarà  in  particolare  equivalente 
al  sistema  totale  [n.  32j  se  fta  la  stessa  caratteristica. 
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34.  Sistemi  di  equazioni  llnaarl  ■  cofllllclantl  nume- 
rici. —  SuppOQÌamo  in  particolare  che  i  coefficienti  e  i  termini 
noti  delle  equazioni  (57)  siano  numeri  dello  stesso  campo  nume- 
rico G  cui  si  chiede' appartengaDO  [a.  27]  i  valori  delle  iiico- 
gDite:  indicheremo  allora  di  preferenza  i  coefficienti  A'*'^  con 
a^^;  il  sistema  prende  la  forma 

!a„ir,  +  a,,£r,  + . . .  4-  ««,'»„  =  «i 
«i.'^i  +  «ti»!  +  •  ■  •  +  a„^„  =  u, 
«1,^1  4  «w^i  +  ■  •  ■  +  t^mrf^m  =  *'« 

I  coefficienti  A^  a  il  termine  noto  U  dall'equazione  equiva- 
lente (58)  saranno  allora  numeri  di  fi": 

(60)  A,  =  {a^, a„  ...  aj    ,    U  =  (m, m,  . . .  mJ  ; 

e  le  proposizioni  dei  n.  ?0,  23,  24  ci  permettono  di  decidere  se 
sono  verificate  le  condizioni  [n.  28,  29]  per  l'esistenza  di  solu- 
zioui  di  (59)  (e  cioè  della  corrispoudenta  (&S))  e  di  determinare 
la  soluzione  generate  [n.  30,  31]. 

a)  Supponiamo  anzitutto  che  11  sistema  sia  omot^eneo;  sia 
cioè 

M,  =  W,  ^  ...  =  «,  =  0  . 

II  sistema  avrà  solueioai,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  avrà  solu- 
zioni l'equazione 

(61)  a!,A.  +  lE.A.  +  . . .  +  07„A„  =  U  =  0 
se  [q.  28,  20]  è 

((tó)  A,A,  ...  A„  =  0  ■ 

Siap  (<m)  il  massimo  numero  di  fattori  A,  la  cui  compoBizione 
noQ  è  nulla  (e  cioè  aia  p  la  caratteristica  del  sistema  A,  A, ...  A^ 
fn.  20]):  possiamo  supporre  [cfr.  n.  30]  che  sinno  precisamente 
liuearmeute  indipendenti  i  coefficienti  A, ,  A, ,... ,  A,,:  una  so- 
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luzione  generale  dell' equaziono  (61)  (del  sistema  (50)  [n.  33]) 
sarà  allora  [q.  34  (44);  cfr.  a.  30] 

(63)      G(|/,u....v„_^=|ft,{v.v,...v__,)j        (1  =  1,2,...  ,m) 

(A  =  1 , 2 , . . . ,  w  —  p)  / 


dove  E,,  ,  E^ E,^    sono  [a.  23]  anità  del  sistema  di  numeri 

complessi  S"  tali  che  Det  ^  '   '  "  '    --  z^ 0  . 

b)  Suppoaiamo  ora  che  il  sigtema  (59)  uoq  sia  omt^eneo: 
perchè  esso  ammetta  soluzioni  è  aecessarìo  [n.  20,  20]  che  sia 
pure  A,A, .,. ApU  =  0.  Supposta  soddisfatta  questa  condizione, 
noi  cercheremo  anzitutto  [n.  29]  uu  sistema  di  uumari  c^^d 
tali  che 

c,A, -|-c,A,  +  ...  +  ej,A,  +  dU  =  0  . 

Tale  sarà  [u.  23J  il  sistema 
A,A,...A_ 


=  Det 


(64) 


E,R  ...E» 


'-■—'•'^-^^        '^■-■^ ''). 


dove  sempre  si  suppongono  scelte  le  unità   E^  ,  E»  , , . . ,  E^^     io 
modo  che  aia 

w-i    A.)A,  ...  \f 

*'e.^e^...bì  *»• 

Se  allora  tutte  le  c^  risultano  divisibili  per  d  (il  che  avver- 
rà sempre  se  @  è  campo  di  razionalità)  una  soluzione  di  (59) 
sarà  [cfr.  n.  29] 
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e  la  soiuzioue  geoerale  sarà  espressa  da  [n.  31,  (56)] 
(3,G(i/,i/,  ...  !/„_,)) 

dove  S  e  G(|/,  y^  ...  {/„_„)  soao  dati  dalle  formote  (65),  (64),  (63). 

Nell'ipotesi  che  Q  sia  campo  d'iategrità  aoD  si  può  dare  una 
regola  generale  per  giudicare  dell'esistenza  di  una  prima  solu- 
zione 3  e  per  determinarla  [cfr.  n.  XII-XIV]. 

35.  Supponiamo  di  nuovo  [a.  34,  a)]  ciie  il  sistema  (5d)  sia 
omc^eoeo. 

Sia  anzitutto  n  <  m  :  la  condizione  (68)  è  allora  sempi-e  sod- 
disfatta (e  precisamente  è  p^n)  [n.  13];  dunque  un  sistema  di 
n  egttaziont  lineari  omogenee  a  coefjìcienli  numerici,  con  j/iù 
iti  n  incognite  ha  sempre  soluzioni  proprie. 

Sia  invece  n  =  m:  sarà  allora  [n.  17  {26)] 

A,A.--A.=  Del*'^^';   ■^E,K...E.. 

La  condizione  [n.  34  (62)]  affinchè  il  sistema  abbia  soluzioni 
si  traduce  quindi  in 


(66)  Det 


A.A....A^ 
E.E, ...  E. 


36.  Sempre  nell'ipotesi  che  n^m,  consideriamo  ancora  il  ai- 
stema  non  om<^eneo 

(67)  ^aijWt  =  Uj  {ij=ì.2,...,m)  ; 

supponiamo  inoltre  che   <3  sia  campo  di  razionalità  e  che  sia 

p  |A.A.  ■■■  A„ 
""e, E,  ...  E„^ 

É  allora  anche  j)  =  m:  quindi  il  sistema  omogeneo  corrispon- 
dente a  (67)  non  ammette  soluzione  [cfr.  n.  35  (66)]:  d'altronde, 
poiché  è  allora  m  +  1  >  n ,  A,  A, . . .  A„U  =  0  [n.  13].  Il  sistema 
(97)  ha  quindi  una  ed  una  sola  soluzione  [u.  34,  b),  a.  31],  la  3 
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del  u.  34,  che  potremo  duoque  scrìvere  distesameute 

La  Tormolu  (08)  è  Dota  sotto  il  nome  di  regola  di  Crambr. 

37.  Ellminaslen*  lineare.  —  Ha'  applicazione  di  uso  fre- 
quente della  condizione  di  risolvibilità  di  un  sistema  di  equa- 
zioDi  lineari  omc^euee  è  la  seguente:  si  indichino  con 

Ojj,6^       (f  =  1 ,2,...,7»    ;    >=l,2,...,n    ;    n^m) 

numeri  del  campo  @,  e  non  siano  tutti  nulli  i  numeri  bf  Si 
sappia  che  sono  verificate  le  n  relazioni 

(69)  2      '^i^=        2.       ^'A  (J  =  l,3....,n)  . 

i  — 1 *  (  =  A  +  1 n 

Si  può  allora  affermare  che  11  sistema  dì  n  equazioni  lineari 
omogenee  in  m  incognite 

2      a,jXt-=0  (j  =  l,2,,..,n) 

f— 1 m 

ha  soluzioni,  perchè  una  dì  queste  soluzioni  si  ha  ponendo 

ce,  =  6(       per       i^h    ,    a:,  =  —  6(       per       i>  à  ; 

ae  ne  concluda  [n.  34,  a),  (60),  (SS)]  che,  posto 

A(=(0(,art  ...  a^)  , 
sarà 

A,A,...A„  =  0  ; 
e  cioè  sarà 

(70)  '>«l^-g^^-  =  <>  (*..* «.  =  1.2 n) 

quttltiuque  sia  il  sistema  di  valori  distinti  attribuiti  agli  ÌDdicì 
ft,,» ».. 
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Le  relazioni  (70)  noo  contengono  più  che  i  numeri  a,j:  si  dice 
che  il  sistema  delle  relazioni  (70)  si  ottiene  dal  sistema  delle 
(60)  eliminandone  le  bf  Si  noti  che  per  affermare  le  (70)  non 
occorre  che  le  relazioni  (60)  siano  completamente  note,  in  quanto 
vi  siano  noti  i  numeri  d,:  basta  invece  sapere  che  tali  numeri 
bf  esistono  (non  tutti  nulli),  anche  senza  averne  alcuna  deter- 
minazione effettiva. 

Se  n=:m  le  relazioni  (70)  si  riducono  ad  una  sola 

38.  RUuHant*  di  dua  polinomi.  —  Stano  /",(;  due  polino- 
ini  in  una  variabile  x,  nel  campo  numerico  6,  d«i  (^radi  rispet- 
tivi ìn,n.  Indichiamo  con  h  un  intero  assoluto  non  minore  dei 
numeri  m,n,  e  formiamo  le  due  successioni  di  polinomi 

r,=r  .  r,  =  xr  ,  /;  =  a7Y  ,  ...  ,  r^.„=  o^-*'r -, 

St=g   .    ffi  =  osg   ,    g^  =  ai*g   ,    ...    ,    g^^  =  af^g  . 

Sono  così  2A  —  m—  n-|-3  polinomi,  di  grado  £ft  e  cui  sì  può 
quindi  attribuire  [§  2,  a.  1]  il  grado  comune  h. 

Osserviamo  che  i  polinomi  di  dato  grado  k  nella  variabile  x 
nel  campo  €  sono  [cfr.  §  4,  n.  4,  II]  combinazioni  lineari  in  Q  dei 
ft  -1-1  monomi  x^ ,a^*  ,...,x'' ,cc,x''=\  :  possiamo  quindi  con- 
siderare la  corrispondenza  stabilita  al  n.  4  fra  tali  combinazioni 
lineari  e  i  numeri  complessi  di  €*+'  :  ad  ogni  polinomio  di  grado 
A  in  @ 

corrisponderà  cosi  il  numero  complesso  di  0*+' 

>-I *+l 

per  modo  che  sarà  coefficiente  di  E^  iu  questo  numero  complesso 
il  coefficiente  di  a;^-'  nel  polinomio  corrispondente, 

UlTI  XI 
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Indichiamo  con  F,  ,63  i  numeri  cumplessi  di  <2^'  che  per  tal 
modo  corrispondono  rispettivamente  a  /'„,^b(ci=0,1,2,...,A— m; 
^=0, 1,S,...,A— n).  Fissiamo  quindi  arbitrariamente  fra  detti 
numeri  compiessi  Fa.Gp  gli  s-^-l 

(72)  F.^F^  ...  F.  G,^G,_,..  G,: 

se  s-^t^k-i-l  esiste  [b.  10]  una  combinazione  lineare  non  degts- 
nere  di  questi  numeri  complessi  in  cui  sono  nulle  54*^ — 1  coor- 
dinate assegnate:  noi  (isseremo  che  siano  precisamente  nulle 
quelle  coordivate  che  corrispuudono  alle  s  +  i~l  unità  d'indice 
più  elevato  E^_,_^, ,  Ej__j„ , . . . ,  E»^[  ;  se  s  +  t^fi-\-.2  esiste 
[n.  21]  una  combinazione  lineare  non  degenere  dei  numeri  (72) 
.la  quale  è  nulla.  In  ambi  i  casi  la  combinazione  lineare  consi- 
derata sia 

2      ^-F,^+      2     '«jGe,=  R  : 

ad  essa  corrisponderà  [u-  4]  la  combinazione  lineare  dei  poli- 
nomi /".j.ffpj 

i-t -  J=l ' 

dove  r  è  11  polinomio  che  corrisponde  al  numero  complesso  K, 
e  quindi 

Ì  polinomio  di  grado  A  -|-  1  —  (s  +  ^)        se    s  +  i^k  +  1  J 
0  96    s  +  i^ft  +  si" 

Nel  primo  membro  di  (73)  sostituiamo  alle  /"a.^p  le  loro  espres- 
sioni (71),  e  poniamo  in  evidenza,  rispettivamente  nelle  due 
somme,  i  fattori  f,ff:  se  allora  porremo 


2     c,a^'  =  P    .         2     '^i^'" 
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detta  {73}  divieoe 

(74)  '•  =  (2'^*^')/"+(2''y^)f' 

Notiamo  che  p,g  sodo  due  poliuomi  rispettivameote  di  s  s 
dì  i  termini,  nei  quali  la  variabile  w  ha  esponenti  precedente- 
mente assegnati,  compresi  rispettìvaineiite  fra  0  e  K—m  e  tra 
0  e  k  —  n  (essendosi  assegnati  a  priori  ì  numeri  complessi  (72), 
arbitrariamente  fra  gli  Fa'*Jp)'  Si  può  dunque  enunciare:  dati 
due  polinomi  f,  g  nella  variabile  x  nel  campo  numerico  fi  dei 
gradi  rispetlioi  m,n,  ed  assegnato  arbitrariamente  l'intero  h 
C^m  e  ^n),  si  possono  sempre  determinare  diie  polinomi  in 
SD  nel  campo  S,  non  entrambi  nulli,  di  ciii  l'tmo  —che  chia- 
meremo p  —  contenga  s  teì-mint  in  citi  la  a;  abbia  esponenti  as- 
segnati fra  0  e  A  —  m ,  l'altro  —  che  chiameremo  q  —  contenga 
t  termini  in  citi  la  x  abbia  esponenti  assegnati  fra  0  e  h  —  « , 
e  tali  che  l'espressione  pf  -\-  qg  ristUti  ugttale  ad  un  polinomio 
di  grado  (ft  +  I)  —  (5  +  0  (0  minore)  se  s-^-  t^h+l,  sia  in- 
vece nulla  se  s+  t^k  +  2. 

39.  Poniamo,  nella  precedente  proposizione,  A  =  m  +  n  — 1, 
s  =  n,t  =  m,:  affinchè  sia  k^m,k^n  si  dovrà  supporre 
m  >  0 ,  n  >  0  ;  sarà  s  +  i  =  h-i-l,  0  p  e  q  dovranno  ammettere 
termini  dì  tutti  i  gradi  rispettivamente  fra  0  e  n  —  l(=s—  1) 
e  fra  0  e  m  —  1(=  /  —  1)  ;  r  sarà  [n.  38]  un  polinomio  di  grado 
0  e  cioè  un  numero  dì  <3:  )a  proposizione  enunciata  diviene 
quindi  :  dati  due  polinomi  f,  g  nella  variabile  x  nei  campo  2 
dei  gradi  rispettivi  (non  nulli)  m ,  n  esistono  due  polinomi  p ,  q 
dello  stesso  campo  e  dei  gradi  rispettivi  «  —  1 ,  m  —  1 ,  ed  un 
numero  r  di  Q  tedi  che 

(75)  pf-\.qg  =  r. 

La  proposizione  resta  vera  se  imo  solo  dei  polinomi  f,g  ha 
grado  0 ,  purché  si  convenga  di  considerare  come  polinomio  di 
di  grado  —1  il  numero  0:  se  infatti  è,  per  es. ,  m=B(i,n^\, 
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3i  soddisfa  alla  (75)  assumendo  come  p  uq  niimeru  qualnaque 
di  i?(4:0)  e  ponendo  q  =  0;  risulta  allora  rs=pf. 

Si  noti  che,  escluso  questo  caso  iu  cui  uno  dei  polinomi  dati 
ha  grado  0,  i  polinomi  p,g  saranno  sempre  entrambi  :^0,  per- 
chè, dovendo  essere  =^0  uno  almeno  di  essi  [n.  38],  uno  dei  pro- 
dotti pf,  qff  ha  certo  grado  >  0 ,  e  quindi ,  affinchè  valga  la  (75), 
l'altro  deve  avere  lo  stesso  grado  [§  2,  n.  6]. 

Il  numero  r  si  chiama  risultante  ii  f  9  g:  scriveremo 

Notiamo  che  da  quanto  precede  non  è  escluso  che,  per  difle- 
reuti  determinazioni  dei  polinomi  p,q,  possa  il  risultante  r  as- 
sumere valori  differenti.  Ciò  avverru  anzi  certamente:  suppo- 
niamo per  es.  che  Q  sia  campo  di  razionalità,  e  che  per  una 
determinazione  di  p,q  sìa  risultato  in  (75)  r^O:  esisteranno 
allora  i  polinomi 

P,=P'.r    ,    «,  =  «>• 
pei  quali  sarà 

Adunque,  se  Q  è  campo  di  razionalità  e  se  per  tuta  conve- 
niente determinazione  dei  polinomi  p,Q  U  risultante  r  è  -^Q , 
si  può  sempre  attribuire  al  fi\i{f,g)  il  valore  l. 

40.  Cerchiamo  le  condizioni  perchè  sia 

RI«(Ai?)  =  0. 

Facciamo  per  ora  astraaione  dalla  questione  se,  iiiBÌeme  cai  valor  0, 
poaaa  il  risultante  assumere  anche  altri  valori  [cfr.  n.  prec.];  ewa  sarà 
tosto  rÌBolU  ia  senao  negativo  [n,  41]. 

Questa  relazione  sarà  senz'altro  verificata  se  uno  dei  polino- 
mìi  f,ff  è  nullo  [cf^.  n.  39];  se  però  supponiamo  f  e  ff  entrambi 
4:0  (che  è  il  solo  caso  di  interesse),  debbono  anzitutto  [n.  30] 
non  essere  nulli  i  gradi  m.n  di  f,ff;  esisteranno  inoltre  due 
polinomi  P,Q,  entrambi  4=0  [n.  39],  rispettivamente  di  gradi 
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m'^n—  l  .n'^rn—  1  a  taJì  che 

(76)  Pr+Qff  =  0  . 

Mettiamo  subito  da  parte  l'ipotesi  che  fosse  m'  =  n'  =  0;  P  e 
li  sarebbero  allora  Dumeri  di  6:  per  uoità  di  Dotazioni  con  quanto 
ora  diremo,  poniamo  allora 

(77)  PQ  =  M    ,    Pf=-Qff==D: 

tif  e  vg  risultano  divisibili  per  il  polinomio  D. 

Supposto  ora  che  udo  almeno  dei  gradi  m'.n'  sia  ^0,  po- 
Dìanio  [n.  30] 

«  =  RÌ8(P,Q)  ,• 
e  sia  precisameote 

{78)  p'P  +  (/'Q  =  «  , 

dove  p'  e  q'  haDDO  rispettivamente  gradi  minori  0  al  più  uguali 
a  n'—  1 ,  )«'—  1  [n.  39].  Moltipiicando  la  (78)  per  /"  e  la  (76)  per 
p'  e  sottraendo  si  ottiene 

Analogamente,  se  sì  moltiplica  la  (78)  per  j7  e  la  (76)  per  q'  e 
si  sottrae  si  ha 

(79')  ^{q'f-p'g)  =  ~W  ■ 

Supponiamo  dapprima  che  sia,  se  possìbile,  n=-0:  ciascuna 
delle  (7d),  (79')  mostra  allora  [§  2,  d.  S]  che 

<ir-p'g=o  , 

onde  si  vede  che  in  questa  ipotesi  una  relazione 

P'/-+QV  =  0 

analoga  alla  (76)  si  veritica  ponendovi  al  luogo  di  P  e  Q  i  po- 
liaomi  P  =  ff',Q'=— p'  di  gradi  rispettivamente  ^m'—l   e 
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^n'—l.  Ora  (non  poteado  il  grado  dì  P  abbassarsi  iDdeQnìta- 
raente,  poiché  qou  sarà  mai  <0)  noi  possiamo  supporre  che  i 
poliaomi  P ,  Q  uella  (76)  sìaQO  stati  scelti  io  modo  che  essa  dod 
possa  verificarsi  ponendovi  al  luogo  di  P  un  poliuomio  di  grado 
minore:  allora  sarà  certamente  u^O. 

Le  (79),  (79'),  per  «4^0,  mostrano  che  P  e  Q  sono  rispetti- 
vameute  divisori  di  ug  e  di  iif  e  che  inoltre 

(80)  li  =  qr-p-ff 

è  diviflor  comune  a  uf.vff.  Il  grado  di  D  sarà  [§  2,  n.  7] 

(81)  d  =  n  — m'  =  }n  — n'^1  . 

Si  noti  [cfr.  (77)]  che  questa  (81|  vale  anche  nell'ipotesi  che 
m'  =  n'  =  0. 

Adunque,  in  c^ni  caso,  condizione  necessaria  perchè  sia 
RÌ8(/',^}=0  è  che  esista  un  numero  u  di  8  tale  che  uf  e  ug 
abbiano  un  divisor  comune  di  grado  d  ^  1 . 

Questa  condizione  è  anche  sufficiente:  se  inratti,  per  una  scelta 
conveniente  di  u,  i  polinomi  n/',u,y  hanno  un  divisor  comune 
D  di  grado  d^\,  si  ponga 

P  =  —  uff:D    ,    Q  =  m/-:D  : 

P  e  Q  sono  polinomi  dei  gradi  rispettivi  n  —  d^n  —  I , 
m  —  d^m—l,  e  si  ha 

Pf+Q0^u{-r0  +  fff):D  =  O  , 

onde  si  vede  che  si  possono  scegliere  in  (75)  p  &  q  rispettiva- 
mente uguali  a  P  e  Q,  e  ne  risulta  r  =  0. 

Diremo  che  D  è  quasi-divisore  comune  di  f,g  per  significare 
che  i  polinomi  f,g  hanno  il  divisor  comune  D  o  lo  acquistano 
dopo  moltiplicazione  per  un  numero  conveniente  di  Q.  Si  può 
allora  enunciare  la  proposizione  dimostrata  dicendo  che  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  perchè  i  polinomi  f,g  af^iano  un 
quast-divisor  comune  di  grado  ^1  è  che  sia  Rìs  (f,  g)  =  0. 
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4J.  Non  può  allora  esistere  una  determinaziùnc di  p,q  nella 
(75)  per  cui  rtsiilii  Rls(/",tf)=^0:  perchè  da 

u/"=  QD    ,     »i?  =  —  PD 

segue,  qualunque  siano  i  poliaomi  p,q, 

per  cui,  D  avendo  grado  ^  I  [a.  40  (81jJ,  noa  può  mai  il  primo 
membro  ridursi  ti  una  costante  ur  non  oulla 

42.  Riprendeado  le  coasidei-azioni  dei  n.  38,  39,  si  osservi  che 
potranno  determinarsi  p  e  qia  modo  che  nella  (75)  risulti  r=0, 
e  cioè,  per  le  cose  ora  dette  [n.  40,  41],  saWi  Ris(/',{7)  =  0  sem- 
pre e  solo  quando  i  ntoneì-i  complessi 

(82)  F,  F,  . . .  F__,  G.  G,  . . .  G,,.., 

sono  fra  loro  linearmente  dipendenti,  e  cioè  [n.  18-20]  quando 
ne  è  nulla  la  composizioue  F,F, .. .  K,_,G,G, .. .  G„., .  Indicando 
[n.  38]  con  E,  ,E, , ...,  E„j^  le  unità  di  S**""  (cui  appartengono 
ì  numeri  complessi  (82))  si  hii  dunque  [n.  17  (25)]  che  sarà 

Ri«(/-,(?j  =  0       ovvero       K»{f,g)^0 

secondochè  è 


Si  può.  d'altronde  porre  ')  sempre 


(83).        RI«(/-,ff)  =  Det 


F.  F,  .^F,_j^.G, . .  ._G„_, 

.,Q,6,...G„_, 


ma  solo  ohe  pad  porti  quMta  oguagliania,  perchè,  come  già  abbiamo  db- 
MTvato  al  n.  B9,  quando  Rh(/,;):^0,  il  suo  valore  numerico  non  A  de- 


□igitizedbyGoOglc 


3l6  NUMERI  OOWPLRgSI  I.  g  6. 

L'uguaglianza  (83)  è  infatti  verificata,  a  causa  della  proposì- 
ziooe  precedente,  se  ltì»(/',^)  =  0:  se  Rl»(/',ff)^0,  la  defini- 
zione di  r^Ks{f,ff}  contenuta  nei  n.  38,  39  si  può  enunciare 
dicendo  che   Ej   è  linearmente  dipendente  da  F, ,  F, .... ,  F„_, , 

Gj.G, G„_, ,  ed  ^  è  il  coefficiente  di  —E,  nella  dipendenza 

lineare  che  lega  questi  numeri  complessi.  Secondo  il  n.  ^  [(41)] 
questo  coelHciente  può  precisamente  ideu liticarsi  al  secondo  mem- 
bro di  {83). 

ESEMPI  E  COMPLEMENTI 

I.  Un  esempio  notevole  dì  numeri  complessi  abbiamo  già  in- 
contrato  nelle  matrici  [§  5]:  una  matrice 

{fa.jj)  (é  =  1.2,...,»i  ;J  =  l,2,...,n) 

di  m  linee  e  n  colonne  non  è  altro  che  il  numero  complesso 

(a,, di,  ...  fl,«a,(  -..a,„o,,  ...  ...  a„,a„,  ...  a^ 

di  £"",  essendo  evldentemeute  un  particolare  non  essenziale  la- 
disposizione  in  linee  e  colonne  che  è  stato  conveniente  di  attri- 
buire ai  suoi  elementi.  Si  noti  che  invero  l'addizione  di  matrici 
e  la  moltiplicazione  per  numeri  di  6  sono  identiche  alle  stesse 
operazioni  definite  al  n.  2  sopra  numeri  complessi. 

Nella  natura  delle  idee  svolte  ai  n.  1-3  è  che  sopra  un  de- 
terminato sistema  dì  numeri  complessi  (più  generalmente  sopra 
gli  elementi  di  un  dominio  complesso  (S6,^,  ...  S©,)  {u.  1])  si 
potranno  definire  operazioni  diverse  secondo  l'opportunità  delle 


terminato:  si  i  visto  ami  cbe,  se  iS  è  campo  di  rasionalità,  sì  può 
sempre' supporre,  in  questa  ipotesi,  R\$^/,  g)-^l,  uguagliansa  che  è  ìu 
contraddizione  colla  (83);  più  precisamente  il  ragionamento  stesso  del 
n.  38  mostra  che,  se  £  è  campo  di  raaionalità,  ogni  numero  di  € 
diverso  da  0  può  assumersi  come  valore  di  Ki{/,g)  quando  questo 
non  h  nullo,  cosicchi  l'affermazione  del  testo  è  allora  evidente.  Quanto 
però  dà  valore  a  questa  affermazione  è  che  essa  resta  vera  anche  se 
@  è  campo  d' integritir  (per  es.  se  fosse  un  campo  di  polinomi  in  coa- 
venienti  variabili  y ,  i , . . .). 
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coDsiderazioDi  ìu  vista.  Così  sulle  matrici  quadrate  d'ordiae  n 
(numeri  complessi  di  •?"  )  abbiamo  defluita  e  studiata  la  rool- 
tiplicazioue  [§5,  o.  10, 1],  mentre  di  neasuaa  utilità  ci  sa- 
rebbe stato,  per  le  coDsìderazioni  del  §  5,  lo  studio  della  cotn- 
l>osizione  fn.  5]. 

II.  La  noxlona  ganarala  di  moitlpllcaxiena  fra  numari 
complasai.  ~  Si  dice  in  {generale  che  un'operazione  defluita 
fra  i  numeri  di  fi"  è  una  moltiplicazione  quando  soddisfa  alle 
coudizioni  seguenti: 

a)  Se  A,B  sono  numeri  aymplessi  dì  S",  il  risultato  della 
moltiplicazione  di  A  per  B  è  un  numero  di  fi".  Questo  risul- 
tato si  chiamerà  prodotto  di  A  par  B  e  si  indicherà  con  [AB]. 

b)  L'operazione  considerata  gode  della  proprietà  associativa 


[[ABIC]  =  [a|BC]]  . 

(A.B.C,  rappresentando  sempre  numeri  di  S"). 

fj  L'operazione  considerata  è  dislritmiiva  rispetto  alta  com- 
binazione  lineare  in  Q.  Sa  cioè  si  indicano  con  A,,  A,,...,B,.B,,... 
numeri  complessi  di  €",  eoa  a,  ,a, , ... ,  i>, ,  A, ....  numeri  di  Q, 
si  ha 

[(2''.*.)(2»''*')]-=2»a[a.b,]- 

Non  si  richiede  in  generale  che  sia  verificata  la  pt^prietà 
commutativa. 

La  compOBÌzione  dei  numeri  di  @"  [a.  6J  soddisfa  alle  coadisioni 
b),  e)  [□.  10,  11],  ma  dou  soddisfa  ella  condJEÌoae  a):  non  è  dunque 
UD&  moltiplicaEione.  Considerìamo  però  uà  sistema  ^  di  numeri  com- 
plessi che  abbia  tante  unità  quante  sono  le  E^,  E^j, . . .  [n.  5];  ne  in- 
dioberemo  le  unità  con  questi  stessi  segni.  Il  numero  m  sarà  [n.  5]  la 
somma  dei  numeri  delle  combinaaioni  di  classe  I  ,  2  , . . . ,  n  di  n  og- 
getti, e  cioè  [§  2,  n.  Vili;  §  3,  n.  VI] 

"-"+(I)+(2)+-+C)-^-'' 
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Ad  ogni  riemento  (A' A". ..A'"')  di  (S"©"*  ...e^-)  si  può  far  cor- 
riipondere  il  numero  di  @™  ohe  ha  per  coefficienti  delle  singole  unità 
Ef,E^j,.,.  i  coefficienti  delle  steeee  unità  in  A',  A",...:  allftcompoei- 
EÌone  definita  al  n.  6  corrisponderà  allora  una  moltiplicaEione  in  &*. 

III.  Possiamo  dare  una  forma  generale  dfille  possibili  opera- 
zioni di  moltiplicazione  fra  ì  numeri  complessi  di  €".  Oaser- 
vianio  perciò  che,  se  [n.  3J 

s^ue  da  cj  che 

(1)  [AB]=2a.6^fK,EjJ  : 

è  dunque  deflaito  il  prodotto  di  numeri  complessi  qualunque 
quando  siano  noti  tutti  ì  prodotti  formati  con  due  unità. 

A  causa  di  a)  il  prodotto  [E,Ej]  dovrà  ossere  un  numero  di 
fi":  si  dovrà  cioè  avere,  per  ogni  coppia  di  indici  i,J ,  una  re- 
lazione della  forma 

(2)  fE,Ej]  =  2c^j,.E,  , 

dove  le  C/^,  sono  numeri  di  Q. 

Inversamente,  a  causa  delle  (2),  la  (I)  definisce  per  [AB]  un 
ente  che  soddisfa  alla  condizione  a),  ed  anche  alla  e),  come 
si  vede  ripetendo  il  ragionamento  fatto  al  n.  7  per  mostrare  l'a- 
naloga proprietà  della  composizione. 

Quanto  alla  condizione  bj,  osserviamo  che,  per  essa,  si  dovrà 
avere,  in  particolare,  qualunque  siano  gli  indici  i,j,k, 


[|E,E,1E.]  =  [K,|E,Ej]  ; 


tosto  che  questa  condizione  sia  soddisfatta,  sarà  pure  soddisfatta 
la  condizione  bJ  per  il  prodotto  di  tre  numeri  complessi  qua- 
lunque, definito  da  (1);  da  (1),  (3)  segue  infatti,  indicando  cod 
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[[(2;<'.e,)(2»,e,)](2<'.e.)]-2»,6,a[ie,e,ie.] 

i  j  k  i.j.k 

=  2«A'-.[e,[e,e.i]  =  [(2»,e,)[(26jE,.)(2>!.bi,)]]. 

Adunque  si  deftntsce  nel  modo  più  ffenerale  un  prodotto  fra 
numei-i  di  S"  mediante  le  ngwiglianze  (1),  (2)  dove  le  c,j,  rap- 
presentano numeri  di  Q,  i  quali  potranno  essere  gualitnQue. 
pttrchè  tati  da  soddisfare  alle  condizioni  (3). 

Da  (1),  (2)  sì  ha 

[E,[E,Ej]=2f,»,[E,EJ  =  2''j»r(2^*'.E.)=2(2'-i»^'''")^.= 

perchè  si  verifichi  la  (3)  è  duaque  uecessarìo  e  sutllcìente  che, 
qualunque  siano  gli  indici  i,J,k,s  (scelti  fra  i  numeri  1 ,2,...,n), 

A  questa  relaBioni  (4)  si  può  dare  usa  notevole  interprebuìone  : 
poniamo 

r,={tv!)  U,r=I, 3, ...,») 

4j-(i".,.!)  (■■.'■=1,! ")• 

(Siano  cioè  T^gA.  le  matrici  quadrate  formate  coi  numeri  c^.,  di 
cui  rìapettÌTamente  il  primo  indice  è  fisso  ed  uguale  a  t,  ovvero  il 
secondo   ìndice  è  fisso  ed   uguale   a  j). 

Il  sistema  di  tutte  le  (i)  che  corriepondoDo  agli  stessi  valori  di  i 
e  di  it  si  può  allora  scrivere  (§  6,  n,  10| 

(6)  r^  •  4^  =  A»  •  r^  (.■ ,  jt  =  1 , 2 , . . . ,  «) . 

Le  (4)  dicono  quindi  che  U  matriei  P,  debbono  ettere  eommiUabilt  net 
prodotto  eoiit  motrMi'  Aj. 
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IV.  Dalla  deiìnizioDe  (1)  della  moltìplicazioDe  si  vede  che  essa 

godrà  della  proprietà  commutativa  se,  per  ogni  coppia  di  ìDdicI 

ij,  è 

[E,EJ  =  [EjE(]  . 

luversameate  questa  condizione  è  anche  necessaria  per  la 
commutatività  della  moltiplicazione,  perchè  essa  non  esprime 
altro  che  la  proprietà  commutativa  per  il  pi-odutto  delle  unità 
Ej.Ej;  a  causa  delle  (3)  essa  si  traduce  d'altronde  nella  coadi- 
zione che,  qualunque  siano  gli  indici  i,J,r,  sia 

Ne  consegue  ohe  sarà 

Le  .condì Eioni  (1),  (6)  dìoono  quindi  allon  che  le  matriei  P^  debbono 
aiere  a  due  a  due  commutabiti  ael  prodotto. 

L'esempio  della  moltiplicazione  delle  matrici  [d.  Ij  e  della 
composizioue  [d.  Il]  mostrano  che  esistono  moltiplicazioai  di 
Qumeri  complessi  non  commutative. 

Se  una  moltiplicazione  fra  i  numeri  di  <3"  gode  della  pro- 
prietà commutativa,  e  se  inoltre  esiste  nel  sistema  S"  ud  ou-  ■ 
mero  che  rispetto  a  questa  moltiplicazione  goda  della  proprietà 
dell'unità  [§  l,  n.  2,  ej\,  il  sistema  Or,  colla  detta  definizione 
della  moltiplicazione,  diviene  un  campo- numerico. 

Un  numero  complesso  di  <2* 

E  =  2e,E, 

godrà  rispetto  alla  moltiplicazione  della  proprietà  dell'unità  [§  1, 
n.  2,  e)]  quando,  qualunque  sia  l'indice  i, 

E.=[E,Ei=2»'iE-E.]=2i,(2;e,v,E.)=2(2^''<")E. . 

e  cioè,  tenendo  presenti  le  (6),  quando 
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Si  ha  cosi  un  sistema  di  n*  equazioni  lineari  omogenee  cui 
debbono  soddisfare  le  n  incognite  (,,«,,...,&,  [cfr.  n.  34]. 

Poiché  è  sempre  n*>n  (essendo  n>  IX  si  otterrà  un  sistema 
di  condizioDi  cui  debbono  soddisfare  le  c^^,  eliminando  [n.  37] 
frale  n'  relazioni  (7)  i  coefficienti  «,,*,,..,,(„,  1  delle  c^t,,df,. 

V.  Corpo  olgobrleo.  —  Si  definisce  in  particolare  una  mol- 
tiplicazione fra  i  numeri  dì  i^  per  la  quale  questo  diviene  un 
campo  numerico  coli 'osservazione  seguente: 

Indicando  con  è  una  variabile,  facciamo  corrispondere  fra  loro 
il  numero  complesso 

(8)  A  =  (a,  a,  ...  aj 
e  il  polinomio 

(8')  a  =  ai-|-a,£-|-...  +  a^£"-'  . 

Alla  somma  di  due  numeri  A ,  B  di  iS"  corrisponderà  la  somma 
dei  due  polinomi  corrispondenti  ;  al  prodotto  di  un  numero  A  di  i3" 
per  un  numero  ràìQ  corrisponderà  il  prodotto  r-a  del  polinomio 
corrispondente  per  questo  stesso  numero  [cfr.  a.  4  e  §  4,  n.  II]. 

Fissiamo  ora  arbitrariamente  un  polinomio  di  grado  n  nel 
campo  €  nella  variabile  4,  della  forma 

(9)  P  =  4"  +  P.S— +P,è-'  +  ...-|-P,  : 

i  polinomi  (8')  sono  gli  elementi  del  campo  dei  polinomi  in  Q 
nella  variabile  è,  ridotto  relativamente  al  mod.  P  [§2,  n.  XX]: 
poniamo  allora  per  definizione  che  si  chiami  prodotto  [ABj  di 
due  numeri  A,B  di  6"  il  numero  di  @"  che  corrisponde  al  po- 
linomio prodotto,  nel  campo  ridotto  relativamente  al  mod.  P,  dei 
polinomi  a ,  ^  corrispondenti. 

Viene  a  definirsi  in  tal  modo  in  &*  un  campo  numerico  iso- 
morfo [§  I,  n.  XI]  al  campo  di  polinomi  in  4  ridotto  relativa- 
mente al  mod.  P  '):  indicheremo  questo  campo  con  [S.P].  In 


')  La  noiione  di  eampo  di  polinomi  m  una  variabiU,  ndoUo  rdativa- 
mente  ad  un  polinomio  dato  rientra  cobI  oome  caso  particolare  in  qnalla 
di  eampo  nitmerieo  di  mtrntri  oonpleMi,  eoa  una  parbioolaro  definisione 
dell»  moltipli catione. 
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esso funge  da  numero  1  {%  1,  n.  S,  e}]  l'unità  E,  =  (100  ...  0); 
più  generalmente  la  moltiplicazione  di  un  numero  A  di  6"  per 
un  numero  della  forma  wE,,  dove  x  è  un  numero  di  2,  è  iden- 
tica alla  moltiplicazione  di  A  per  x  [n.  2,  bj];  ne  segue,  in 
particolare,  che  i  numeri  della  forma  xE,  costituiscono  in  i^ 
un  campo  numerico  parziale  [g  1,  a.  13]  isomorfo  a  @:  perciò 
ai  conviene  di  rapprasentare  brevemente  il  numero  a;E^  con  x 
(in  particolare  E,  con  1);  in  tal  modo  risulta  e  stesso  contenuto 
come  parte  in  @*;  la  molti  pi  icazioue  sopra  definita  compare  al- 
lora come  una  generalizzazione  di  quella  data  io  £,  e  si  usa 
perciò  indicarla,  come  questa,  scrivendo  i  fattori  consecutivi  o 
separati  da  un  punto. 

Affinchè  il  campo  [€,Pj  non  sia  singolare  è  necessario  [§  2, 
n.  XVI,  §  1,  n.  III.  X  cj]  che  P  sia  irreduttibile  iu  S:  si  vedrà 
tosto  [n.  XXXII]  che,  sotto  una  ulteriore  ipotesi  assai  ampia 
(e  che  si  verifica  per  es.  se  @  è  il  campo  degli  ordinari  numeri 
interi  o  razionali),  questa  condizione  è  anche  sufficiente.  Il  cam- 
po [S,Pj  si  chiama  allora  corpo  alffebrico  derivalo  da  i2  me- 
diante il  polinomio  P. 

VI.  Corpo  olgolirieo  quadratico.  —  Si  chiama  gitadrcUico  ' 
ogni  corpo  algebrico  della  forma  [€,&*  + ft]. 

Affinchè  i^  •\-  k  aia  irreduttibile  in  Q  [n.  V]  è  necessario  e  suffi- 
DÌeate  che  non  esista  in  l3  un  numero  che  abbia  per  quadrato  — k.  In~ 
&ttì  è^  -^-k  sarà  riduttibile ,  e  precisamente  ai  potrà  avere  un'  ugna- 
gliania  della  fonna 

4'  -I-  i  =  (™-  è  +  n')  im  è  +  n")  , 

solo  es:  1*  m'in"=l  s  quindi  o  l3  è  campo  di  razionalità  oppure  m' 
e  m"  sono  unità  di  Q  ;  esiste  quindi  in  <5  il  numero  —  p  =±  n'  ;  m'  ; 
2»  4'  +  t  à  divisibile  per  £  — P  e  quindi  [§  2,  n.  XV]  —  i:  =  |i*. 

I  numeri  di  (@,4*4'A]  sono  numeri  complessi  a  due  unità, 
una  delle  quali  si  rappresenterà  col  numero  1  di  @  [n.  V],  l'altra 
con  ^;  la  forma  generica  di  uno  di  questi  numeri  sarà  dun- 
que [n.  3] 

a,  -|-  o,  t„ 
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e  gii  corrisponderà  [n.  V  (8*)]  il  poliuomio 
a,  +  ffl,4  . 
Si  effettuerà  il  prodotto  di  due  numeri 

di  [©,£'  +  A]  osservando  che 

(a,  +  a,i)  (6,  +*,&)  =  aA  +  («A  +  «.&.)i  +  «A*' 

=(aA  —  fta.*,)  +  (a,6,  +  a.ft.)S  (mod.  i'  +  h)  ; 

onde  segue  che 

(10)  AB  =  (a,+a,iJ{(»,+Vit)=(ai6.— SoA)  +  (aA+o**t)«i.  ■ 

la  particolare  le  forinole  per  i  prodotti  delle  unità  [a.  Ili  (2)] 
diveagoDO 

l'  =  l    ,    l't;  =  i,-l  =  (;    ,    f^«  =  — ft. 

11  numero  di  <2 

si  chiama  norma  del  numero  a^  +  ^t>k'  I  numeri 

o,  +  a,in    ,    o,  —  o,i» 
hanno  la  stessa  norma:  essi  si  dicono  conitiffaii;  si  ha 

(11)  (o.  4-  o,'»ì («1  —  a.»*}  =  a,'  +  Ao,'  =  n (a,  +  o,Ù)  ■ 

Prodotti  ai  numeri  coniugati  sono  conitigati:  se  cioè  si  ef- 
fettua il  prodotto  dei  numeri  coniugati  ai  due  fattori  del  primo 
membro  di  (10),  si  ha 

(a^  —  a,i J (fi,  —  6,(»)  =  {a^b^  —  ftfl,6,)  —  (oA  +  afi\)h,  ■ 
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Osserviamo  che,  a  causa  della  (11),  il  prodotto  dei  primi  mem- 
bri di  questa  ugiiagltaaza  e  della  flO)  è  uguale  al  prodotto  delle 
Dorme  dei  due  fattori  di  ctascuao  di  essi:  si  ha  quiodi 

(12)  n(AB|=flA-nB. 

La  norma  di  un  prodotto  è  ugiiate  al  prodotto  delle  norme  dei 
fattori. 

VII.  Il  corpo  [63 ,  £'  +  A]  è  campo  d'integrità  ovvero  di  rnxio- 
nalità  a  seconda  che  S  è  campo  d'integì-ità  o  di  razionalità. 

InMti,  poiché  si  moltiplica  un  numei-o  del  corpo  per  uà  nu- 
mero di  Q  moltiplìcaadoae  per  questo  uumero  le  coordinate,  si 
ha  anzitutto  che,  se  €  è  campo  d'integrità,  non  sarà  divisibile 
per  un  numero  di  S  un  numero  qualunque  del  corpo  le  cui  coor- 
dinate, in  quanto  numeri  di  <3,  non  siano  divisibili  per  questo 
numero  ').  Se  invece  Q  è  campo  di  razionalità,  ogni  numero  del 
corpo  ha  il  pi-oprio  inverso,  perchè  dalla  (U)  sì  ricava 

(13)  ^x ^. f  =        ^ 

a,'  +  fta,*      a.'  +  Aa,**      a, -j-a,ij' 

Vili.  Mumarl  complassl  ordinari.  — Si  chiamano  nwieH 
complessi  ordinari  i  numeri  del  corpo  quadratico  [S,6'  +  l]-  Le 
due  unità  dei  numeri  complessi  ordinari  si  indicano  in  generale 
con  l  e  i;  la  prima  si  dice  unità  reale  ed  i  numeri  di  Q  (si- 
mili ad  essa  [n.  2|  )  si  chiamano  reali;  la  seconda  si  chiama 
unità  immaginaria  e  si  chiamano  immaginari  i  numeri  della 
forma  ai  (a  numero  di  6).  Un  numero  generico  di  [€,£'+ 1] 
sarà  della  forma  a^-\- a^i  ;  a,  si  dice  la  sua  par/e  ttale,  a^i  la 
parte  immaginaria.  La  formola  (10)  che  dà  il  prodotto  di  due 
numeri  del  corpo  quadratico  diviene 

(14)  (a,  +  a,t)  (ft,  -H  ft.O  =  f«i6.  —  aA)  +  («A  +  «A)»  • 
In  particolare 

t'  =  —  1  onde  —  =  —  Ì: 


')  Questa  osaarvaiìone  vale  per  qualunque  campo  [€ ,  Pj  [n.  V]. 
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si  vede  così  che,  se  @  è  campo  d'integrità,  e  quindi  tale  è  pure 

il  corrisponde Dte  campo  di  numeri  complessi  ordinari  [q.  VII] , 

ìd  questo  campo  i  è  una  unità  nel  senso  deflnito  al  §  ],  n.  XIII. 

La  norma  di  un  numero  complesso  ordinario  af  +  a,i  sarà 

n(a,  4-a,i)  =n((i,  —  a,è)  =  a,' +  o»'  ■ 

IX.  Combinazioni  llnonri  41  numorl  comptossl.  —  Se 

A,=       2       %^s  (!  =  l,9,...,?n) 

souo  numeri  complessi  di  i3"(n^m),  abbiamo  visto  [u.  19]  che 
esiste  una  combinazione  lineare  di  essi  il  cui  valore  ha  nulle 
m  —  1  coordinate  assegnate. 

Possiamo  determinare  1  coefficienti  della  combinazione  lineare 
e  le  cooi'dinate  residue  del  detto  suo  valore  applicando  la  pro- 
posizione del  n.  22. 

Per  fissare  le  idee,  possiamo  supporre  che  le  coordinate  che 
si  vogliono  rendere  nulle  siano  precisamente  quelle  che  corri- 
spondono alle  unità  E,.E„_,,... ,  E«_„^:  sia  allora 

(15J  2        *<A'=  S  ^A 

i_I,2,...,ni  j— 1,2 n-n+l 

la  combinazione  lineare  cercata.  La  (16)  può  anche  scriversi 

(  16)     6, A,  +  &,A,  +  ...  +  6„A„  —  c,E,  —  c.E,  - ...  -  c„.^,E„_^^=0 

e,  sotto  questa  tbrma,  dice  che  gli  n  +  1  numeri  complessi 
A,  A,  ...  A„E,E, ...  E,_^,  souo  linearmente  dipendenti,  e  che  i 
Dumeri  6(,  — Cj  sono  i  coefficienti  di  una  dipendenza  lineare  fra 
essi.  Dalla  proposizione  del  n.  23  (40)  [cfr.  pure  n.  22  (40')]  si  ha 
allora 

(17)  b/.b^:c,:c, 

=  A^. ...  A„E,E, ...  E,.^,  ;  -  (A,A. ...  A„E,E; ...  E^^.»]'*'  '  *■' 
:  A,A. ...  A.A,E, ...  E_,^  :  -  [A.A, ...  A„A,E, ...  E„_^,]<"'  I  "■>. 
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Si  ha  [a.  14] 

CompODendo  con  E^|E!|--- ^„~,^i  si  ottieae  risultato  nullo  da 
tutti  ì  termiai  del  secOQdo  membro  diversi  da  quello  che  corri- 
sponde a  A,,ft, , ...  .ft„_i  =  n—  7ìi  +  2,n  —  m-\-3,...,n:  dunque 


****  F Sf '^^"p"  ^-i-*»  ^^«44  ■  ■  ■  E,E,E, . . .  E,_„ 


(18)  A,A,...A„E,E,...E.. 

.\,A....A. 

E„-ow4E»-«+.-..E, 

Si  ha  pui^  [n.  14,  5  5  o.  27J 

A,A,...A.A,— (-lr-'A,A,...A. 

lu, 

E. E....  E. 


k,,k,,...,k„t*l,... 
*,<t,<...<t. 


Per  ottenere  gli  ultimi  due  termini  della  proporzione  (17)  si 
deve  comporre  A,A,...A„A,  rispettivameate  eoo  E,E, . . .  E„.„_^, 
o  con  [E,E, ...E^^j'"'"'"';  in  ogni  caso  cioè  col  gruppo  delle 
E,E,...E,_^,  toltane  la  E,(s='l  ,2,... ,«  —  m  +  1),  ameno 
dell'ordine.  Effettuando  questa  composizione  sopra  ciascuno  dei 
termini  dallo  sviluppo  di  A,A, ...A„A,  ora  scritto,  si  otterrà 
risultato  non  nullo  soltanto  da  quello  fra  questi  termini  che 
corrisponde  a  ft, ,  A, , . . . ,  A„  ^  s ,  »  —  ?/i  +  2 , . . . ,  n ,  cioè  dal  ter- 
mine 

(-1)-D.t=;,p  ^f^'^-p-E,E._,.^E,„,.,.„...E.  . 

Osserviamo  ancora  che  [n.  14,  §  5  n.  27J 

(-1}-'E.E,_,^E_„...E.  =  E,.,^.E,_,^,...E,E.. 
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Adunque 

(19)  A,A....A.A,E,E.. ..£._.„ 

~ "* e7CÌ.e,1J'..'.e: ^—*- ^--*'  •  ■  ^^'^- ■  ■  ■  ^-"' • 

-  1A,A, . . .  A.A  ,E,E, . . .  E,_„jl''  '  ■■> 

Il  gruppo  dei  fattori  E,  nel  secondo  membro  dell'ultima  ugua- 
gltuQza  difTerisce  dal  gruppo  degli  atessi  fattori  nel  secondo  mem- 
bro della  (19)  solo  per  lo  scambio  dei  fattori  E,  ,K,  :  si  possono 
ricondurre  questi  fattori  allo  stesso  posto  cambiando  il  segno 
[a.  14};  si  ha  quindi 

(19.)  -  [A,A, . . .  A„A,E,E. ...  E„_^,]*"' ' "'' 

=  Det  g^-^^:^^i-g- E„_^. E,.^. . . .  E,E.E, . . .  E„.^, . 

Sostituendo  in  (17)  le  espressioni  (18),  (19),  (19,)  si  ha  final- 
meote 

(20)  K'-fir  :<■',:  e. 

A,A,...'a„        .      -     [A.A,...A,]t'-'*-> 


E._„.E._„... 

■E.-      —  E._.„E„^...E. 

n.,          A,A,...A. 

.„..           A,A,--A. 

..e.-""e,e_.e.^...e.  • 

Poiché  la  (15)  si  muta  in  una  relazione  analoga  quando  se  ne 
moltiplicano  tutti  i  coefllcienti  per  uno  stesso  numero  di  6,  od 
aoche  si  dividono  tutti  per  uno  stesso  numero  di  Q  (per  cui 
siano  tutti  divisibili  —  se  6  è  campo  di  integrità),  è  naturale  che 
dei  detti  coefficienti  non  si  possano  assegnare  i  valori,  ma  solo 
numeri  proporzionali  ai  loro  valori. 

Quando  i  deiertninanti  del  secondo  membro  non  sono  tutti 
mtiti,  la  (20)  mostra  che  non  esiste  altra  indeterminazione  nel 
valore  di  questi  coefficienti  :  le  combinazioni  lineari  degli  m  nu~ 
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meri  complessi  Aj  in  cui  sono  nulle  le  m—I  coordinale  ptvfts- 
saie  sono  tutte  simili  fra  loro.  Dea  di  queste  corobinazìoDi  lì- 
neai-i  si  ottiene  naturalmente  senz'altro  uguagliando  i  coeffi- 
cienti bf ,  Cj  ai  determinanti  omologhi  del  secondo  membro  di  (20). 

La  (20)  diventa  invece  illusoria  quando  i  termini  del  secondo 
membro  sono  tutti  nulli,  e  cioè  quando  sono  tutte  nulle  le  com- 
posizioui  del  secondo  membro  della  (17).  Considerando  i  primi 
due  termini  del  secondo  membro  di  (17)  si  vede  che  questo  an- 
nullarsi significa  che  il  sistema  Ai  m  —  1  qualunque  fra  ì  nu- 
meri complessi  A,  A,  ...  A„  è  linearmente  dipendente  dalle  unità 
E,  E,  ...  E^,^, ,  vale  a  dire  che  esiste  una  combinazione  lineare 
di  tali  m—1  numeri  complessi  nella  quale  sono  già  nulle  le 

coordinate  corrispoodeuti  alle  unità  E,_,^,,E,_,^ ,E..  Gli 

ultimi  due  termini  di  (17)  dicono  pure  che  tale  annullarsi  si- 
gnifica che  gli  m  ciumeri  complessi  A^  sono  linearmente  dipeu- 
denti  Aa  n  —  m  qualunque  fra  le  unità  E,  E,  ...  E^,»^, .  e  cioè 
che  si  pitò  trovare  ima  combinazione  lineare  dei  detti  numeri 
Aj  nella  quale,  oltre  ad  essere  nulle  tó  m  — 1  coordinate  che  si 
ermw  inizialmente  asseffnate,  è  ancora  nulla  un'altra  coordi- 
nata c/ie  si  può  ancora  assegnare  arbitrariamente  ')■ 

X.  noduli  fInHI  di  numsrl  compiassl.  —  Se  il  campo 
numerico  <S  è  tale  ette  ogni  modulo  in  S  costituito  da  elemetiti 
di  &  è  finito  [§  4,  n.  VII],  ancfte  ogni  modulo  in  ©  di  elementi 
di  €'  (qualunque  sia  n)  è  finito. 

Si  dimostra  questa  proposizione  imitando  da  vicino  il  ragio- 
namento del  citato  §  4,  n.  VII.  Chiamiamo  cioè  ai  solito  E, , 
E,,...,E„  le  unità  di  ©",  ed  osserviamo  che,  se  Slfe  è  un  mo- 
dulo io  S  di  elementi  dì  fi",  i  coefficienti  di  E^  negli  elementi 
di  S)Ife  nei  quali  sono  nulli  tutti  i  coefficienti  di  E, ,  E, , . . . ,  E,,_, 
(per  A=l,  i  coefficienti  di  E,  nella  totalità  degli  elementi  di 
€f^)  costituiscono  un  ^nodulo  9J&„  in  Q-  Se  infatti 

A  =  a,E^  +  a^.E^,-K...    .    B  =  b,E,  +  b^,E^,  + ... 

*)  I  due  fatti  sono  d'altronde  equivalenti  come  li  vede  liesaminuido 
la  dimoBtrazione  del  q.  19. 
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SODO  due  dai  nominati  elementi  di  €)lù«,  saranno  pure  fra  questi 
elementi  di  €)l& 

A  +  B  =  (a^+ &JE,  + {a^,  +  6^,)E^,  +  ... 

rA  =  ra„E^  +  ra^,  E„^,  + . . .    (r  numero  di  6)  ; 

e  cioè,  se  a^,b^  sono  coeltlcienti  di  E^  in  elementi  di  SJIfe  nei 
quali  sono  nulli  i  coefficienti  di  E,  ,E, ,...,E^., ,  tali  saranno 
pure  a^  +  6^  e  r«„. 

Per  l'ipotesi  fatta  intorno  al  campo    i?,   ciascuno  dei  moduli 
?y^\  di  elementi  di  «2  ba  una  base  Anita:  sia  essa 

(210  aM^w  -.■  «*,^. 

In  dl&  potremo  allora  fissare  p^  elementi  aventi  nulli  i  coef- 
ficienti delle  unità  dì  indice  <,h  e  aventi  per  coefficiente  di  E„ 
rispettivamente  questi  numeri:  siano  essi 

(82,)        A,j  =  «,^.E,  +  e„.jE^,  +  ...        (j=  1  ,2, ...  ,pj    . 

Il  sistema  di  ditti  i  numeri  complessi  (22»)  per  A  =  1 , 2 n 

costituisce  una  base  per  il  modulo  ©R?-  Sia  infatti  A  un  ele- 
mento qualunque  di  €)!&,  ed  iudìcbiamo  con  G  una  combina- 
zione lineare  in  Q  dei  numeri  (22J  (A  =  1 , 2 , . .. ,  n)  tale  ctie  la 
differenza 

(23)  P  =  A-C 

abbia  nulli  i  coefficienti  di  tutte  le  unità  di  indice  <  k ,  per  A 
il  pììi  elevato  possibile:  dico  che  sarà  P  =  0;  percbè  se  fosse 

p  =  c^E,-|-e^,E»^,-f...  (ft^n), 

si  potrebbe  determinare  uua  combinazione  lineare  C  degli  ele- 
meoti  A,^  per  la  quale  il  coefficiente  di  Kj^  fosse  precisamente 
e*  :  allora  la  differenza  P  — C  avrebbe  nulli  tutti  i  coefficienti 
delle  unità  di  indice  ^h:  ma. è  d'altronde 

P-C'  =  A-(C-|-Cj 
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dove  C  -|-  C  è  ancora  una  combìoazioce  tiaeare  dei  numeri  com- 
plessi A^j,  e  quiodi  P  —  C  è  ancora  una  differenza  della  forma 
(23),  contro  l'ipotesi  che  non  esistano  dì  tali  differenze  in  coi 
siano  nulli  tutti  i  coefflcieuti  delle  unità  di  indice  ^k. 

Da  A — C  =  0  si  ricava  A  =  C,  e  cioè  si  ha  A  espresso  come 
combinazione  lineare  degli  elementi  A^j. 

XI,  Sempre  e  solo  Quando  la  base  di  un  qualunque  ìnodulo 
in  @  di  numeri  ili  S  può  costi/ìdrsl  con  un  solo  elemento  [§4, 
n.  V,  VI  )  la  base  di  ©It-  costituila  dai  numeri  complessi  A,^ 
risulterà  sempre  di  elementi  fra  loro  linearmente  indipendenti. 

Se  invera  ciascuno  dei  sistemi  (21^)  contiene  un  solo  elemenlo 
a^  e  quindi  ciascuno  dei  sistemi  dì  numeri  complessi  (23J  con- 
tiene un  solo  elemento  A^ ,  non  potrà  mai  essere  nulla  una  com- 
binazione lineare  non  degenere  T  y^A^  dei  numeri  complessi  A,. 
perchè  se  in  tale  combinazione  lineare  il  coetllciente  non  nullo 
di  indice  più  basso  è  precisamente  y,, ,  essa  rappresenta  un  nu- 
mei'o  di  S"  in  cui  il  coeftlcieute  di  E»  è  j/^a^^O.  Se  dunque  cia- 
scuno dei  sistemi  (21J  non  contiene  più  di  un  elemeuto,  ì  nu- 
meri complessi  (2"^^)  sono  fra  loro  linearmente  indipendenti. 

Ma  86,  al  contrario,  qualcuno  dei  sistemi  (21„)  contiene  più 
di  un  elemento,  sia,  per  es.,  uno  di  questi  quello  che  corri- 
sponde a  fl  =  A;  allora  a^h^,  —  a^,A^^  ha  nulli  i  coefficienti  di 
tutte  le  unità  di  indice  ^A.  Può  darsi  che  questa  differenza  sia 
nulla,  nel  qual  caso  è  provata  l'esistenza  di  una  dipendeaza 
lineare  fra  gii  elementi  A^^  :  in  caso  contrario,  se,  ragionaado 
come  al  u.  prec,  ci  proponiamo  di  determinare  una  combina- 
zione lineare  dei  numeri  Aj^^,  per  A^ft  +  1 ,  la  quale,  sottratta 
da  essa,  dia  una  diffureuza  che  abbia  nulli  i  coefficienti  delle 
unità  fino  ad  un  indice  il  più  «levato  possìbile,  troviamo  che  que- 
sta differenza  dovrà  risultare  nulla:  fra  gli  elementi  A„,Ai,  e 
gli  A^j  per  iA^ft-l-1  sussiste  dunque  una  dipendenza  lineare  in  £- 

XII.  Equazioni  lineari  In  un  campo  d' IntogrHè.  {*M- 
Hai  Indatarmlnata  di  primo  grado).  —  Nei  n.  30,  31  abbia- 
mo determinate  tutte  le  soluzioni  di  un'equazione  lineare  nel 
campo  Q,  ma  un'espressione  esplicita  per  esse  abbiamo  ottenuto 
solo  nell'ipotesi  che  <£  sia  campo  di  razionalità.  Le  osservaziouì 
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del  D.  X,  XI  ci  permettoDo  dì  giuogere  ad  ud  analogo  risultato 
Dell'ipotesi  che  i  valori  delie  ÌDCt^oite  debbano  appartenere  ad 
un  campo  d'integrità  (?,  tale  che  ogni  modulo  in  <2  di  elementi 
di  <3  sia  «Dito  [cfr.  §  4,  n.  V,  VI,  VII;  S  6,  n.  V,  X). 
Cousideriamo  anzitutto  l'equazione  oni(%eDea 

{24)  a;,A, +  iB, A, +  ...+«:„ A„  =  0  ; 

se  ;>  è  la  sua  caratteriatica,  abbiamo  visto  [n.  30]  che  la  sne  so- 
luzioni costituiscono  un  modulo  in  €  di  elementi  di  &",  di  ca- 
ratteristica ili — p.  Questo  modulo  sarà  certamente  finito  [n.  X]: 
si  potrà  cioè  sempre  (nella  faiia  ipotesi  relativa  al  campo  6) 
determinare  un  numero  finito  di  soluzioni  di  (24) 

X,  X,  ...  X,  \q^m  —  p) 

per  modo  che  tutte  e  sole  le  soluzioni  di  (24)  siano  i  valori 
della  funzione 

(25)  G*(v.v,...i/,)  =  jr.X, +  l/.X,  +  ...+i/,X, 

ove  alle  variabili  Vi.Vi---- .V,  si  assegni  come  dominio  «2.  G* 
si  potrà  quindi  ancora  chiamare  una  soluzione  ffenerale  della 
equazione  (24)  fcfr.  n.  30]  ;  ma  i  numeri  complessi  X^ ,  X, , ... ,  X, 
di  cui  essa  è  combinazione  lineare  non  saranno  più,  in  genera- 
le, fra  loro  linearroante  indipendenti.  Precisamente  essi  saranno 
linearmente  indipendenti,  e  sarà  quindi  q!=m  —  p,  quando  ogni 
modulo  ìu  @  di  elementi  dì  i3  ha  una  base  costituita  da  un  solo 
elemento  [n.  XI];  per  es.  (g  4,  n.  VI]  quando  6  è  il  campo  dei 
numeri  interi: 

J^tte  le  soluzioni  di  un'equazione  lineare  mnogenea  (o  di 
un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  (n,  33])  nel  campo 
dei  numeri  interi,  in  m  incognite  e  di  caratteristica  p,  si  espri- 
mono come  combinazioni  lineari  a  coefficienti  interi  di  m~P 
di  esse,  fra  loro  linearmente  indipendenti. 

XIII.  Consideriamo  ora  l'equazione  lineare  non  omogenea 

(26)  a;, A,  -|-  ar, A,  -|- . . .  +  «„ A_  =  U  , 
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.  e  supponiamo  che  (coDdizione  necessaria  per  l'esistenza  di  so- 
luzioni [n.  20])  la  caratteristica  del  sistema  A,  A,  ...  A„  U  sia 
aguale  a  quella  del  sistema  A,  A,  ...  A„. 
Consideriamo  eoo  essa  l'equazione  omogenea 

(27)  '»,A,  +  aT,A,  +  ...  +  .T,„A„  +  »^,U  =0: 

tutte  e  sole  le  soluzioni  di  (26)  forniraano,  insieme  col  valore 
—  1  attribuito  alla  x,^^ ,  altrettante  soluzioni  di  (27),  Per  deter- 
raìaai-e  (se  esistono)  le  soluzioni  di  (26)  basterà  dunque  cercare 
le  soluzioni  di  (27)  in  cui  il  valore  dell'incognita  aj_^,  sìa  — 1  : 
se  (4,^, -■.&„  — 1)  è  una  tal  soluzione,  una  soluzione  di  (26) 
sarà 

E=(e,4,...  5.). 

Supponiamo  che  la  soluzione  fi;enei'ale  di  (27)  sia  G'iy^  y,  ...  y^) 
[(25)],  e  sia  in  essa 

Xi  =  («(,(«„  ...  a.^o.^+.l  (i  =  l.2,...,gì  ; 

l'ultima  coordinata  dì  G'  sarà  cosi 

(28)  v,»i«+i-i-y.«,„^+.  +  ---+i',«,-+. . 

e  si  tratterà  di  determinare  in  €  un  sistema  di  valori  per  y,  , 

y, y^  tali  che  la  funzione  (28)  assuma  per  essi  il  valore  — 1. 

Supponiamo  per  es,  che  <2  sia  U  campo  dei  niiineri  interi: 
condizione  neces.'iaria  e  su/liclenfe  perchè  un  tal  sistema  di  va- 
lori esista  è  allora  che  il  massimo  comun  dtr^isore  dei  numeri 
«<«+,  (/=1,2,...,9)  Sia  l  |§  4,  n.  VI}. 

XIV.  Sistemi  d'oquazionl  llnaarl  a  coafflclaiitl  Inlarl, 
nai  campo  dal  numarl  latori.  —  Ad  una  condizione  più  e- 
splicìta  si  può  giungere  quando  l'equazioue  (26)  rappresenti 
[n.  34]  un  sistema  dì  equazioni  lineari  (non  omt^enee)  a  coef- 
ficienti interi 

!a^^x^  +  a„ar, +  .-.  -f  «,.,»„  =  w, 
a,,x.-\-a.,x.-\-  ...■^a„.x_  =  u. 
«i.*^!  +  o»,»i  +  ■  ■  ■  +  a«,«»  .=  tt» 
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che  sì  debbano  aoddisfare  eoo  valori  interi  delle  Tariabili:  A,, 
Aa,...,A„,U  rappresentano  allora  numeri  complessi  a  coordi- 
nate intere  [n.  34  (60)] 

A(  =  ian  «(,.-.  «(„)         ■         U=(tt,M,  ...«,)  . 

Sia,  per  ipotesi,  {4,  è,  ...  i^)  una  soluzione  di  (U&)  [di  (29)], 
cosicché  sìa 

•  26')  e.A,  +  e.A,  +  ...  4-e„A,  =  U  ; 

se  A^  ,  A,. ,... ,  A,  sono  s  qualunque  dei  numeri  complessi  A^, 
da  (36')  segue 

(30)     è,A,A,  A,^...  A,  +  £,A,A,  A, ...  A,  +  ...  +  è„A„A,  A, ...  A. 

=  UA,A,...A,  . 

Il  primo  ed  il  secondo  membro  di  (30)  rappresentano  numeri 
complessi  di  i2~-^'  che  dovranno  avere  uguali  le  coordinate 
omologhe  :  se  dunque  con  E»  ,  G^  , . . . ,  E„  si  indicano  s  -]-  1 
unita  qualunque  di  Q",  ciascuno  dei  determinanti 

UA,^A,^...A,_ 

risulterà  UDa  combioazione  lineare  ìq  @  dei  determinanti 
A,A,  A,  ...A, 


sarà  quindi,  in  particolare,  divisìbile  per  il  massimo  comun  di- 
Tisore  di  questi  determinanti. 

Come  caso  molto  particolare  di  questa  affermazione  si  ha  ctie 
il  massimo  comun  divisore  dei  determinanti  non  nulli  di  tutte 
le  composizioni  di  p  fra  i  numeri  complessi  A, ,  A, , . . . ,  A„  è 
divisore  di  tutti  i  determinanti  delle  composizioni  di  U  con  p  —1 
ai  detti  numeri. 
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Si  ha  Qosì  una  condizione  necessaria  perchè  il  sistema  (20) 
ammetta  soluzioni.  Questa  condizione  è  anche  sii/ficiente:  ri- 
cordiamo infatti  che,  p  essendo  la  caratteristica  del  sistema 
A,  A,  ...A„,  ai  possono  sempre  determinare  [a.Z4,òj]  soluzioni 
di  (27)  io  ciascuna  delle  quali  il  valore  di  ^„^,  è  uno  qualunque 
dei  determinanti  non  nulli  delle  composizioni  di  p  fi-a  i  numeri 
A, ,  A, , ...,  A„,  mentre  le  altre  incognite  hanno  per  valori  (a 
meno  del  segno)  determinanti  delle  composizioni  di  U  con  p  —  l 
dei  detti  numeri  A,,  ovvero  hanno  il  valor  0.  In  tutte  queste  so- 
luzioni si  possono  dividere  tutte  le  coordinate  (e  cioè  i  valori  di 
tutte  le  incognite)  per  il  massimo  comun  divisore  dei  deteismi- 
nanti  di  p  numeri  A^ ,'  che  per  ipotesi  è  divisor  comune  di  tutti 
i  detti  valori.  Sì  determina  per  tal  modo  un  sistema  X, X, .-.  X, 
di  soluzioni  di  (27)  nelle  quali  l'incognita  ic,^,  ha  valori  che 
hanno  per  massimo  comuu  divisore  1:  se  ne  deduce  quindi  im- 
mediamente  [n.  XIII,  in  fioej  una  soluzione  in  cui  a!,„^  ha  il 
valore  —le  quindi  [n.  XIII]  una  soluzione  dell'equazione  (26) 
o,  ciò  che  è  lo  stesso,  del  sistema  (29). 

Riassumendo  si  ha  che  (Teorema  di  Frobknids)  condizione 
necessaria  e  sufflcienle  perchè  il  sistema  di  equazioni  (29)  a  coef- 
ficienti interi,  di  caratteristica  p,  aWia  soluzioni  nel  campo 
(lei  numeri  interi  è  che  il  massimo  cmimn  divisore  dei  deter- 
minanti delle  aymposizioni  di  p  dei  numeri  complessi 

A, A,  ...  A„  (A,  =  (a„au  ...  aj) 

sta  ìtffuale  al  massimo  comun  divisore  delle  composizioni  iti 
p  fra  i  numeri  complessi 

A.  A,  ...  A„U  (U  =  («,M.  ...  ttj)  . 

Se  E  =  (è,4,  .■■4„)  è  una  soluzione  gtuilunqiie  prefissata,  tutte 
le  altre  sono  comprese  in  un'  espressione  delta  forma  [  n.  31  ; 
n.  XII,  in  fine) 


ossia 
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Aov&  «y  s(mo  numeri  interi  convenienti,  e  dove  alle  v,  si  deb- 
bono asseffnare  vaiori  interi  arbtlrari. 

XV.  Appllcazlona  alla  illvlalone  dalla  matrici.  ~  Come 
applicazione  delle  teorie  generali  sopra  i  sistemi  di  equazioni 
lineari,  ci  pi-opooiamo  di  determinare  le  condizioni  affinchè  sia 
risolvibile  l'equazione 

AX  =  B  ovvero  XA  =  B  , 

dove  A,B  siano  matrici  in  un  dato  campo  numerico  Q,  e  pa- 
rimenti debba  essere  una  matrice  in  S  il  valore  dell'incognita  X. 
Osserviamo  che  basterà  considerare  la  prima  delle  nominate 
equazioni 

(31)  AX  =  B, 

poiché  la  seconda  equivale  (§  5,  n.  IX]  a  A,X,  t=B,  . 
Poniamo 
A  =  ({ay{)              {i  =  l,2,...,m    ;    j  =  1 ,8,... ,  n)  , 
B=(|6„j)  (A  =  l,2 p    ;     A  =  1,2,. ..,(?)  : 

sappiamo  [§  5,  a.  10  (11)]  che  perchè  possa  esistere  una  ma- 
trice X  che  soddisfi  alla  (31)  è  necessario  anzitutto  che  sia 

(32)  p  =  m  . 

Se  allora  si  indicano  con  a!„  gli  elementi  di  X,  dovrà  essere 
X  =  (fa;„j)  (r=:l,2,....n    ;    s«  1 ,2,...,j)  , 

e  si  dovrà  avere  [§  5,  n.  4  (6),  n.  10] 

(33)  2«M«7'.  =  *"- 

Delle  equazioni  (33)  ne  esistono  m  in  cui  k  ha  un  determi- 
aato  valore:  nei  primi  membri  di  queste  m  equazioni  compaiono 
le  stesse  n  incigni  te  Wjt(J=l,2,...,n);  e  muta  il  sistema  di 
queste  incognite  dall'uno  all'altro  dei  detti  sistemi  di  equazioni 


□igitizedbyGoOgIc 


386  MUUBRl  C0MPLH88I  I.  §  6. 

(cioè  variando  rindìce  k).  Le  equazioni  (33)  si  raccolgono  dun- 
que io  q  sistemi 

'•mi*!»  +  ««i^^tt  +  ■  ■  ■  ««■  JTjJ,  =  ^.^ 

che  basterà  soddisfare  separatamente. 
PoDiamo 

Aj  =  (o„a.j...  a„j)  U=l, 2, ...,«). 

a)  Supponiamo  dapprima  che  sia  6^  =  0,  qualunque  siauo 
gli  indici  h,k:  l'equazìODe  (31)  si  riduca  cioè  a 

(31')  AX  =  0. 

Ciascuno  dei  sistemi  (33J  avrà  allora  soluzione  non  nulla  sem- 
pre e  solo  quando  [n.  34  a)  (62)] 

(34)  A,A,...A.  =  0  . 


Supponiamo  in  particolare  che  sìa  n=m:  la  matrice  A  sia 
cioè  quadrata:  la  condizione  (31)  si  traduce  [n.  14]  in 

(35)  Det44'-^-=-"- 


È  quindi  questa  la  condizione  affinchè  la  matrice  ([df^j)  sia 

singolare  [§  5,  n.  VI]. 

/_     A.A.  ...A  \ 

f  Del  -~^ j^   ai  chiama  il  deUrninantt  dtUa  matrice  A  [cfr.  §  7,  n.  2]  ). 

\  ^l'^t  ■  ■  ■  ^m  / 

b)  Suppouiarao  invece  che  nou  tutti  i  numeri  i>u  siano  nulli  : 
poniamo 

B,  =  (6„6«  ...  &.J  (A-1, 2, ...,?)  . 

Se  allora  anzitutto  S  è  campo  di  razionalità,  condizione  ne- 
cessaria e  sufficiente   perchè   tutti  i  siatemi  (3'iJ   siano   risol- 
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vibili  è  [q.  SS;  §  4,  o.  10]  che  i  sistami  di  Qumerì  complesai 

di  e~ 

(36)  A,  A,  ...  A, 

(37)  A,A,  ...  A.B.B,  ...  B, 

abbiano  la  steasa  caratteristica.  Se  ìd  particolare  A  è  matrice 
quadrata  (n  =  in)  o  non  è  siogolare  [v.  a)  (35)],  oessuna  coadi- 
zloae  ulteriore  è  imposta  [cfi*.  n.  36]:  si  può  dunque  allora  risol- 
vere l'equazione  (31),  qualunque  sia  B:^0  (soddisfacente  a  (32)): 
in  particotai-a  ai  potrà  supporre  anche  B  quadrata  d'ordine  m  : 
cosi,  se  si  pone  B«=.ff  (matrice  unità  d'ordine  m),  si  vede  che 
Offni  matrice  A  non  singolare  in  un  campo  di  razionalità  atn- 
metle  inversa  [cfr.  §  5,  n.  VII]. 

Sia  invece  €  campo  d'integrità:  dovranno  ancora  avere  la 
slessa  caratteristica  i  sistemi  (36),  (37);  ma  tateriori  condizioni 
occorreranno  per  la  risolvibilità  dei  sistemi  (33^)  e  gtiindi  di 
(31)  [n.  XIII,  XrV].  Sia  in  particolare  S  il  campo  dei  numeri 
interi,  e  sia  p  la  caratteristica  comune  ai  sistemi  (36),  (37):  la 
condizione  cercata  sarà  allora  [u.  XIV  J  che  il  massimo  comun 
divisore  dei  determinanti  (non  nulli)  della  forma 


sia  pur  divisore  di  tutti  i  determinanti  della  forma 

A,  A,  ...A,     B» 
(39, 


E,E,^...E,^      ■ 

É  facile  riconoscei-e,  imitando  il  ragionamento  fatto  al  prin- 
cipio del  n.  XIV,  che  il  massimo  coìnun  divisore  dei  determi- 
nanti (non  nulli)  delle  composizioni  di  s^p  numeri  complessi 
del  sistema  (38)  è  allora  divisore  di  lutti  i  determinanti  delle 
composixUyni  dt  s  numeri  complessi  qualunque  del  sistema  (37). 

Sì  ricordi  [a.  10]  che,  moltiplicando  uno  dei  numeri  complessi 
di  una  composizione  per  un  numero  di  i3,  la  composizione  me- 
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desima,  e  cioè  ciascuao  dei  suoi  deteriuiaaDti,  si  moltiplica  per 
questo  numero:  ne  segue  che  è  assicurata  la  divisibilità  di  tutti 
1  determioaDti  (39)  pel  massimo  comuu  divisore  dei  determioanti 
(38)  se  questo  massimo  comun  divisore  può  porsi  iu  evidenza 
in  ciascuno  dei  oumerì  complessi  B,^  e  cioè  se  per  esso  è  divi- 
sibile ciascuno  dei  uumeri  b^.  Si  supponga  in  particolare  che 
A  sia  matrice  quadrata  dod  singolare:  sia  quindi  [a)  (35)] 

anche  B  sia  quadrata  dello  stesso  ordine  m,  e  sia 

4^=:  (te  (e  numero  di  Sj  , 

bu,  =  0       per  A  4:  i  : 
sarà 

B  =  Eae 

e  l'equazione  (31)  sarà  (per  quanto  ora  si  è  detto)  certamente 
risolvibile:  si  ha  dunque  [clr.  §  5,  d.  VIIJ:  una  matrice  non 
sittgolare  A  ha  sempre  aggiunta  rispetto  cai  un  rmUtiplo  qna- 
luìuiue  del  sito  determinanle  (40). 

XVL  Massimo  comun  illvlsoro  di  duo  polinomi.  — 
Sia  €*  il  campo  dei  polinomi  in  una  variabile  x,  nel  campo 
numerico  Q.  Diciamo  [cfr.  n.  40]  che  il  polinomio  D  di  <2'  è 
quasi-divisore  di  un  altro  polinomio  /"  di  q'  quando  esiste  un 
numero  u  di  S  tale  che  uf  è  divisibile  per  D.  La  deQnizìone 
ha  evidentemente  valore  solo  se  il  grado  di  D  è  ^  1 ,  perchè  i 
polinomi  di  grado  0  (numeri  di  ^)  saranno  quasi-divisori  di 
ogni  polinomio  di  é'.  Si  vede  anche  subito  che  se  J)  è  quasi- 
divisore  di  f,  tale  sarà  pure  ii  prodotto  e  il  quoto  ("Quando 
esiste)  di  D  per  un  numero  di  S. 

Si  noti  che  con  la  precedente  definizione  la  nozione  di  quasi- 
divisore  comune  a  due  polinomi  non  risulta  più  ampia  (come 
può  apparire)  di  quella  che  si  è  presentata  al  n.  40.  Se  inietti 
D  è  [d.  40]  un  polinomio  di  grado  ^1  divisore  comune  dei  po- 
linomi uf,vg,  dove  u  è  un  conveniente  numero  di  (2,  questo 
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polinomio  D  sarÀ  perciò  quasi-di visore  tanto  di  f  quanto  di  g. 
Se  ora  iaversamente  D  è  quaat-diviaore  dì  /*  e  di  ^,  esisteranno 
due  numeri  di  <3,  v  e  w,  tali  cha  x>f  e  wg  hanno  D  come  divi- 
sore comune  :  basta  allora  porre  w  ==  t>w ,  e  sì  ha  che  uf  e  ug 
hanno  il  comun  divisore  D. 

XVII,  Chiameremo  massimo  comuTte  quasi-divisore  di  f,g 
ogni  quaai-divisore  di  f,g  che  abbia  il  massimo  grado  possi- 
bile; se  t;  è  questo  grado,  sarà  quindi  [n.  40]  d^l  sempre  e  solo 
quando  Rls(/',f7)  =  0  e  cioè,  riprendendo  le  notazioni  del  n.  38 
e  seg.,  quando  [n.  41]  gli  m-(-n  numeri  complessi  [n.  43  (83)] 

(41)  F,F,  ...  F,_,G.G,  ...  fi„_, 

sono  linearmente  dipendenti.  Vogliamo  mostrare  che  più  preci- 
samente, se  p  è  la  caratteristica  del  sistema  (41),  è 

(42)  d  =  m-\-n—p    ,    p  =  m-|-n  — d. 

Sappiamo  infatti  [n.  40  (81J]~cfae  n  —  d  e  ?H  — d  sono  i  rispet- 
tivi gradi  minimi  cha  possono  avere  due  polinomi  P,Q  tali  che 

(43)  P/-+ 0(7  =  0. 

Riprendendo  ora  le  considerazioni  del  a.  38,  il  fatto  che  l'u- 
guaglianza (43)  non  può  verificarsi  con  un  polinomio  P  di  grado 
<  n  —  d  (qualunque  sia  Q)  si  riflette  nel  fatto  che  ogni  sistema 
dì  numeri  complessi  F^.Co  [u.  38  (73)]  in  cui  non  vi  siano  altri 
Fa  che  F, F,  ...  F,_j_,  risulta  sempre  di  elementi  linearmente 
ìadipendenti:  in  particolare  sono  dunque  linearmente  indipen- 
denti gli  m-^n  —  d  numeri  complessi  del  sistema  (41)  F,  F,  ... 
F„_^_,  G,G,  ...  G„_,.  La  caratteristica  del  sistema  (41)  è  dunque 
^m-\-n~d. 

Ma  la  caratteristica  del  sistema  (41)  non  può  superare  m+n-d. 
Consideriamo  infatti  m  +  n  —  d -(- 1  numeri  qualunque  del  si- 
stema (41)  e  supponiamo  cha  precisamente  s  siano  scelti  fra  gli 
Fa  e  '  fra  i  Gp(s  +  ^  =  m+n  —  d+1):  proveremo  [n.  38]  che 
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tra  essi  esiste  una  dipendenza  lineare  ae  mostreremo  che  esiste 
una  relazione  della  forma 

(44)  '     pr+q0  =  O 

in  cui  p,q  siano  polinomi  composti  rispettivamente  di  s  e  di 
t  termini  in  cui  la  x  abbia  per  esponenti  gli  indici  dei  detti 
numeri  Fa.Gp.  Ma  se 

(45)  ur=\if'    ,    uff  =  Dff'  , 
la  (44)  diviene 

(44')  Pf'  +  Qff'  =  fi, 

dove  r  e  g"  sono  polinomi  dei  gradi  rispettivi  m  —  d  e  n  —  rf; 
e  se  neirenunciato  del  o.  'ÒS  si  pone  rispettivamente  m  —  ti, 
n— d,»i-|-*i  —  d— l  al  posto  di  m.n.k  si  vede  che  precisa- 
mente si  possono  sempre  determinare  p,q  che  soddisfino  alla 
(41')  e  che  constino  rispettivamente  di  s  e  di  i  termini  (con 
s  +  t  =  m  +  n  —  fl—l  +  2  =  m  +  n~a+l)  in  cui  la  w  ha 
esponenti  arbitrariamente  assegnati  fra  0  e  n— 1  e  fra  0  e 
m  —  I. 

XVIIi.  I  polinomi  f',g'  non  possono  più  avere  un  quasi-diri- 
sore  comune  dì  grado  ^l,  perché  se  D'  fosse  un  tale  quasi- 
divisore  comune,  il  prodotto  DD'  sarebbe  un  quasi-divisore  co- 
mune a  f  e  ff  di  grado  >d.  È  dunque  H\s(/',ff')^0:  esistono 
cioè  due  polinomi  p',Q'  dei  gradì  rispettivi  n  —  d  —  l,  m—d — 1 
ed  un  numero  r  ài  Q  tali  che 

(46)  pT  +  qV^rzì^O. 
Moltiplicando  ambi  i  membri  per  D  si  ottiene  [(45)] 

(47)  up'r  +  uq'ff  =  rD  : 

up'.ìiq'  sono  ancora  polinomi  dei  gradi  rispettivi  n  — d— 1, 
m — d—l:  se,  seguendo  il  n.38,  passiamo  dai  polinomi  ai  corrispon- 
denti numeri  complessi,  sì  può  dunque  enunciare  :  Si  consideri  il 
sistema  degli  m+  n—2d  numeri  complessi  a  m  +  n  —  d  unilà 

(48)  FoFi  •■-  F^-,G„G,  ...  G„_^_,  : 
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esistono  combinazioni  lineari  di  essi  in  cui  sono  mUle 
m  +  n  — 2d— 1  coordinate  assegnate  [a.  10];  se  noi  fissiamo 
che  queste  siano  precisamente  quelle  che  corrispondono  alle 
unità  E,  per  i  >d  -^  1 ,  le  restanti  coordinate  di  una  almeno 
di  queste  combinazioni  lineari  sono  i  coefficienti  di  un  mas- 
simo cornuti  qìiasi-divisore  di  f,g:  si  ottengono  anzi  m  tal 
modo,  a  meno  di  fattoio  appartenenti  a  Q,  tutti  i  massimi  eo- 
murU  quasi-divisoìH  dì  f,g. 
Uqh  delle  dette  combinazioni  lineari  è  [d.  IX  (15),  (20)] 

.-.1,2 rf+l  ***    ^  "y^-* 

i  coefficienti  di  questa  (49)  essendo  certamente  non  nulli,  perchè 
altrimenti  esisterebbe  [n.  IX]  una  combinazione  lineare  dei  nu- 
meri (48)  in  cui  sarebbe  nulla  un'altra  coordinata  arbitraria, 
per  es.  il  coefficiente  di  K^,:  si  Terrebbe  così  a  determinare 
[n.  38]  una  espressione  della  forma  /»"/"+  (i'g ,  dove  p"  e  <f  sono 
polinomi  di  gradi  n — d—  I ,  m — d —  1  e  che  si  riduce  ad  no  po- 
liDomio  di  grado  <  d  :  ma  allora  essa  dovrebbe  essere  nulla , 
perchè,  a  causa  delle  (45),  questo  polinomio,  moltiplicato  per  u, 
dovrebbe  risultare  divisibile  per  il  polinomio  D  di  grado  mag- 
giore [§  2,  n.  X]:  ora  l'esistenza  di  polinomi  p'',q"  dei  detti 
gradi  per  cui  p"f+^g  =  0  contraddice  all'ipotesi  che  il  mas- 
simo comun  quasi-di visore  di  f,g  abbia  il  grado  d. 

Ne  risulta  [n.  IX]  che  tutte  le  altre  combinazioni  lineari  dei 
Qumerì  (48)  in  cui  sono  nulli  i  coefficienti  delle  unità  E|  per 
Ì>i2  +  1  sono  simili  a  (46):  e  poiché  fra  queste  si  trovano  quelle 
che  hanno  per  coordinate  i  coefficienti  di  massimi  comuni  quasi- 
divìsori  di  f,g,  si  conclude  [o.  XVI]  che  inversamente  ciascuna 
di  queste  combinazioni  lineari  ha  precisamente  per  coordinate 
di  tali  coefficienti.  Sano  dunque  massimi  comuni  quast-divisort 
di  f  e  g  tutti  e  soli  i  polinomi  che  si  deducono  per  moltiplica- 
zione e  divisione  per  numeri  di  S  da 


(50)    D=»         2         Det 


E,E^+,E^  ...  E,»*»-- 

tf+i 
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XIX.  Se  <2  À  campo  di  razioQalità  lii  nozione  di  quasi-divisi- 
bilild  dei  polinomi  dì  Q'  si  coDfoQde  con  quella  di  divistbUttà, 
perchè,  i  oumerì  di  S  essendo  allora  unità  per  Q'  [§  2,  n.  XI], 
è  Io  stesso  affermare  che  un  polinomio  /"  di  <?'  è  divisibile  per 
un  altro  D  come  affermare  che  per  D  è  divisìbile  vf,  dove  u 
è  un  numero  di  ©. 

Invece  di  parlare  di  massimo  comun  quasì-di visore  si  parlerà 
quindi  allora  di  massimo  comun  divisore:  questa  variante  a 
parte,  restano  vere  tutte  le  proposizioni  dei  a.  XVII,  XVIII:  ÌD 
particolare,  potendosi  fare  nella  (45)  u=l  e  nella  (46)  r=l 
[n.  39],  la  (47)  diverrà 

(51)  pr+3'£'  =  D. 

dove  D  è  un  qualunque  massimo  comun  divisore  A\  f  b  g:  si 
ha  cioè  che  se  b  è  un  massimo  comun  divisore  di  f  e  g ,  esso 
sì  esprime  come  combinazione  lineare  in  Q'  di  f  e  g  stessi. 

XX.  L'equazlana  linear*  Indatarmlnata  In  un  campo 
di  palinomi.  —  Sia  sempre  6'  il  campo  (d'integrità)  dei  poli- 
nomi in  X  nel  campo  numerico  Q;  f,g,h  rappresentino  potino- 
mi di  Q.'.  Riconaettendocì  alle  considerazioni  dei  n.  38  e  aeg.,  pos- 
siamo condurre  to  studio  dell'equazione  lineare  (nelle  inc(%nite 
X, ,  XJ  in  e' 

(52)  X,/-+X,f7  =  A 

più  innanzi  di  quanto  danno  le  generalità  dei  n.  XII,  XIII. 

É  chiaro  anzitutto  che,  se  f,g  hanno  un  quasi-dìvisore  co- 
mune D,  questo  deve  pure  essere  quasi-di visore  di  h,  senza  di 
che  l'equazione  non  può  ammettere  soluzione.  Perché  se  u  è,  al 
aolito,  un  numero  di  €  tale  che  uf,ug  abbiano  D  come  divi- 
sore comune,  la  (52),  moltiplicata  per  u,  mostra  che  anche  f(A 
dovrà  essere  divisibile  per  D. 

Sia  precisamente  D  un  massimo  comune  quasi-divisore  di  t\g 
e  sia  [n.  XVII] 

uf  =  Df    ,    «ff  =  IV    -    ■uh  =  Dh'  : 
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la  (52)  può  scrìversi 

dove  [D.  XVIII]  RÌ8(/",(7'):#0. 

Potremo  dunque  suppon-e  che  ìd  (52)  sia 

(53)  m»(r,ff)=r=pr+Q(f4^o . 

SuppoQiamo  che  sia  precisameute 

(BS-)  K8(f,0Ì=Pr+Qe  =  l  : 

moltiplicando  ambi  i  membri  per  h  sì  ricava 

ph.r+Qh.ff=/i  ; 

una  soluzione  di  (52)  sarà  quindi 

S  =  (pA   -?A)  . 

e  la  totalità  delle  soluzioni  dì  (52)  sarà  rappresentata  da  [n. 
31  (56)] 

(S.G)       {G(y]  =  iyg   -yf))  ■ 

essendo  precisamente  G(i/)  una  soluzione  generale  [n.  30]  del- 
l'equazione omc^enea  X,/'+X,f7  =  0, 

La  (53*)  ai  verifica  sempre  colla  ipotesi  (53)  se  @  è  campo  di 
razionalità  [n.  39]  :  adunque,  quando  Q.  è  campo  di  razionalità 
l'equazione  (62) ,  ove  f  e  g  non  hanno  comun  divisore  {di  grado 
>  0)  [n.  XIX],  è  sempre  risolvibile  in  <S'. 

XXI.  Da  questa  osservazione  e  da  quella  che  chiude  il  n.  XIX 
segue  cke  si  può  ragionare  sul  campo  @'  dedotto  da  un  campo 
di  razionalità  coll'aggiunta  della  variabile  w  come  al  g  4,  n.  VI 
sul  campo  dei  numeri  interi:  si  conclude  di  nuovo  che  Offrii 
ìnodulo  in  Q'  di  numeri  di  6'  è  coslituito  da  tulli  e  soli  i  mul- 
tipli di  imo  stesso  numero  di  Q'  medesimo  [eie.  %  A,  n.  VII]. 
Si  possono  quindi  applicare  del  pari  ai  polinomi  dì  €'  gli  enun- 
ciati dei  n.  XIII  a  XV  relativi  a  numeri  interi. 

XXII.  Se,  S  essendo  campo  di  integrità,  non  è  verificata  la 
(530t  sì  può  imitare  in  modo  evidente  il  procedimento  della  fine 
del  n.  XX  per  determinare  le  soluzioni  di  (52)  soltanto  quando 
ft  sia  divisibile  per  r. 
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A  coQClusioni  generali  si  giunge  però  ricollegandosi  diretta- 
mente alle  considerazioni  del  n.  38. 

Indichiamo,  come  in  quel  n. ,  con  m,n  i  gradi  rispettivi  di 
/",(?  e  sia  p  il  grado  di  A  e  ft  uu  intero  non  minore  di  alcuno 
dei  numeri  m,n,p.  Noi  preciseremo  ulteriormente  il  nostro 
problema  proponendoci  di  soddisfare  a  (53)  mediante  due  poli- 
nomi X, ,X,  dei  gradi  rispettivi  ft  — w,ft— n.  Cooservaudo 
tutte  le  notazioni  del  o.  38,  indichiamo  con  H  il  numero  com- 
plesso di  €^'  che,  secondo  quanto  là  è  detto,  corrisponde  al  po- 
linomio ft.  La  risoluzione  di  (52)  equivale  alla  determinazione 
di  una  combinazione  lineare  dei  numeri  complessi  F(,Gj  che 
sia  uguale  a  H;  se,  cioè,  una  tal  combinazione  lineare  è 

(54)  2.       ^.F(+        2        V,Gj.  =  H        {Xi.Vi  numeri  dì  Q), 

"   (=0,1,,.,,*— m  j=Q,l,...,lc—n 

ZXfa^-^-'.iy^af-*-'  saranno  valori  di  X,,X,  per  cui  e  soddi- 
sfatta la  (53),  e  reciprocamente. 

Dall'ipotesi  che  Rìs(/',  (7)4:0  [(53)],  e  quindi  [n.  39]  che  una 
i^uaglianza  della  forma 

non  possa  soddisfarsi  con  un  polinomio  P  di  grado  £n — 1, 
segue  [cfr.  n.  XVII]  che,  qualunque  sia  A ,  i  numeri  complessi 

(55)  F.  F,  . . .  F^,  G,  G,  . . .  G»_ 

sono  sempre  linearmente  indipendenti.  Ne  segue  che,  se  (54)  si 
considera  come  un'equazione  lineare  nelle  incognite  ìP(,Vj: 

1.*  se  ft<m  +  n— 1  ,  questa  equazione  ha  caratteristica 
•2k~ìn  —  n-\-Z,  tutti  i  suoi  coelìtcienti  essendo  linearmente 
iodipendeati  :  essa  ha  quindi  al  più  una  soluzione  [n.  31,  28]. 
Poiché  però  è  allora  2k  —  m~n  +  2<k  +  l,  il  numero  com- 
plesso H  è  in  generale  linearmente  indipendente  dai  numeri 
F,  ,Gj  e  quindi  l'equazione,  in  generale,  non  ha  soluzione  [n.  29]. 

2.*  se  ft^m  +  n — 1,  la  caratteristica  dell'equazione  è 
certo  feft  +  1,  poiché  fra  i  suoi  coefficienti  si  trovano  tutti  i 
numeri  (55).  Questa  caratteristica,  e  quella  del  sistema  costi- 
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tuito  dei  coefficienti  di  (54)  e  del  numero  H,  dod  possono  d'al- 
tronde essere  >A+I  [n.  21]:  esse  sono  adunque  uguali  fra 
loro  eaft-|-l.  Se  Q  è  campo  di  razionalità  l'equazione  (54) 
ha  dunque  allora  certamente  soluzione  fn.  29].  Si  riottiene  così 
la  proposizione  del  n.  XX:  se  S  è  campo  di  razionalità  l'e- 
quazione (52)  è  sempre  risolvibile  con  polinomi  X, ,  X,  di  gra- 
di sufficienteìnente  elevali;  ma  si  può  ora  pracisare  che  si  può 
sempre  dispone  dei  gradi  di  X, ,  X,  in  modo  che  rispettiva- 
mente non  superino  il  tnassimo  dei  due  numeri  n—\,p  —  m 
e  il  Tnassimo  dei  due  numeri  «i  —  1 ,  j>  —  n. 

Se  invece  <S  è  campo  d' integrità  ulteriori  condizioni  dovranno 
essere  soddisfatte  per  l'esistenza  di  soluzioni  di  (54),  (5'j):  in- 
vero è  allora  necessario  [n.  XIV]  —  e  anche  sufficiente  sotto  de- 
terminate ipotesi  relative  a  Q  (per  es.  se  €  è  il  campo  dei  nu- 
meri interi  [d.  XIV]  ovvero  è  il  campo  dei  polinomi  in  una  va- 
riabile i  in  uà  campo  di  razionalità  [n.  XXI])  —  che  ciascuno 
dei  determinanti  delle  composizioni  di  H  e  di  ft  Ira  i  numeri 

complessi   F,,Gj  (i  =  0,l h  —  m\j=Q,\ h  —  n)  sia 

divisibile  per  t^ni  divisor  comune  a  tutti  i  determinanti  delle 
composizioni  di  ft -f  1  numeri  complessi  F|,Gj. 

Queste  coDdiKÌoni  si  pouooo  precisare  ulteriormente  in  molti  casi; 
importante  per  molte  applicasìoni  geometriche  è  il  caso  in  cai  S  steMO 
sìa  un  campo  di  polinomi  :  eaoo  ha  dato  perciò  luogo  a  molti  studi  che 
inisiano  eoa  un  fondamentale  Tborkma  di  Northbr  '). 

Non  vogliamo  trattenerci  qui  su  questi  particolari  :  ci  limitiamo  a 
rilevare  che  oomtiii  tUvitore  dei  dettrmmanli  delle  eompoiùioni  di  k  ■\-  1 
numeri  compietti  Vf,Gj  è  preeitamente  U  valore  di  Ki(f,g)  e*prt»n>  dalla 
/ormala  (SD)  dd  n.  42,  ed  in  generale  no»  ve  n'ha  altri.    Indichiamo  in- 


*)  Sa  ciò,  per  oonsiderasiooi  che  hanno  contatti  colta  presentì,  si  pu6 
vedere  una  memoria  del  Brbtini  nei  Rendiconti  del  r.  istituto  lom- 
bardo di  lettere  e  scienze.  Serie  II,  Voi.  34;  v.  pure:  Enisyelopédie  de» 
Seieneee  mathématiqìte*,  T.  I,  Voi.  2,  Art.  9,  n.  9;  in  altro  indirisBo  e 
per  generalisasaiioni ,  ai  veda  Netto,  Vorlemngeti  ilber  Algdtra,  Voi.  II 
(Laipsig ,  Teubner ,  1900)  ;  Kònig  ,  EiìUeUvng  tn  die  atlgemeine  Tkeorie  der 
algebraùehen  GrJktn  (Leipsig,  Teubner,  1908);  Enegklepadie  der  raotAe- 
I  WièÈOuclutfìat,  Voi.  UI. ,  pag.  406. 
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fatti  eoa  «  e  P  i  ooeffioienti  d«i  termini  di  ordine   muaimo  di  /  e  9 
e  con  r  il  dotto  valore  dì  RÌ8(/,^):  ei  calco!»  ikoilmente  [n.  7  (7),  6J 

^.F.---F»-,-0.'^i---G-.-t=±(F,F,...r^,G,G,...G,_,)F,...P»^ 
=  ±(F,F,  ...  F^.G.G,  ...  G..,)«»~— **'E„^,E,,.^^  ...  E^, 

Det 


F,  F,  ...  F^_^  G,  G,  ...  G„. 


-.  G.G. 


e  analogamente 

R  .  F,  F, 


E,  E,  ...  E^^,  "^ 

Consideriamo  ora  un'altra  composirione  qualunque  di  lc-\-l  numeri 
compleMi  Fj,G.  e  supponiamo  che  l'indice  massimo  dei  suoi  Attori  O- 
sia  J:  il  ma  dtttrmótaiite  tara  della  /orna  <J'-*-*ra  (e  numero  di  Q). 
L' afiermaaione  è  inlatti  verificala  per  i  due  caai  estremi  sopra  conaì- 
dorati  di  l^  m  —  I  e  l^h  —  m:  supponiamola  verificata  per  tutti  ì 
valori  di  l^t;  mostriamo  che  allora  easa  è  vera  anche  par  1  =  (.  In- 
vero dalla  relasione  a:'-~/.jf  —  a!'-"jf./=0  si  deduce  [0.88]  che  «G, 
si  esprime  come  combinaiione  lineare  di  numeri  complessi  F^  e  O.  ove 
j  <[  t.  Ne  se^ue  che  la  composiaione  considerata  moltiplicata  per  a  ai 
esprime  come  combinaiione  lineare  di  altre  in  ciascuna  delle  quali  il 
massimo  indice  dei  liattorì  G .  è  ^  t  ;  quindi,  per  la  fatta  ipotesi ,  il  pro- 
dotto del  suo  determinante  per  a  è  un  numera  della  forma  •*~"~^'re. 

É  facile  ricoDoscere  che  la  condizione  di  riaolvibilità  eounciata 
è  soddisfatta  se  H  è  divisibile  per  r  [cfr.  il  princìpio  del  n.]. 

XXin.  Sulla  Bimlllludiiia  degli  ■lamanti  di  un  mo- 
dula camplaMa  a  sulla  nazlona  di  proporzionalità. — 
Prima  di  chiudere  questo  g  vog^liamo  rìtoraare  con  qualche  par- 
ticolare sulla  nozioue  di  propoi'ziouiilità  e  di  similitudine  degli 
elementi  di  un  modulo,  e  sopra  la  determinazione  della  totalità 
dei  numeri  complessi  simili  ad  un  numero  complesso  dato. 

Se  @  è  un  campo  numerico  e  tf^  un  modulo  in  Q ,  diciamo 
che  due  elementi  K,^  di  0K»  sono  proporzionati  ai  numeri  a , & 
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di  <S,  e  scriviamo 

(56)  A  :  B  =  a  :  ft       ovvero    B  :  A  =  6  :  a 
giuiTulo  Kt  ha 

(57)  ftA  =  aB  . 

Lii  defìDìzioati  di  elementi  simili  ài  ud  modulo  €Xt&  in  S  [§4, 
D.  1,  2."  a)]  ai  può  quìDdi  eouuciare:  sono  simili  due  elementi 
di  SK"  sempre  e  solo  quando  essi  sono  proporzionali  a  due  nu- 
meri di  S,  non  entrambi  nulli. 

Si  noti  che  la  (57)  sarà  sempre  soddisfatta  se  a, A  sodo  en- 
trambi nulli:  l'aflttrmazioae  della  proporzione  (56)  eoa  a^b^O 
OOQ  esprime  dunque  alcuna  particolarità  per  gli  elemeatì  A, E 
di  Sit&.  Se  invece  si  suppone  che  uno  solo  dei  detti  numeri  sìa 
nullo,  per  es.  a=^0,b^O,  segue  da  (57)  che  sarà  necessaria- 
mente anche  A  =  0  [§  4 ,  n.  3].  Lo  0  di  un  modulo  è  simile  ad 
ogni  suo  elemento. 

Si  avrà  una  proporzione  fra  numeri  di  6  supponendo  che  il 
modulo  SfE»  si  riduca  al  campo  £  medesimo  [§  4,  n.  4].  La  pro- 
porzione 

(58)  a:b  =  a".b'  (a,b,ci ,b'  numeri  di  (2) 
equivale  cioè,  com'è  noto,  a 

(59)  ab'  =  a'b, 
e  quindi  anche  a 

(80)  a:fi  =  b\b'  . 

XXIV.  Se  A',  B'  sono  etementi  di  un  altro  modulo  €f^'  in  € 
(eventualmente  identico  a  ^f^).  diciamo  che  le  due  coppie  A  B, 
A'  B'  sono  proporztMMii  tra  loro  (ovvero  che  A ,  B  sono  propor- 
zionali ad  A'.B'  ovvero  che  A',  B'  sono  proporzionali  ad  A,B) 
quando  le  dette  due  coppie  A  B ,  A'  B'  sono  proporzionali  ad 
una  stessa  coppia  di  numeri  di  Q,  non  entrambi  rnUli.  Scrìvia- 
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mo  allora 

(61)  a:b=a':b' 

(oB:a  =  b':a',  oA';B'=a:b.  oB':a'=b:a). 

Cìascuaa  delle  (61)  è  dunque  equivalente  a  dire  che  esìste 
una  coppia  di  numeri  a,b  di  @  dod  entrambi  nulli  tali  cbe  si 
reriflca  lauto  la  (57)  quanto  la 

(57')  ftA'  =  aB'  . 

Importa  di  osservare  che,  se,  identiOcaodo  €)!&'  con  @  [§  4, 
n.  4],  come  A',  B'  si  assumono  due  numeri  a,b  di  @,  non  en- 
trambi nulli,  si  può  considerare  la  defluizìoue  (57)  della  pro- 
porzione (56)  come  caso  particolare  della  definizione  della  (61). 
Sì  ha  infatti  ba^ab,  oude  si  vede,  che,  se  si  verifica  la  (57) 
e  cioè  A,B  sono  proporzionali  &A  a,b  secondo  la  prima  defini- 
zione, tali  sono  pure  secondo  la  secunda;  se  d'altra  parte  esistono 
due  numeri  m,n  di  @  tali  che  mk  =  nB,ma=nd  (cosicché  le 
coppie  AB, ad  siano  proporzionali,  secondo  la  seconda definìzio- 
noX  si  avrà  pure  rtibk  =  «6B  =  mà& ,  nbA  =  maA  =  naB ,  onde, 
essendo  4=6  almeno  uno  dei  numeri  m.n,  [§4,  n.  3]  bk^àB, 
e  cioè  A,B  sono  proporzionali  &d  a,b  secondo  la  prima  defi- 
uizìone. 

XXV.  Nel  modulo  SKk- =  (91&,  Slfe,  . . .  01&,)  gli  elementi 
A  =  (aja,  ...  aJ,B  =  ({>,&,  ...  dj  saranuo  simili  se  esistono  in  IS 
due  numeri  a,b  non  entrambi  nulli,  tali  che  6A  =(6a,  ^a, . . .  &a„) 
=  oB  =  (oé,  oft,  ...  oft„)  e  quindi  [n.  XXIV] 

(62)  a,;6,  =  a,:*,  =  ...=a,:6,=  A:B  . 

Inversamente  la  proporzionalità  a,  :6,  =  a,  :6,^. .  .  =  a_:  &„ 
basta  ad  affermare  la  similitudine  di  A,B.  Si  può  supporre  in- 
fatti che  non  siano  nulli  tutti  {;li  a,  &  i  b^,  perchè  in  tale  ipo- 
tesi sarebbe  senz'altro  A  =  B  =  0,  e  si  può  quindi  supporre, 
per  fissare  le  idee,  che  sia  0(4=6;  allora  per  le  proporzioni 

((sa!)  a.-:6j  =  a(:6,       {i  =  2 n) 
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esistoQo  coppie  di  numeri  m,,nt  (n^^O  [n.  XXIII])  di  @  tali 
che 

onde 
(63)       »i,n">«.  =  n"'*«    ■    ^tJ[^o,=  J[n,b,  . 


Consideriamo  la  prima  di  queste  uguaglianze  per  tutti  i  va- 
lori di  t:  essa  avrà  sempre  lo  stesso  secoudo  membro;  coofroa- 
tando  i  primi  membri  si  ottiene,  a  causa  di  a,  :^0  [§  4,  q.  3], 

qaaluDque  siano  i,j:  iodictiiamo  eoa  p  il  valore  comune  di  que- 
sti prodotti,  e  pouiamo  1Tn,  =  9:  le  (63)  divengono 

pa^^qb,       (/  =  1 , 2 , . . . ,  n) 

e  cioè  pk  =  qR,  eoo  che  si  mostra  la  similitudioe  di  A ,  B. 

Dunque,  condisUme  necessaria  e  suffictenie  perchè  due  ele- 
menti di  ©Re  =  (*)Ife,  ©I&,  . . .  9I6»J  siano  simili  è  che  abbiano 
le  coordinate  omologhe  proporzionali  [cfr.  n.  2]:  i  due  elementi 
sono  allora  proporzionali  ad  una  qualunque  coppia  di  toro  coor- 
dinate omologhe. 

Risulta  anche,  iacidentalmente,  che  tutte  le  proporzioni  a,  :  bt= 
Oj'.bj  comprese  nella  (62)  sono  conseguenza  delle  sole  (65'). 

XXVI.  Se  si  suppone  ©I&>,  =  0Kr,  =  ...  =0Rs,  =  S  onde 
C15»  =  e",  la  proporzione  (62)  può  anche  scriversi  [n.  XXIII  (60)] 

a,  :  a,  : . . .  :  a„ = ft,  :  6,  ; . . .  :  6„ 

ed  esprime  [a.  XXltt  (59)]  che  i  numeri  a,b, ,  afi ,  afi^  sono 

rispettivamente  uguali  a  &,a, ,  b^a, ,...,  b,€i^  ;  adunque  dati  due 
sistemi  di  numeri  proporsionaii ,  esiste  sempre  un  sistema  for- 
mato di  egtdmutttpli  tanto  dei  numeri  dell'uno  quanto  dei  nu- 
meri dell'altro  [cfr.  §  4,  n.  13  (23)]. 
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XXVII.  Interessa  di  approrondire  un  istante  come  si  fornii  la 
totalità  dei  numeri  complessi  di  €*  simili  ad  un  dato  numero 
A  =  (aja,  ...  aJ4=0;  di  talB  totalità  è  invero  stata  questione 
più  volte  esplicitamente  [v.  per  es.  n.  30].  Poiché  si  suppone 
che  Don  tutte  le  coordinate  a^  siano  nulle,  possiamo,  per  fis- 
sare le  idee,  supporre  che  sia  a, 4=0:  un  numero  complesso 
B  =  (6, 6,  ...  bj  di  S'  sarà  allora  simile  ad  A  sempre  e  solo 
quando  [o.  XXVIJ  per  ogni  i, 

(64)  afi,  =  a,b,  . 

A  causa  dell'ipotesi  a,^0,  si  può  scrivere  ft,  =  (a^&j):a,  :  più 
generalmente  sia 

(65)  6,  =  (a,»t)  :  n  (m,n  numeri  di  S ,  n ^ 0). 
La  (64)  diviene  allora    a(a,m^a,bin,    onde  [§  1 ,  n.  10] 
(65')                               &(  =  («(»!):»  . 

Inversamente  si  vede  immediatamente  che  un  sistema  di  nu- 
meri b,{i  =  1,2,...,»)  che  soddisfacciano  ad  uguaglianze  della 
forma  (65),  (65')  soddisfano  pure  alle  (64). 

Si  ottengono  dunque  le  coordinate  di  un  numeiv  complesso 
simile  ad  A  moltiplicando  tutte  le  coordinate  di  A  per  tmo 
slesso  numero  m ,  e  dividendole  per  uno  stesso  numero  n  (per 
cui  tutte  risultino  divisibili).  Si  otterranno  tutti  i  numeri  com- 
plessi simili  ad  A  attribuendo  ad  m,n  tutti  i  valori  possibili. 
In  tal  modo  però  uno  stesso  numero  complesso  simile  ad  A  sì 
potrà  presentare  più  volte,  cioè  corrispondentemente  a  varie 
scelte  di  m,n:  precisamente  si  avrà  lo  stesso  numero  B  attri- 
buendo a  7n,n  i  valori  m',n'  o  m",n"  se,  per  ogni  i,  si  avrà 

(«^m")  :  n'  =  (a^m")  ;  n" 

e  cioè  se  a^m'n"  =■  a(m"n' ,  ossia  (poiché  A:tO)  se  [§  1,  n.  10] 

m'n"~m"n'  . 
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Per  avere  una  soia  volta  tulli  i  numeri  complessi  slmili  ad 
A  occorrerà  quindi  dare  ad  m,n  valori  tali  che  mai  due  di 
queste  coppie  siano  proporzionali,  e  che  però  per  ogni  siste- 
ma di  coppie  proporzionali  una  coppia  del  sistema  sia  fra  le 
scelte. 

XXVIIL  Se  ^  è  campo  di  razionalità,  qualuoque  siano 
m,n(n4:0)  esiste  il  numero  p  =  m:n,  e  si  ha  (a^m.) ; n  =  a,.i3 ; 
d'altra  parte  per  valori  diversi  di  p  i  prodotti  UfP  assumoDO 
valori  diversi:  allora  duoque  t  numeri  di  6"  simili  ad  un  dato 
numero  A  =  |a(J4:0  sono  tutti  quelli  della  forma  \aiP\  {p 
numero  di  Q):  facendo  assumere  a  p  tutti  t  valori  del  campo 
@  si  ottengono  in  tal  modo  tutti  questi  numeri  complessi  una 
sola  volta  [cfr.  a.  30]. 

Se  Q  è  campo  d'integrità  non  si  possono,  in  generale,  co- 
struire tutti  i  nameri  complessi  simili  ad  ud  dato  eoa  una  re- 
gola altrettanto  semplice. 

XXIX.  V'ha  però  un  caso  importante  io  cui  a  una  tale  regola 
si  può  arrivare.  Supponiamo  che  nel  campo  d'iotegrità  Q  si  ve- 
rischino  la  due  proposizioni  seguenti: 

1.*  Di  due  o  più  numeri  di  e  esiste  sempre  un  nmssimo  oomun 
tivisore,  cioè  un  divisore  comune,  tale  che.  dividendo  per  esso 
i  numeri  considerati  si  ottengono  quoti  privi  di  divisori  comuni 
altri  che  uttilà:  (se  già  ì  numeri  dati  non  hanno  altri  divisori 
comuni  che  unità,  si  dice  che  il  loro  massimo  comun  divisore 
elei  numeri  considerati  si  dicono  primi  fra  lorv). 

2.*  Se  un  prodotto  ab  è  divisibile  per  wn  numero  e,  primo 
con  uno  del  fattori,  l'altro  fattore  sarà  divisibile  per  e. 

Nell'ipotesi  che  €  soddisfi  a  queste  condizioni  [cfr.  n.  XXX, 
XXXI] ,  le  coordinate  di  ogni  numero  complesso  di  S"  simile  ad 
tmo  prefissato  si  ottengono  dividendo  dappHma  tutte  le  coordi- 
nate di  A  per  il  loro  massim.o  comun  divisore,  e  moltiplicando 
quindi  per  un  numero  arifitrario  di  ©  t  quoti  ottenuti.  Se  a 
questo  numero  si  fanno  assuTnere  tutti  i  valori  del  campo  tì 
si  ottengono  una  sola  volta  ttitti  i  numeri  di  ©•  si?nili  ad  A. 

Sì  indichi  cioè  con  d  il  massimo  comun  divisore  delle  coor- 
dinate a^  di  A;  i  numeri  6(  =  aj:d  risultano  primi  fra  loro.  I 
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numeri  complessi  simili  ad  A  saranno  tutti  e  soli  quelli  della 
forma  \bfp\  (p  numero  di  <2).  Essi  sono  infatti  [n,  XXVII]  i  va- 
lori di  {{a(m):n}  ossia  di  {{^'(P):^!  (m,n,p,g  numeri  di  éJ  ; 
sarà  I  (Ofin)  :  n  |  =  }  (6,p)  :g\  per  p  :  ?  =  dm  :  n);  ai  può  supporre 
p,q  primi  fra  loro:  se  infatti  p,g  avessero  il  massimo  comuo 
divisore  r,  e  fosse  p'.rsssp\q\r=sq' ,  sarebbe  p',Q!=p''.Q'  e 
quindi  [n.  XXVII]  (ft^p) ; 5  =  (6,p') : «'■  Osserviamo  ora  che  cia- 
scuno dei  prodotti  fi^p  deve  essere  divisibile  per  Q,s6p,g  solo 
primi  fra  loro,  per  la  proposizione  2.°,  ciascun  ft,  dovrà  essere 
divisibile  per  g  ;  ma  per  ipotesi  i  b,  non  hanno  divisori  comuni 
altro  che  unità:  dunque  q  è  necessariamente  una  unità;  e  ai 
può  supporre  senz'altro  ff=l,  perchè  se  q  fosse  una  unità  4=1 
basterebbe  prendere  invece  di  p  il  numero  p'.g,  ed  1  invece 
di  g. 

XXX.  Ugrasslona.  Campi  d' IntogrltA  che  consantono 
la  laorla  dalla  divisibilità.  —  Diremo  che  un  campo  nume- 
rico d'integrità  @  consente  la  teoria  della  divIsIbilHà  quando  in 
esso  si  verificano  le  proposizioni  seguenti  : 

a)  esistono  numeri  primi  [§  1,  n.  XIII]; 

b)  ogni  numero  non  primo  si  esprime  come  pntdolto  di  un 
numero  finito  di  numeri  primi; 

e)  se  un  prodotto  ab  è  divisibile  per  vn  nuìnero  e  primo 
con  a ,  sarà  B  divisibile  per  e. 

La  proposizione  e)  non  è  altro  che  la  2"  del  n.  prec. .  Dalle 
proposizioni  a),  ò),  e)  se^ue  immediatamente  la  !•  del  n.  prec.  : 
proposti  infatti  i  numeri  a.b,c,...  si  supponga  {b)]  ciascuno 
di  essi  espresso  come  prodotto  di  numeri  primi;  si  formi  quindi 
11  prodotto  di  tutti  i  numeri  primi  comuni  a  tutti  questi  prodotti, 
e  lo  si  chiami  d:  si  dividerà  ciascuno  dei  numeri  a,b,c,... 
per  d  sopprimendo  dal  prodotto  di  numeri  primi  che  lo  espri- 
me i  lattori  di  d:  indichiamo  con  a\b',c',...  i  quoti  ottenuti: 
essi  non  avranno  più  fattori  primi  comuni;  saranno  quindi  primi 
fra  loro,  perchè  se  avessero  un  divisor  comune  ?n,  e  se  p  (osse 
un  fattore  primo  di  w.p  dovrebbe,  a  causa  di  e),  avere  fattori 
comuni  con  qualcuno  dei  fattori  primi  di  ciascuno  dei  numeri 
a',b',c',... ,  e  quindi,  appunto  per  l'ipotesi  che  essi  siano  primi. 
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dovrebbe  essere  identico  a  quRlcuDO  di  questi  (o  differìrae  solo 
per  un  fattore  uuità),  contro  l'ipotesi  ctie  udii  esista  un  fattor 
primo  comuDO  a  tutti  questi  numeri. 

Adunque  se  <2  ammette  la  teoria  della  divisibilità  si  possono 
applicare  ad  esso  le  conclìistom  del  n.  prec. . 

Le  proprietà  aj,  e)  sono  pure  quelle  per  le  quali  è  possibile 
costruire,  mediante  6,  uu  campo  ridotto  relativamente  ad  un 
modulo  p  ,  il  quale  non  sìa  singolare  [§  1 ,  n.  X  a),  cj]\  e  quindi 
SODO  quelle  che  permettono  di  ripetere,  sul  campo  di  polinomi 
che  sì  ottiene  aggiungendo  a  Q  una  variabile  x,  le  cousidera- 
zìoni  fatte  at  §  2,  n.  XVI  [cfr.  g  2,  a.  XIX]  sopra  al  campo  dei 
polinomi  in  x  nel  campo  dei  numeri  interi,  e  che  permettono 
dì  dimostrare  il  teorema  di  Eisbnsteim  f§  2,  n.  XIV]. 

É  noto  che  il  campo  dei  numeri  interi  consente  la  teoria  della 
divisibilità;  sì  riconosce  inoltre  facilmente  che  ai  campi  nume- 
rici che  consentono  la  teoria  della  divisibilità  si  estendono  tutte 
le  proposizioni  dell'ordinaria  aritmetica  relative  a  divisori  e  a 
multipli  comuni  a  più  numeri. 

Diamo  subito  uu  altro  esempio  fondamentale  di  tali  campi. 

XXXI.  Campi  numarici  di  polinomi  che  conaantono 
la  toorla  dalla  dIvIsIbllHà.  —  Vogliamo  mostrare  che  se  Q  è 
campo  di  razionalità  ovvero  consente  la  teoria  della  divisibilità, 
anche  il  campo  S'  che  se  ne  ottiene  coll'aggiunta  della  varia- 
bile X  consente  la  teoria  della  divisibilità.  Invero: 

a)  [n.  XXX  a)]  Ogni  campo  di  polinomi  possiede  numeri 
primi:  abbiamo  infatti  provata  questa  proposizione  al  §  3, 
n.  XII.  XIII. 

bj  [n,  XXX  b)]  Si  ha  subito  che  ogni  polinomio  possiede 
sempre  un  numero  finito  di  fattori  primi  di  grado  >0.  Infatti 
poichà  il  prodotto  dì  più  poliuomi  ha  per  grado  la  somma  dei 
gradi  dei  fattori  [§  2,  n.  7],  non  potrà  mai  il  numero  dei  fat- 
tori di  grado  ^  t  essere  maggiore  del  grado  del  polinomio  con- 
siderato. 

Ciò  posto,  se  Q  è  campo  di  razionalità,  ogni  polinomio  di  gra- 
do 0  (numero  di  (?)  è  una  unità  di  iS*  [§2,  n.  XI];  quindi  lutti 
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i  fattori  primi  (non  unità)  di  un  polinomio  di  &  hanno  grado 
>0  e  sono  quindi  in  numero  finito. 

Se  invece  Q  è  campo  d'integrità,  per  la  precedente  osseiTa- 
zioDe,  un  polinomio  P  di  Q,'  sarà  il  prodotto  di  un  Dumero  fiaito 
di  fattori  primi  di  grado  ^  1  e  di  un  numero  p  di  @:  ma  se  @ 
consente  la  teoria  della  divisibilità,  p  si  scomporrà  a  sua  volta 
in  un  numero  finito  di  fattori  primi  (appartenenti  a  6):  dunque 
anche  P  rlstUterà  cosi  scomposto  in  un  numero  finito  di  fat- 
toio primi. 

XXXII.  Per  provare  anche  la  validità  della  proposizione 
cj  [n.  XXX],  osserviamo  anzitutto  che  se  A,B,C  sono  polino- 
mi di  &  e  se  C  è  quast-dtvisore  del  prodotto  AB  [n.  XVI], 
mentre  C  ed  A  ntm  fianno  guasi-dtvisori  comuni  (di  grado  >0), 
allora  C  è  guasi-divisore  di  B.  Infatti,  per  l' ipotesi  che  A  e  C 
non  abbiano  qUasi-divisor  comune  (di  grado  >0),  esistono  due 
polinomi  p,q  tali  che 

pk-\-qG  =  r  =  RÌ»(A ,  C)  ^  0       (r  numero  di  (2). 

Segue,  qualunque  sìa  il  numero  u  di  Q, 

upkh  +  ^^«CB  =  wrB  . 

Si  scelga  u  in  modo  che  uAB  risulti  divisibile  per  C;  siccome 
anche  uCB  à  divisibile  per  C,  risulta  che  è  divisibile  per  C 
urb:  C  è  cioè  quasi-dìvisore  dì  B. 

Se  @  è  campo  di  razionalità,  questa  proposizione  enuncia  pel 
campo  £'  la  proposizione  e)  del  n.  XXX  [v.  n.  XIX]:  risulta 
dunque  provata,  colle  osservazioni  già  fatte  al  n.  prec.  la  primu 
parte  della  nostra  proposizione:  se  Q  è  campo  di  razionalità, 
S'  consente  la  teoria  detta  divisibilità. 

XXXIII.  Per  trattare  l'ipotesi  che  Q  sia  campo  d'integrità  il 
quale  consenta  la  teoria  della  divisibilità,  facciamo  le  osserva- 
zioni seguenti: 

1.*  Se,  nella  detta  ipotesi,  un  numero  primo  p  di  Q  è  divisore 
del  prodotto  PP'  di  due  polinomi  di  &,  tino  almeno  di  questi 
due  polinomi  è  divisibile  per  p.  Se  infatti  si  considerano  i  pò- 
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limoni  P ,  P',  come  apparteneoti  al  campo  dei  poliaomi  di  Q'  ri- 
dotto relativ amento  ai  mod.  p  [§  2,  n.  XIXJ,  il  loro  prodotto  rap- 
prastìDta  lo  0  di  questo  campo,  e  poiché  questo  campo  non  è 
singolare  [n.  XXX;  §2,  u.  XIX;  §  1,  n.  X]  dovrà  rappresentare 
questo  0  nnu  almeoo  dei  due  poiìmoni  [§  1,  d.  10]. 

2.*  Se  il  poiinomio  C  è  qtiasi-  divisore  del  polinomio  B,  C  sarà 
il  prodotto  di  un  numet-o  d  di  Q  per  un  polinomio  C  divisore 
di  R  Sia  cioè 

(89)      wB  =  CC'       (u  numero  di  S  ;  B ,  C ,  C  polinomi  di  S")  . 

Noi  possiamo  sempre  (ed  in  più  modi)  pensare  u  scomposto 
Qel  prodotto  di  tre  fattori 

(67)  u=.dctu 

(ciascuno  dei  quali  può  eventualmente  essere  1)  tali  che  d  e 
rf"  siano  rispettivamente  divisori  di  C,C'.  Poniamo 

(68)  .C  =  rfC    ,    C  =  d'C'  . 

A  eausa  delle  (67)  (68),  la  (66)  ai  scrive 

(86')  uB  =  CC'. 

()ra  noi  possiamo  supporre  d  e  d'  così  determinati  che  risulti 
u  =  \:  se  infatti  per  una  certa  determinazione  di  d,a  questa 
uguaglianza  non  si  verifica,  si  può  escludere  subito  che  u  sia 
uaa  unità,  perchè,  se  fosse,  basterebbe  moltiplicare  d  per  que- 
sta unità:  il  prodotto  du  sarebbe  ancora  divisore  di  C  e  in  (67) 
si  dovrebbe  porre  I  al  posto  di  u.  u  abbia  dunque  un  fattore 
primo  p;  a  causa  dì  (66'),  p  sarà  divisore  di  GC  ed  allora,  per 
1*,  sarà  divisore  o  di  C  o  di  C':  sia,  per  es.,  divisore  di  C:  si 
ponga  allora 

C  =  pC,    ,    d,  =  dp    ,    u,^u'.p  ; 
sari. 

M  =  rf,d'M,    ,    C  =  d,C,  , 
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ed  u,  si  comporrà  dei  fattori  primi  di  u,  toltone  p.  Poiché,  per 
ipotesi,  i  fattori  primi  di  u  sono  ìq  auiuero  Buito,  quest'opera- 
Eione  non  potrà  ripetersi  iodefiaitameute. 
La  (66')  prende  dunque  la  forma 

<6e)  B  =  CC 

che  dimostra  l'enunciato. 

Notiamo  che  il  fattore  u  nella  (06)  si  scompone  ne)  prodotto 
dì  due  fattori  d,d'  divisori  rispettivamente  di  C  e  di  C. 

Ciò  posto,  supponiamo  che  il  prodotto  di  due  polinomi  A ,  B 
sia  divisibile  per  il  polinomio  C;  sia  precisamente 

(70)  AB=CD. 

Supponiamo  inoltre  che  C  non  abbia  con  A  fattori  comuni  ; 
G  ed  A  non  avrauno  nemmeno  un  quasi-divisore  comune  (di 
grado  >0)  [2."^,  e  quindi  [n.  XXXII]  C  risulta  quasi-divisore  di 
B:  esisterà  dunque  un  numero  u  tale  che  uB  è  divisibile  per 
C  :  ma  allora  può  porsi 

(71)  C  =  dC. 
dova  C  è  divisore  di  B.  Sia 

(72)  B  =  GB"  ; 
per  le  (71)  (72),  la  (70)  diviene 

AB'=tfD 

e  questa  uguaglianza  è  della  forma  (66),  per  cui  d  dovrà  risul- 
tare prodotto  di  due  fattori,  l'uno  divisore  di  A,  l'altro  di  B': 
ma  il  primo  fattore  deve  ridursi  a  1 ,  perchè  A  e  G  non  hanoo 
divisori  comuni:  d  è  dunque  divisore  di  B';  sia  B'^dB'':  la  (72) 
diviene 

B=-dCB"«CB" 

onde  si  vede  che  B  e  divisibile  per  C.   Resta  così  privata  ta, 
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proposizione  e)  [n.  XXX]  per  il  campo  ^  anche  per  l'ipotesi 
che  6  sia  campo  d'ivUegrità  il  quale  consenta  la  teoria  della 
divisibilità. 

XXXIV.  La  proposizione  del  n.  XXXI  si  geaeraliZ7.a  subito: 
ricordiamo  che  [§  2,  a.  11,  12)  il  campo  dei  poliaomi  in  date 
variabili  a!,y,i,-..  in  un  determinato  campo  numerico  6  può 
sempre  considerarsi  come  il  campo  dei  poliaomi  in  una  arbi- 
trariamente prefissata  di  queste  variabili  [x  per  es.)  nel  campo 
dei  polinomi  in  @  nelle  variabili  residue:  per  induzione  mate- 
matica si  può  quindi  enunciare:  il  campo  dei  polinomi  in  date 
variaòili  x,y,z,...  in  un  campo  numerico  @  di  razionalità 
.ovvero  che  consenta  la  teoria  delta  divisibilifà  consente  esso 
stesso  la  teoria  della  divistbililà.  In  particolare  il  campo  dei 
polinomi  in  date  variabili  nel  campo  degli  ordinari  numeri  ra- 
zionali ovvero  net  campo  dei  numeri  interi  [cfr.  n.  XXX]  con- 
sente la  teoria  della  divisibilità. 

XXXV.  Scomposizione  di  una  fraslana  In  Irazlanl 
•lomantarl.  —  Sia  6  un  campo  numerico  che  consenta  la  teo- 
ria della  divisibilità  e  tale  che  ot^ni  modulo  in  @  di  elementi 
di  Q  abbia  per  base  un  solo  elemento  [§  4 ,  n.  VI  ;  §  6,  d.  XXI  J. 
Sia  Q  un  numero  di  S  e  siano  Q, ,  Q, ,  ■  ■  ■ ,  0,^  i  suoi  fattori  primi 
distinti,  cosicché  si  abbia 

Poniamo 

Qj  e  Sj  sono  primi  fra  loro:  il  modulo  delle  loro  combinazioni 
lineari  in  6  ha  quindi  per  base  1  ed  appartengono  ad  esso  tutti 
i  numeri  di  Q.  Se  quindi  con  P  si  indica  un  altro  numero  qua- 
lunque di  €,  ai  possono  sempre  determinare  [cfr.  §  4,  n.  VI; 
§  1,  n.  IX]  i  numeri  Pi.q^  tali  che 

(73.)  ff,Qt'+P.S,  =  P, 

e  quindi  successivamente  i  numeri?,,^, .... .g,^, ,jj, ,jj,,.,. ,jj^_,, 
Luti  17 
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tali  che 

(73,)  «iQT'  +  aS,-?..,  . 

Da  (73,),  (73,)  risalta 

P-P,S,+Ji,Q?'S,  +  3,Qr'Q;-  =  ... 
=  P,S, +  p,Ql'S,4-y,Qt'li'S,  + ... 

+ft-,Q?*...Q:_VS.-,  +  «..,QT'Q:'...Q't;  . 

ossia,  se  si  pone 

(74)  P  =  2p<R,. 

Consideriamo  ora  il  campo  di  razionalità  defÌDito  dalle  fra- 
zioni aventi  per  termini  numeri  di  €  [§  1,  n.  XI];  molti  pi  Ica  odo 


campo,  si  ottiene 
(75)  ^^-^^^-^ 


Nell'ultimo  membro  tutti  i  termini  sono  fi^aziooi  aventi  per 
denominatori  potenze  dei  fattori  primi  di  Q:  sì  dice  che  esso 

p 
espriTìie  una  scomposizione  della  frazione  j^  in  /^azioni  ele- 

meniari:  evidentemente  questa  scomposizione  non  è  unica,  come 
non  è  unica  la  soluzione  del  sistema  di  equazioni  (73J,  (73^) 
[n.  3Ij:  precisamente  da  una  —(75)—  di  dette  scomposizioni  si 
ottengono  tutte'  le  altre  mediante  l'espressione  [cfr.  n.  31,  30 
(54),  XI]. 

P       vPi±W 

dove  le  /,  rappresentano  numeri  qualunque  di  @  tali  che 
2(,  =  0. 
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Particolare  importanza  ha  il  caso  ìq  cai  @  è  il  campo  dei  po- 
linomi ìd  una  variabile  x  in  un  campo  6,  di  razioDalità  [q.  XXI, 
XXXU]:  si  ha  allora  che  ogni  frazione  algebrica  [§  2,  n.  XXIII] 
avente  per  termini  polinomi  di  £  si  esprime  coinè  somma  di 
tante  frazioni  ciascuna  delle  qìiali  ha  per  denominatore  una 
potenza  di  un  polinomio  irreduttibile  :  il  calcolo  dei  Dumeratori 
si  riconduce  [n.  XX]  al  calcolo  dei  polinomi  r^.s^  tali  che  [n.  39] 

noT*  +  «<s,=  1  =  Ris  (qT',  S,)  , 

OTTero  direttamente  [n.  XXII]  alla  risoluzioDe  di  un  sistema 
di  equazioni  liaeari  in  6,. 

XXXVI.  EMinpIHIcuiona  di  campi  d'iatagrlU  In  cui 
iton  si  verificano  io  proposizioni  a),  b),  e)  [□.  XXX].  ~ 

Vogliamo  ora  mostrare  che,  contraria  meo  te  a  quanto  potrebbe 
Dare  attendere  l'esempio  dei  numeri  interi,  le  proposizioni  a), 
b),  e)  del  D.  XXX  Qon  sì  verificano  necessariamente  in  un  campo 
d'integrità.  Costruiremo  perciò  esempi  di  campi  d'integrità  In 
cui  dette  proposizioni  non  si  verificano. 

a)  Esistono  cam.pi  d'integrità  privi  di  numeri  primi,  in 
cui  cioè  ogni  numero  si  scompone  illimitatamente  io  Tattori  che 
non  sono  unità. 

Fissiamo  infatti  un  campo  qualunque  d'integrità  Q  ed  ammet- 
tiamo che  esso  abbia  un  numero  primo  h;  possiamo  considerare 
[n.  Vlj  il  corpo  quadratico  ©*=[©, 6'  +  ft]:  in  esso  ft  non  è  certo 
pili  numero  primo,  essendo  [n.  VI]  ft=  —  i^. 

Se  allora  in  &  esìste  un  altro  numero  primo  k',  consideriamo 
il  corpo  qundratico  (3"  =  [S',è'  +  ft'J  ;  in  esso  di  nuovo  ft'  cessa 
dì  essere  numero  primo,  meutre  restano  d'altronde  decomponi- 
bili quei  numeri  che  erano  decomponibili  considerati  come  nu- 
meri dì  6  e  di  ti''.  Si  può  operare  allo  stesso  modo  su  <3"  se  in 
esso  esistono  ancora  numeri  primi,  e  cosi  di  seguito. 

Sì  può  dunque  pensare  di  costruire,  a  partire  da  €,  una  suc- 
cessione dì  campi  d'integrità  S ,  &,  €",  <3"',  . . .  ciascuno  dei  quali 
contenga  tutti  i  precedenti  e  in  ciascuno  dei  quali  siano  decom- 
ponibili numeri  che  nei  precedenti  erano  indecom  poni  bili  in  fat- 
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tori  (aoa  uQìtà)  Se  si  riesce  a  disporre  di  questa  successione  per 
modo  che  ogoi  numero  il  quale  in  uo  campo  £"'  sia  primo,  risulti 
decomponibile  io  un  conveniente  campo  seguente  £""  \m>l), 
l'insieme  di  tutti  questi  campi  aumerici  formerà  ancora  un 
campo  numerico  '),  ed  in  esso  non  esistono  numeri  primi. 

Si  giunge  facilmente  a  questo  risultato  se  si  assume  come  <2 
il  campo  dei  numeri  interi. 

Ossemamo  perciò  che  ogni  elemento  di  Q"  sarà  un  numero 
complesso  (a, a,)  a  due  coordinate  intere:  ogni  elemento  di  ^" 
sarà  a  sua  volta  un  numero  complesso  a  due  coordinate  (a\t^^), 
ciascuna  delle  quali  è  un  numero  di  Q':  si  può  quindi  porre 
a',=(a,a,),a*,  =  (a,aj),  dove  a,,a,,at,a^  sono  numeri  interi, 
-e  si  può  considerare  il  numero  ((^^0'^)  come  numero  complesso 
M  quattro  coordinate  intere  (a,  a,  o,  fl,)  [cfì".  n.  6]. 

Analogamente  si  potrà  considerare  ogni  numero  di  <3'"  come 
numero  complesso  a  otto  coordinate  ìntem  e  in  generale  ogni 
numero  di  &"'  come  numero  complesso  a  2"  coordinate  Intere; 
se  /<m,  t  numeri  di  Q'"  sono  allora  rappresentati  da  quei  nu- 
meri di  e'*"  in  cui  le  ultime  8"  —  2*  coordinate  sono  nulle. 

Se  ora 

A  =  {a, a, flj  ...) 

è  un  numero  di  uno  qualunque  di  questi  campi  £'*",    indiche- 
remo con 
<76)  «*  =  |aJ+2|a.H-3|fl,|  +  ... 

la  somma  dei  prodotti  dei  valori  assoluti  delle  coordinate  dì  A 
per  i  rispettivi  ìndici. 

Ad  ogni  valore  di  A  corrisponde  così  un  valore  determinato 
di  Sa'-  se  invece  si  fissa  un  intero  positivo  o,  esiste  un  numero 
finito  di  numeri  A  per  cui  s^  =0:  invero  da  St=9  segue  che, 
qualunque  sia  i ,\a,\^a:i;  onde  le  coordinate  (numeri  interi) 


')  la&lti,  fissati  più  oumeri  a,b  ,e , . . .  di  questo  iuoiouiu,  «m  hj>- 
pMrtengono  ad  uno  stesso  <2'*"  (per  m  abbastsDia  elevato),  e  quindi  la 
operuìoni  di  addiaione  e  di  molti  pi  icasiane  fra  essi  godono  delle  pro- 
prietà fondamentali  cbe  definiscano  il  campo  numerico  [§  1,  n.  2]. 
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dei  numeri  ctie  aoddisfano  a  questa  coQdizioae  non  possono  as- 
sumere che  UD  numero  finito  di  valori:  in  particolare  debbono 
essere  nulle  tutte  le  coordinate  a^  di  indice  i>9;  se  quindi  p  è 
il  minimo  intero  assoluto  per  cui  3''^a,  tutti  i  numeri  A  tali 
che  5a^(7  appartengono  a  Q"".  Indicheremo  con  N,  il  numero 
dei  numeri  complessi  A  tali  che  s*  =  a. 

Ciò  premesso,  supposto  definito  i3'"",  fisseremo,  per  definire 
(2""*-",  che  A""'  sia  un  numero  primo  di  S""'  che  fa  assumere 
alla  somma  [76)  il  minimo  valore,  e,  qualora  esistessero  parecchi 
di  questi  numeri  primi,  A'"**  sia  quello  per  cui  le  "oordinate  suc- 
cessive, a  partire  dalla  prima,  hanno  il  massimo  valore.  In  par- 
ticolare si  porrà  k  =  2. 

Si  fissi  di  nuovo  un  intero  positivo  ct  e  si  indichi  sempre  con 
p  il  minimo  intero  (assoluto)  tale  che  2''^9,  e  si  ponga 
?=/)+  2  N,.  In  &"''  non  potranno  più  esistei-e  numeri  pri- 
mi cui  corrisponda  una  somma  (76)  •£?.  Intatti  tutti  i  numeri 
A  per  cui  St^o  appartengono,  come  si  disse,  a  <S""  e  quindi 
pure  a  ©'"^".iS'**", . . .:  fioche,  dunque,  qualcuno  di  questi 
uumerì  —  in  quanto  appartenente  a  questi  campi  successivi  — 
risulta  indecomponibile,  si  dovrà  prendere  uno  di  essi  come 
k'*',k'f*'\ Ma  il  numero  totale  di  questi  numeri  è    2   N,  ; 

è  quindi  £  T  N,  il  numero  totale  di  quelli  che,  in  questi  campi 

i,...,ff 
successivi,  possono  risultare  indecomponibili:  essi  debbono  dun- 
que esser  risultati  tutti  decomponibili  quando  si  sarà  giunti  a 

Ogni  numero  di  un  campo  €"'  si  scompone  dunque  in  fattori 
(non  unità)  in  campo  S'"'  di  indice  m  abbastanza  elevato. 

fyj  Non  occorre  però  die  un  campo  numerico  sia  privo  di 
mimeri  primi  perchè  esistano  numeri  iuimiiala?nenie  ttecom- 
pontóni.  Se  infatti  <3  è  un  campo  d'integrità  in  cui  non  esistano 
numeri  primi  [aj],  lo  si  estenda  coll'aggiunta  della  variabile  w 
[§  i,  o.  5],  e  sìa  <S'  il  campo  di  polinomi  cos'i  ottenuto;  noi  sap- 
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piamo  che  io  tS'  esistono  numeri  primi  [n.  XXXI  aj];  ma  dd- 
mepÉ  di  S'  sono  pure  i  numeri  di  @  f§  2,  n.  5]  e  questi  sono  il- 
limìtatameate  decompoDìbiii  in  fattori. 

e)  È  possibile  un  campo  d' integrità  in  evi  ogni  numero  si 
esprima  come  prodotto  di  un  numero  finito  di  fattori  primi,  ed 
un  numero  si  scomponga  in  fattori  in  due  viodi  differenti,  per 
modo  che  i  fattori  dell'una  scomposizione  non  alMano  divisori 
comuni  con  quelli  dell'altra. 

Consideriamo  infatti  il  corpo  quadratico  [@ ,  4*  ->-  A],  ore  <S  sia 
il  campo  dei  numeri  interi  e  k  sia  un  numero  (intero)  positivo: 
in  esso  ogni  numero  non  potrà  mai  scomporsi  io  fattori  in  nu- 
mero maggioro  dei  fattori  primi  della  sua  norma  [n.  VIj. 

Osserviamo  ora  che,  se  a,^0,  è 

ii(a, +-a,(J  =  a,'  +  fta,'^ft  ; 

(^ni  numero  di  [S.i'  +  ftj  che  non  sia  numero  di  e  ha  dun- 
que norma  ^k-  Ne  segue  die  un  numero  primo  di  &  minore 
di  ft  è  anche  primo  considerato  come  numero  di  [S,i*4-A]: 
sia  infatti  p  questo  numei-o  primo  di  @(p<Ch):  considerato  come 
numero  di  [S,4'-f  A]  avrà  per  norma  p*:  se  ora  esso  potesse 
esprimersi  come  prodotto  di  due  numeri  di  [iS,£'-(*A].  cia- 
scuno di  questi  avrebbe  la  seconda  coordinata  non  nulla  (non 
dovrebbe  cioè  appartenere  a  6)  e  quindi  dovrebbe  avere  norma 
^ft  ;  il  loro  prodotto  p  dovrebbe  quindi  aver  norma  ^ft*>p*. 
Indicando  ora  con  p,g  due  numeri  primi  di  @,  poniamo 
k=pq  ~l;  sarà 

si  hanno  così  per  il  numero  1  +  A  due  diverse  scomposizioni  in 
fattori:  ora  i  due  fattori  p,g  dell'una,  essendo  numeri  primi 
di  6  minori  di  k,  sono  pure  primi  come  numeri  di  [@,^*-\-h] 
e  quindi  non  possono  avere  fattori  comuui  coi  fattori  1  +  f i^ . 
l—i^  dell'altra  scomposizione. 

Cosi,  pooendo  p  =  8,9^5,  si  hanno  pel  numero  16,  nel  campo 
[Q,^*  +  ìi]  (S  campo  dei  numeri  interi),  1«  due  BcompoBiiloni 
15  =  8.5  =  (l  +  .-„)(l-.-„)  . 
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§  7.  -  DETERMINANTI. 

1.  Riprendiamo  le  coasiderazioai  del  §  6,  n.  16.  Osserviamo 
che  QuUu  vieta  di  ccmsiderarvi  le  Zj  e  le  A^  come  variabili, 
purché  ad  esse  si  assegni  come  domiaio  il  modulo  dei  Duraeri 
complessi  ^.  Le  [§  6,  n.  16  (18)] 

(1>        A,  =  2a,j.Z^  (i=l,2,  ..,m-,J=ì,2,...,p) 


deGniscoDO  allora  una  sostituzione  lineare  che  si  potrà  quindi 
rappreseutare  [§  5,  n.  9J  mediante  la  matrice 

(2)     A=(\a,j\)  (i=l,2....,m;j  =  ì,2,...,pì  . 

Ogni  matrice  (2)  di  m  liuee  e  p  colonne  definisce  una  sosti- 
tuzione (1). 

2.  Dstomiinaiita  di  una  malrlG*  quadrata.- —  Ciò  posto, 
supponiamo  dapprima  p  =  m,  e  quindi  la  matrice  (2)  quadrata: 
la  corrispondente  sostituzione  lineare  (1)  sì  scriverà 


{!') 


\  =  la,,Z, 


(ij=l,2,... 


n)  . 


Il  determinante  I 


.A,A.---A, 
Z,Z,. 


definito  da  (1')  [§  6,  n.  16  (22), 
o.  17  (26)]  si  chiamerà  il  determinante  della  corrispondente  ma- 
trice (jflyj)  e  si  rappresenterà  chiudendo  la  matrice  medesima 
fra  due  verticali,  ovvero  premettendo  il  segno  D  ad  un  aimbolo 
qualunque  che  rappresenti  la  matrice.  Cosi,  posto 


scriveremo 


l.i.J=l,i. 


(3)    Drt^!^!l^=DA>||»„||  = 


a.,  a,, 


.»»)  . 
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La  formula  (26)  del  §  6,  n.  17  si  scriveru  quindi 

(4)    A.A,...A„=|[a,jj|Z,Z,...Z^  =  nA  Z.Z....Z„  . 

Si  dice  che  un  deterìntTUinte  ha  l'ordine  m  per  significare  che 
esso  è  deSaito  da  una  matrice  d'ordine  m  [§  5,  D.  12]  ').  Gli  ele- 
menti, le  linee,  le  colonne  della  matrice  si  chiameranno  pura 
spesso  elementi,  linee,  colonne  del  deierminanie. 

3.  Un  determinante  d'ordine  1,  definito  cioè  da  una  matrice 
di  un  solo  elemento,  è  uguale  a  questo  elemento  medesimo:  ìo- 
vero  se  nelle  (!')  si  fa  m^  1 ,  esse  si  riducono  ad  una  sola  ugua- 
glianza A,=:aZ, ,  che  deve  considerarsi  essa  stessa  come  l'ana- 
loga, nel  caso  di  un  sol  fattore,  della  relazione  (4)  fra  le  com- 
posizioni  A,A,  •  -  •  A„ ,  Z,Z, . . .  7,^. 

4.  Sì  ha 

<^'  -'z^^:-°((Ki)-C''.-::::-))- 

Se  intatti  si  moltiplica  la  sostituzione  (!')  per  la  sostituzione 

Z»  =  Yj  U  =  l,-2....,m)  , 

la  sostituzione  prodotto  avrà  per  matrice  (}<'ijj)'(i 'o*  '        ") 
[§  5,  n.  10]  e  sarà  d'altronde 

A.A,...A„      ,»^  A,A,...A. 


Det  ;:*::■•  \:-=Prt 


Z»Z»_...Z^  Y,Y,...Y^  ' 

onde,  per  la  (3)  applicata  al  2*  membro,  la  (S). 


')  Questa  espresBÌone  i  essenaialmeate  impropria:  invero  la  matrice 
può  avere  un  ordine,  non  il  determinante  che  è  un  numero  di  l?;  e 
può  ami  ewere  un  numero  qualunque,  quando  pure  ai  flasi  arbitra- 
riunente  l'ordine  della  matrice,  come  rieulterà  immediatamente  dalle 
«ose  seguenti. 

La  stessa  ossorvaaione  deve  ripetersi  per  le  altre  locusioai  che  se* 
guano,  e  in  molte  altre  occasioni  analoghe  in  cui  usa  spesso  parlare 
del  determiniate  inveoe  che  della  matrice  che  lo  rappresenta. 
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Poniamo 

(W'-('1':::1-)=(K!). 

Si  ottiene  il  valore  di  a^^  poaeado  nella  (6)  del  §  5,  n.  4 

^^10       per       j^k^ 
**      fi        per       j  =  ft»  ' 
ai  ha  quindi 

A  A  ...A 
Per  la  (5),  Dely'    '"'    "    è  dunque  il  deierìninanie  della 

matrice  che  si  ottiene  da  (|a(jj)  e/fetttumdo  suite  sue  colonne 
ta  sostituzione 

a   2   ...  m\ 

Kh,  A.  ■  ■ .  ftj  ■ 

Sussiste  d'altronde  la  relazione 


™    ■"z.z....z,-°"z,z,...z. 'U,« 


Si  ha  Inratti  [S  6,  0.  17  (86),  U  (16)] 


..^Ai 


A,A....A.-/1   2  ...».\ 

z,z....z.'U,«,--«J'i  '•'■'- 


Tenendo  conto  della  proposizione  precedente  si  ha  quindi  che 
se  si  assoggettano  le  colonne  di  una  matrice  quadrata  ad  tina 
sostituzione,  il  determinante  della  matrice  si  moltiplica  per  il 
vaiare  della  funzione  S  corrispondente  a  delta  sostituzione  ; 
quiadi  si  riproduce  invariato  o  cantinato  di  segno  :  in  partico- 
lare [g  5,  n.  2S]  se  suite  colonne  della  matrice  si  effettua  uno 
scannino,  il  determinante  camiìia  di  segno. 
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5.  Oatomiliiaiitl  •stralli  da  ana  malrica.  — Coasìderìa- 
mo  di  QUOTO  [d.  1]  una  matrice  qualunque 

(2)  A  =  {\a,j\)       {i=l,2 m  ;  >=  1 ,2,...  ,p)  ; 

iDdJchiamo  con  t,f,-.-(,>>,i,.  ■ .  J,  due  gruppi  di  v  ìndici  scelti 
rispettivamente  fra  gli  indici  1 , 2 , . . .,  ?»  delle  linee  e  gli  indici 
l,2,...,p  delle  colonne  dì  A  e  formiamo  la  matrice  d'ordine  v 

(7)         A  =  (}a,jÌ)       ii  =  i,.i *.  ;>=>., A, .-..À)  ; 

la  chiameremo  una  matrice  d'ordine  v  eslratta  da  k\  eÀ\\  suo 
determinante  DA  si  chiamerà  un  determinarUe  d'ordine  v  e- 
stratto  da  A. 
Se  (1)  è  una  sostituzione  rappresentata  dalla  matrice  (2)  si  ha 

Se,  infatti,  indichiamo  eoo  6,  il  valore  che  prende  A,  quando 
si  pone  Zj  =  0  per  /4:J, ,/,,.  ..,>,.  risulta  definita  dalle  (1) 
fra  le  B((t  =  Ì4,f,. . ..,  i",)  eie  Zjy^J,.^,...  ,^",)  una  sostitu- 
zione lineare  rappresentata  dalla  matrice  (7).  Applicando  la  (4) 
si  ha  quindi 

B,  B,  . . .  B, 
(0)       B(_B^  ...  B,^  =  Det  ^'^'      ^'  Zj  Zj^. .  Z^  =  D  A  Z^  Zj^ ...  Z^  . 

Ma  dalle  (1)  si  ha,  qualunque  siano  i  valori  attribuiti  alle 
Zj  in  0",  [§  6,  n.  16  (23)] 

ponendo  nei  due  membri   Zj^O  per  j^Ji,J ,jy   si  deve 

ottenere  una  relazione  equivalente  alla  (9);  ma  con  questa  po- 
sizione tutti  i  termini  del  secondo  membro  si  annullano,  fatta 
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esclaaione  per  quello  la  Zj  Z^  ...Zj  .  ContVoiitaDdo  colla  (9)  si 
ottiene  quiadi  la  (S). 

Suppooiaino  che  la  matrice  A  sta  quadrata  {p  =  m),  e  sup- 
pooiamo  che  ìd  A  gli  indici  delle  linee  e  delle  colonne  si  se- 
guano per  valori  cresceati:  (sia  dunque 

».<'.<■-■<<.    .   J,<J,<---<J.); 

CD  A  si  chiamerà  alloca  un  ininore  d'ordine  v  della  matrice  A 
(od  anche,  impropriamente  ')  del  delermiiumte  DA). 

Indichiamo  con  i",  t", . . .  f„_v  ,  /,/, . . .  /,,_v  quelli  fra  i  numeri 

1  ,2,...,m  che  sodo  differenti  rispettivamente  da  t,l, .../,, 
JtJf-Jt'  ^  supponiamo  che  anche  questi  si  seguano  secondo  i 
valori  crescenti:  la  matrice  d'ordine  m  —  v 

A'  =  (|a,,j)      {i==i\,r, r„.,;j=f„f /»_) 

si  chiamerà  matrice  complementare  di  A  rispetto  ad  A;  essa 
sì  ottiene  chiaramente  sopprimendo  in  A  le  linee  e  le  colonne 
cui  appartengono  elementi  di  A. 

Il  determinante  DA'  si  chiamerà  il  minore  complementare 
di  DA  rispetto  ad  A  ;  ed  il  prodotto  (— 1)  '  "'''DA'  ai  chia- 
merà il  complemento  algebrico  di  DA  rispetto  ad  A. 

Si     noti     che  ( —  1)    '       ''  =  (—  1)    *        '  parche,  euendo 

2  >',  -|-  T  j\     hanno  In  etetu  pariti. 

Consideriamo  in  particolare  il  caso  in  cui  A  sia  una  matrice 
d'ordine  1,  costituita  quindi  di  un  solo  elemento  o^^  di  A  ;  è 
allora  [q.  3]  Uk.=a^^;  la  matrice  complementare  di  A  (o  il 
minore  complementare  di  DA)  rispetto  ad  A  si  chiamerà  bre- 
Temente  matrice  (o  minore)  complementare  dell'elemento  a^^ 
rispetto  ad  A.  Questa  matrice  complementare  di  a^^  rispetto  ad 
A  si  indicherà  con  A»,,;  essa  si  ottiene  sopprìmendo  in  A  la 


■)  C&.  U  not*  a  p«g.  364. 
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linea  a  la  colonna  che  contangono  l'elemento  a^^.  11  compie- 
menio  alf/ebrico  deWelemenlo  a^,,  rispetto  ad  A  sarà  uguale  a 
(— I)*'**D  A^»:  esso  si  indicherà  ordioariameate  con  a\^. 

0.  Calcolo  di  un  dotormlnaiito.  —  Indichiamo  ancora  eoo 
i^i,...if  UQ  gruppo  di  V  (^  1  e  < m)  degli  indici  1,2,...,»! 
scritti  secondo  1  valori  crescenti;  con  l'i  i',  •  •  ■ '«-.  "  gruppo 
dei  rimanenti  m  —  v,  scritti  pure  secondo  i  valori  crescenti.  Si 
ha  i:§e,o.  14.  ll;§5,n.  29] 

A, A, ...  A_  =  S  (!  ^  ■■■..'■/■  !"   )  A(  K  -  A,  A/  A/  ...  A<- 

=  (-!)'         (A,A,^...A,HA^/^^...A,'_^_^)  ; 
inoltre  [§6,  n.  16(24);  per  v  =  l  o  m  —  v  =  l,  cfr.  n.  3] 
A,  A,  . . .  A,^ 

'  zjz»*...z7 


A,A, , 

A,A.  ...A,=         2         '*"*tV y^Z,Z,  ...Z, 


A,-  A,'  ..  A^     =  2  IW    ''''"'"-' Z>-  Z».  ...Z,. 

Ne  risulta  [g  6,  n.  IO  (12)] 

l(i-r) 
(10)  A,A,...A„  =  (-1)'  X 

A,  Af  ...  A^  A^i  Aj-  ...  A/ 


X  2  D«* 

*■<■■■<*,  if,<-<'„_ 

Delle  composizioni  Z^  Z^  ■••Z„  Z^'  Zj^'  ...  Z„'  sono  nulle 
tutte  quella  io  cui  i  due  gruppi  di  indici  ft,  ft, ...  », ,  k\  ft'» ...  ft'„_, 
hanno  elementi  comuni  [g  6,  n.  15]:  restano  quindi  da  conside- 
rare nel  Hecondo  membro  di  (IO)  quei  soli  termini  in  cui  i  detti 
due  gruppi  di  indici  non  hanno  elementi  comuni. 

Supponiamo  che  sia  p^m:  questi  due  gruppi  di  iodici  non 
avrauno  allora  elementi  comuni  sempre  e  solo  quando  essi  com- 
prendono, nel  loro  insieme,  la  totalità  d^li  indici  i,'2,...,m.  : 
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in  questa  ipotesi  si  ha  [§  G,  a.  14;  g  5,  n.  29} 

z,_z, ...  z^z..  z..  ...  z...  .-  s(J^  l  ■■-  -  •  »J  z,  z....  z, 

=  (-!)■  Z,Z,...Z,  . 

La  (10)  si  scriverà  quiadi 
(10')  A,A,...  A.  =  (— 1)'         X 

s(t,-r)      A,  A,  ...  A,         A,-  A/  . 

2  (-')'      '^"zrzrrzf'"';  '   " 


Z,  Z,  ...Z,        Z,.  Z,'  ...z,. 
,',<•■•<*,■.*',<•••<•,_,  '   ■       •         '    ■      - 

.•■.».♦''. »■.-. 

l(.i,+K)      A,  A,  ...A(        A/A,'...  Ay      \ 

2      (-'>'    °°'z^z^'^z;,z,;...z.r7-^--'- 

CoQtK>ntando  eoo  la  (4)  si  ottieae  che  la  somma  in  parentesi 
nell'ultimo  membro  di  (10')  fornisce  un'espressione  di  DA  me- 
diante determinanti  di  ordine  v  e  di  ordine  m  —  v.  Precìsamen- 

A(  A,  . . .  A, 
te  [n.  5],  in  (KC)  Det     '    * ~  è  un  qualunque  minore  della 

matrice  A  estratto  dalle  'sue  v  linee  di  indici  t, ,  j, ,...,t, ,  e 

2{i+ifcJ  A^  A/  ...  A/ 
( — 1)  *■  Det  '  * ■„-"-"■''  è  il  suo  complemento  algebri- 
co: si  ha  quindi  la  regola  di  Laplace:  im  determinante  é 
■uguale  alla  somma  dei  minori  della  siux  matrice  estratti  da  v 
linee  di  essa  arifitrartamente  fissate  {l^vCm)  per  i  rispettivi 
complementi  algebrici.  Si  richiama  brevemente  questa  r^ola 
dicendo  che  essa  da  lo  sviluppo  di  un  determinante  secondo  i 
minori  estratti  dalle  v  linee  assegnate. 


')  3i  oBMrvi  che    ^(i^-r)+'^{k-r)=^(i^  +  k;)-2'^r     ha    la 
parità  di    J^'V+'^r)  "  quindi 
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Facendo  ia  particolare  v=  1 ,  si  ha  lo  sviluppo  di  un  eie- 
terminante  secondo  gli  elementi  di  una  linea  [cfì*.  a.  3]: 
un  determinante  è  uguale  alla  somma  dei  prodotti  degli  elementi 
di  una  linea  della  sua  jnatrice  per  i  rispettivi  complementi  al- 
geòrici:  in  segai  [cfp.  n.  5] 

(11)  liaijìl=2(-l)***a«nA»=2a«a'». 

Consideriamo,  per  «>.,  il  determinante  del  secoodo  ordine:  i  minori 
oomplementeri  dei  suoi  el«tnenti  hanno  anah'eaai  l'ordine  1:  si  hft 
quindi,  sriluppando  secondo  gli  elementi  dell»  prima  linea, 

^^^*      \l"    a"|=^~^^'*'°"""  +  ^~^^''"'''»'"*'  =  ''"''"~''"'*«'  - 

7.  Uaa  riduzione  del  calcolo  dì  un  determiDante  a  quello  di 
determinanti  d'ordine  minore,  analoga  alla  precedente,  si  ottiene 
pure  coll'ossérvazìoDe  seguente: 

Indichiamo  con  JiJ,...j,  un  gruppo  di  v  tra  gli  indici  1, 
2,...,jn  ordinati  secondo  i  valori  crescenti,  con  /,/,■■■/„_» 
i  rimanenti  m  —  v  ordinati  pure  secondo  i  valori  crescenti,  e 
poniamo  nelle  (1') 

cosicché 

A,  =  B,  +  C,  . 

Applicando  la  proprietà  distributiva  della  composizione  [§  6. 
n.  10]  si  può  allora  esprimere  la  composizione  A,  A, . . .  A_  come 
somma  di  composizioni  dei  numeri  complessi  Bj,C|.  Un  addendo 
qualunque  di  questa  somma  sì  comporrà  di  un  certo  numero  t 
di  fattori  B^  e  d!  m  —  t  fattori  C(.  Osserviamo  però  che  i  nu- 
meri Bf  sono  combinazioni  lineari  dei  v  numeri  complessi  Z^  e 
i  C(  sono  combinazioni  lineari  degli  m  — v  numeri  complessi 
Zj' .  Una  composizione  di  t  fattori  B^  6  di  m~t  fattori  C, 
potrà  dunque  essere  diversa  da  0  solo  se  [§  6,  u.  18]  /^v, 
m— t^m  —  v;  quindi  preciaameiite  se  /  =  v. 
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ladìchiamo  cQn  /i,  A, ...  A,  gli  iadici ,  scritti  secondo  i  valori 
crusceDti ,  che  spettano  ai  Tattorì  B^  in  uno  di  questi  termini 
noD  nulli,  e  con  h\h\...h'^_,  gli  indici,  acrittl  pure  secondo  i 
valori  crescenti,  che  in  detto  termioe  spettano  ai  fattori  C^.  Noi 
possiamo  assoggettare  i  fattori  del  termine  considerato  alla  so- 
stituzione 1  ."    .      *  t,      };  con  ci6  verranno  a  scri- 

Vflj  n,  ...  A,  A,  A,  ...  h^_J 

versi  prima  (nell'ordine  degli  indici  crescenti)  i  fattori  B,,  poi 
(anch'essi  secondo  gli  indici  crescenti)  i  fattori  G^  ^  d'altra 
parte  il  termine  considerato  verrà  moltiplicato  [§6,  n.  14;  §5, 
n.  29]  per 

.      «/»  2 m     \      ,_..^('*'-'> 

\A,  A,  . . .  A,  A',  h\  ...  h'^_J       ^        ' 

Si  ha  dunque  [§  6,  n.  19,  17  (25)] 

l{k-r) 
A. A, ...  A.  =                 2  (—  •»'         W"  \C^'^  C»'^ ...  C*'_^ 

»■<•■■<*,  ;*".<-<*',^,  '    '  '     «     .    — ' 

h k  *k\ k'    ,^ 

'  2  {h-r)       B,  B» . . .  B»        Cfc'  e»'  ...  e»'      \ 


e  quìudi,  poiché  [§  6,  Q.  14;  §5,  D.  : 


=  (-1)'       z,z,...z. 


(13)  A,A,  ...A. 

!(»,+;,)       B.  B.  ...B,         C,'C,'...  C,'      \ 
2  (-ir  Drt  ^^^^  Det  2^2-;:^--^    Z. 

CooANjntando  questa  uguaglianza  con  la  (4)  si  vede  che  la 
somma  in  pai-eutesi  nel  secondo  membro  della  (13)  fornisce  una 
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nuova  espressione  del  determinaate  DA  mediante  determinanti 

d'ordine  «  e  »n— «.  Precisamente  [n.  5  (9)]    D«l  ■  ' y- =—    è 

nn    minore  dì     A     estratto  dalle   prime    v    colonne,  mentre 

(—1)     '    '  Dot  -  '     * "*~*    è  il  suo  complemento  algebrico. 

Si  ha  cosi  la  regola  or  Laplace:  un  detemànanU  è  uguale  alla 
somma  dei  prodotti  dei  stioi  minori  estratti  da  v  cotomie  ar- 
bitrariamente asseffnate  delta  stia  matrice  (1  ^  v  <  m)  per  i  ri- 
spettivi complementi  algebrici.  Sì  richiama  questa  regola  dicendo 
che  essa  esprime  lo  sviluppo  di  «n  detenninante  secondo  i  rm- 
nori  estratti  dalle  v  colonne  assegnate,  la  particolare,  raceodo 
v=l ,  si  ha  lo  sviluppo  di  un  determinante  secondo  gli 
elementi  di  una  colonna:  un  determinante  è  uguale  alla 
somma  dei  prodotti  degli  elementi  di  una  colonna  della  sua 
matrice  per  i  rispettivi  complementi  algebrici;  in  segni 


8.  Matrici  a  datarailnaatl  astratif  da  mabicl  cohIii- 

gata.^ Consideriamo  una  coppia  di  matrici  coniugate  [§5,  n.  11] 

A  =  (ia.j)    .    A,«(ìa(jj),       (i=l,3 m  ;  j  =  ì  ,2,....p). 

Se 

A  =  (  { %\  )  (i  =  i, ,  i .i,;J  =J,  J, , ...  .y.) 

è  una  matrice  d'ordine  v  estratti  dalla  prima,  la  couiogata 
*'  =  (t''*ii)'  (»  =  '|.»i '.  ■,J'=J,Jt JJ 

aarà  una  matrice  estratta  dalla  seconda,  prendendo  in  questa 
gli  elementi  che  appartengono  alle  colonae  e  alle  linee  rispet- 
tivamente omonime  alle  linee  e  alle  colonne  di  A  cui  apparten- 
gono gli  elementi  di  A.  Diremo  che  A  e  A,  (e  così  DA  e  DA,) 
5»  corrispondono  nel  coniugio  fra  A  e  A,. 
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Se  A  e  quindi  A,  sono  quadrate,  mairict  complementari  [o.  5] 
rispetto  ad  A  hanno  per  corrispondenti  nel  coniuffio  matrici 
complementari  rispetto  ad  A, . 

Premesse  queste  osservazioni,  dal  coofronto  delle  proposizioDÌ 
dei  n.  6,  7,  segue  facilmente  che  m£itrici  quadrate  fra  loro  co- 
nivffate  hanno  lo  stesso  determinante.  Invero  la  proposizione  è 
evidente  per  le  matrici  d'ordine  1:  una  tal  matrice  è  identica 
alla  sua  coniugata,  ed  il  suo  determiuaate  è  sempre  uguale  al 
SUD  unico  elemento  [n.  3]:  supponiamo  dunque  che  la  proposi- 
zione sia  variflcata  per  le  matrici  d'ordine  <7n;  se  in  tale  ipo- 
tesi mostreremo  che  la  proposizione  è  vera  dì  conseguenza  per 
le  matrici  d'ordine  tn,  essa  risulterà  generalmente  vera. 

Orbene,  siano  A  =  (|af^()  ,  A,  =  (|a(jj),  matrici  quadrate  co- 
niugate d'ordine  m ,  ed  indichiamo  [n.  5]  con  A,^ ,  A,j,  le  matrici 
complementari  rispetto  ad  esse  dell'elemento  a^^:  sviluppando 
DA  secondo  gli  elementi  della  prima  lìnea  e  D  A,  secondo  gli 
elementi  della  prima  colonna  si  ha  [n.  d(ll),  n.  7  (14)]: 

DA-2o,J-l)'-**DA„ 

DA,=2a,»(-l)^DAÌ»,  . 

Le  matrici  A^j , A^j,  hanno  l'ordine  m  —  I;  secondo  quanto 
sopra  abbiamo  detto,  possiamo  dunque  supporre  provato  che 
D  A(j  ^  D  A(j,  ;  ne  segue  allora,  come  si  voleva, 

(15)  nA  =  nA, . 

Sì  ha  in  particolare  che  i  minori  di  matrici  coniugale  che 
si  corrispondono  nel  coniugio  sono  eguali. 

9.  Dalla  proposizione  dimostrata  segue  un'osservazione  impor- 
tante: Sia  provata  una  proposizione  la  quale  esprima  un  legame 
(rd,  ì  determinanti  di  date  matrici  A,B,...,  gli  elementi  ap- 
partenenti a  date  linee  e  colonne  di  queste,  ed  i  minori  estratti 
da  dati  gruppi  di  lìnee  e  colonne  di  esse.  Supponiamo  poi  che 
le  condizioni' per  l'applicabilità  della  proposizione  siano  verifl- 
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cate,  inrece  che  da  A,B,... ,  dalle  matrici  coniugate  A,  ,B, ....  : 
si  potrà  allora  eaunciara  ta  proposizione  considerata,  applicata 
a  queste  matrici  A,  ,B, affermando  che  l'accenaata  rela- 
zione passa  fra  ì  determinanti  delle  matrici  A,B,...  [(15)]  e 
gli  elementi  ed  i  miaorì  che  appartengoDO  a  quelle  colonne  e 
linee  di  esse  che  sono  uguali  alle  linee  e  colonne  considerate 
in  A, ,  B, .  ■  •  ■  :  brevemeote  la  proposizione  considerata  dà  luogo 
ad  una  niiova  proposizione  vera,  se  vi  si  scantinano  le  parole 
«  linea  »  e  *  colonna  ». 

10.  Mediante  questo  scambio  si  ottiene  dal  a.  4:  se  si  assog- 
gettano le  linee  di  una  matrice  quadrala  ad  una  sostituzione, 
il  determinante  della  matrice  si  moltiplica  per  il  valore  della 
funzioixe  S  corrispondente  alla  detta  sostitutione. 

E  fonile  dimostrare  questa  proposicìone  emche  direttamente  oeaer- 
vando  ohe,  se  nel  primo  membro  della  {i)  si  effettaa  sui  fattori  A^  una 
w»titt»ioae,  ai  dovrà  effattuara  «on temporaneamente  la  stessa  sostita- 
BÌone  sulle  linee  della  matrice  (|ifJ)  nel  secondo  membro;  d'altronde 
effettuando  nel  primo  membro  la  detta  aoatituiione,  esso  si  moltiplica 
per  il  corrispondente  valore  della  funcione  S. 

11.  Sulle  formole  (11),  (14)  vogliamo  l'ar-e  alcuae  semplici  os- 
servazioni. 

Si  è  supposto  che  gli  elementi  a,j  della  matrice  (2)  fossero 
numeri  di  un  campo  Q:  nulla  vieta  però  che  alcuni  dì  questi 
elementi  —  eventualmente  anche  tutti—  possano  essere  variabili  : 
basta  supporre  che  come  campo  <S  sì  assuma  quello  che  si  ot- 
tiene aggiungendo  [§  2,  n.  12]  le  dette  variabili  ad  un  qualunque 
campo  numerico  iS'  che  contenga  tutti  gli  elementi  costanti 
[§  3,  n.  4].  Il  determinante  |  ja^^j  |  è  dunque  [cfr.  (U),  (14)]  un 
polinomio  nei  suoi  elementi  variabili  nel  detto  campo  "2'. 

Le  formole  (11),  (14)  mostrano  più  precisamente  che  questo 
polinomio  è  lineare  in  ciascuna  delle  dette  variabili:  osserviamo 
infatti  che  dalla  precedente  osservazione  discende,  in  partico- 
lare, che  se  un  determinante  sì  considera  come  appartenente  ad 
un  campo  di  polinomi  contenente  variabili  diverse  da  quelle  che 
formano  i  suoi  elementi,  esso  ha,  in  queste  variabili,  grado  0: 
ne  segue  che  [cfr.  (Il)]  ciascuno  dei  determinanti  DAjj^(ft=  1 , 
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2,...,m)  è  un  poliDomio  di  grado  0  nelle  Tariabìli  che  even- 
tualmeQttì  siano  fra  gli  elementi  c^»  dalla  f"  linea  di  ({a^ì). 
perchè  nessuno  di  questi  elementi  appartiene  ad  alcuna  delle 
matrici  A,,^;  l'espressione  (11)  di  I  |af^{l  è  quindi,  in  queste 
variabili,  di  grado  I.  La  (11)  mostra  anzi  dì  più  che.  se  sono 
variabili  tutti  gli  elementi  della  i"  linea  di  A,  DA  è  lineare 
omogeneo  in  essi. 

Se  agli  elementi  supposti  variabili  si  pensa  dì  attribuire  va- 
lori nel  campo  numerico  €'  le  precedenti  osservazioni  si  pos- 
sono enunciare  [§  3.  n.  13]:  ti  detenninante  \  [a^jj  |  è  una  fun- 
zione razionale  intera  dei  suoi  elementi  a,^  variabili,  lineare' 
in  ciascuno  di  essi,  e  lineare  ed  omogenea  rispetto  agli  elemetUi 
di  ciascuna  linea  e  di  ciascuna  colonna. 

13.  Proprialà  •lamantorl  dal  datarmliMiill.  —  Da  que- 
ste osservazioni,  o  direttamente  dalla  definizione  [a.  2],  seguono 
alcune  semplici  proprietà  dei  determinanti  che  è  bene  enumerare: 

l"  Un  determinante  di  cui  siano  rnilli  tutti  gli  etementi  di 
una  linea  {di  una  colonna  [a.Q])  è  nullo.  Infatti,  se  nelle  (1') 
è,  per  ogni  >,o,j  =  0,  sarà  Ai  =  0  onde  A,A,. ..  A,,~«0,  e 
quindi  [(4)]  \\a,j\\=Q. 

Anche  le  forinole  (11),  (14)  dimoBtraDO  immediatamente  la  propoBÌiione. 

2»  Vn  determìTumte  in  cui  gli  elementi  di  dite  linee  (colonne 
[n,  9J  )  siano  proporzionali  (in  particolare,  uguali)  è  nullo.  Se 
infatti  si  suppone  che  nelle  (1')  sia 

«M  ;  Om  : . . .  :  o^  =  a„  :  a»,  ; . . .  :  o»„  , 

i   numeri  complessi     A„,A„     sono  simili,  onde  [§6,  n.  18] 
A,A,...A_  =  0  ossia  [(4)]  |ja,jj|  =  0. 
3*  Supponiamo  che,  per  un  certo  h,  sia 

(16)  «»j=2I  ^'"*J'  (i  =  1 . 2 m) 

onde 

A»  =21  '•'  A'»  con  A\  =2  a»j,  Z^  • 
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Risalta  [§6,0.  10] 

(17)  A,  A. ...  A^ ...  A„  =2  '■i  A,  A, ...  A', ...  A. 

e  quindi,  applicaodo  ai  singoli  termìui  dei  due  membri  la  (4), 
se  con  (|<irjj')  si  indica  la  matrice  ciie  si  ottiene  scrivendo 
a,^,(J=!,2,...,m)  al  posto  di  a^^  ìq  (}a,jj), 

(18)  i|«<j!i=2'''IS"'jÌ1i  ■ 

In  parole,  se  più  determinanti  hanno  uguali  tutte  le  linee 
{colonne  [o.  0])  meno  ima,  il  determinante  che  ha  le  stesse  linee 
(colonne)  comuni  e  di  cui  gli  elementi  della  linea  (colonna)  re- 
siftua  sono  espressi  da  una  stessa  combinazione  lineare  degli 
elemenii  omologhi  dei  dati  è  uguale  a  questa  stessa  combina- 
zione lineare  dei  determìTtanti  preposti. 

Si  ritrova  la  proposizione  partendo  dalle  forraole  (IIX  (14);  si 
ha  infatti,  per  le  (II),  (16),  [cfr.  o.  11] 

I M I  =2(-i)***«MnA«=2  nSf-i^^M-D  A«=2^'i  Kìl  i  • 

4'  Se  nei  secondi  membri  di  (16),  (18)  la  somma  sì  riduce  ad 
un  termine  solo  si  ha  che  se  si  tnolliplioano  tutti  gli  elementi 
di  una  linea  (colonna)  di  un  determinante  per  uno  stesso  nu- 
mero il  determinante  risulta  moltiplicato  per  questo  numero. 

5*  Se  in  8*  sì  pone  o^^j^o,^,  ossia  A'»^A,,  i  termini  del  se- 
condo membro  di  (17)  per  cui  /^A  hanno  due  fattori  uguali  e 
quindi  sono  nulli  [cfr.  2*]:  quindi  se  in  un  determinante  si  sosti- 
tuisce agli  elementi  di  una  linea  (colonna)  una  stessa  combina- 
zione lineare  degli  elementi  omologhi  di  tutte  le  linee  (colonne),  il 
determinante  stesso  si  moltiplica  per  il  coefficiente,  in  detta  combi- 
nazione lineare,  degli  elementi  della  linea  (colonna)  considerata. 

In  particolare,  se  questo  coefflciente  si  suppone  =  1 ,  un  de- 
terminante non  si  attera  se  agli  elementi  di  una  linea  (colonna) 
si  aggiunge  una  slessa  comlrinazione  lineare  degli  elementi  omo- 
loghi delle  altre  linee  (colonne). 
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in  cui  gli  elementi  di  una  linea  (colonna)  siano  una  stessa  com- 
binasione  lineare  degli  elementi  omologhi  delle  altre  linee  (co- 
lonne} è  rnillo. 

13.  Consideriamo  il  determinante  nullo  [n.  12,  2*]  della  ma- 
trice che  sì  ottiene  sostituendo  al  posto  degli  elementi  a^^  della 
A™  lioea  della  matrice  ({ayj)  gli  elementi  omologhi  della  »"■ 
linea  {h^h);  sviluppiamolo  secondo  gli  elementi  di  questa  h'* 
linea  e  teniamo  conto  delle  osservazioni  del  n.  11:  otteniamo 

(19)  2«.j«'»^=0  (A:|=ft). 
Analogamente  si  avrà  [n.  9j 

(20)  2'^<Ka\  =  0  (hz^h). 

Cioè  la  somma  dei  prodotti  degli  elementi  di  una  linea  (co- 
lonna) di  una  matrice  quadrata  per  t  complementi  algebrici 
degli  elementi  omologhi  ài  un'altra  linea  (colonna)  è  nulla. 

14.  RIsuHant*  di  due  polinomi.  —  CV>me  prima  applica- 
zione delle  precedenti  generalità  v<^lÌamo  riprendere  la  consi- 
derazione del  risultante  dì  due  polinomi  [§  6,  n.  38,  42] 

f  =  a^  +  a,or~*  +  ...  +o„,,af +  a,, 
^  =  6^  +  6,07"-' -f  ...  +  *,_,  ic  +6,  . 

Seguendo  le  notazioni  del  §  6,  n.  38,  sarà 

j  F,  =  (a„  a„_,  a„_,  ...  a,  a,  0    0    ...  ) 
l  F,  =  (0     a,     o._,  ...  a,  a,  a,  0    . . .  ) 


(21) 


G.  =  (».    6„, 

».-.   • 

. .   »,    6,  0     0     . . .  ) 

G,  =  (0     s. 

6«    • 

..  S,    6,   6.   0    ...) 
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Per  scrivere  il  risultante  [g  6,  q.  42  (83)] 


RÌ8(A?)  =  Det 


nella  forma  (3)  [n.  2]  basterà  chiudere  tra  due  verticali  i  sa- 
coadi  membri  delle  (21),  ove  si  estenda  il  gruppo  delle  F.  Ano 
a  F„_,  e  il  gruppo  delle  Gp  fino  a  G„.,  :  si  ha  cosi  uua  matrice 
di  ffi  +  n  linee  e  m  +  n  colonne. 

Secondo  l'abitudine  più  diffusa,  si  scrive  di  solito  questa  ma- 
trice colle  colonne  in  ordine  inverso  a  quello  che  risulta  da 
quanto  ora  è  detto,  e  con  ciascuno  dei  due  gruppi  di  linee  pro- 
venienti dalle  F^  e  dalle  Gp  pure  in  ordine  inverso  al  suddetto: 
questo  cambiamento  di  ordine  delle  linee  e  delle  colonne  im- 
plica al  più  un  cambiamento  di  segno,  che  qui  è  del  tutto  in- 
diflèrente  perchè  si  può  sempre  alterare  i)  risultante  per  un 
fattore  numerico  [cte.  §  6,  n.  30J. 

Il  risultante  prende  così  la  forma 


(22)    Ms(r,ff 


a,  a, 
0    a. 
0    0 

a,  . 
a,  . 

S,   S, 
0    b. 

b,   . 
»,   • 

0    0    

0     0 


,  0 


Se  Dell'espreasioae  (^3)  si  considerano  a,  >a, o^rb^ib^ b^ 

come  variabili,  essa  risìUta  un  polinomio  net  campo  dei  mt- 
meri  interi,  mnogeneo  in  ciascuna  di  queste  serie  di  variabili, 
rispettivamente  del  gradi  n,m  [n.  11;  cfr.  anche  n.  12,  4*;  §2, 
11.18]. 
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15.  Dotormlnanto   di   Vaad«nnond«.  —  Si  presenta  fre- 
quentemente nell'analisi  il  determinante 


dove  a, ,a, ,...,a_  sono  n  numeri  qualunque  di  un  campo  Q: 
esso  sì  chiama  determinante  di  Vandermonde  foi'mato  con  a^ , 

a, a, .  Mediante  le  proposizioni  del  n.  13  possiamo  trovarne 

un'espressione  notevole. 

A  cominciare  dall'ultima  linea,  scriviamo  perciò  al  posto  di 
ciascun  a,*  la  somma  a^*  — a,o,*"'  dell'elemento  medesimo  e  del- 
l'omologo della  linea  precedente  moltiplicato  per  —  Qi.  Conciò 
non  si  altera  il  determinante  [n.  12,  5'];  sì  ha  quindi 


1 

!,  — a, 


a,"-'  —  0,0,"^'    a,"-'  —  a,fl," 

Se  ora  si  sviluppa  questo  determinante  secondo  gli  elementi 
della  prima  colonna  (di  cui  solo  il  primo  è  ^0  e  precisamente 
=°  1)  si  ottiene  che  esso  è  uguale  al  determinante  (suddetermi- 
aante  complementare  di  detto  primo  elemento)  che  si  ottiene 
aopprimendo  la  prima  linea  e  la  prima  colonna.  Osserviamo  an- 
cora che,  per  essere  a^*  —  a,a,*-' =  («^  —  a,)a(*~',  nella  matrice 
così  ottenuta  tutti  elementi  della  (i  — 1)""  colonna  sono  divisi- 
bili pera, — a,;  mettendo  quindi  in  evidenza  questi  fattori  si 
ha  [n.  12,  4*] 


=  (a,  —  a,)  (a,  —  Oi)  ...  (a„  —  a,) 


I 


a."-*    a.-' 
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Il  deterraJDaDte  D  risulta  cosi  ugn&le  al  prodotto  delle  dif- 
ferenze fra  i  numeri  0,(01)  ed  a,  moltiplicato  pel  detenni- 
aante  di  Vandermonde  di  ordine  n  — 1  formato  cogli  n  — 1 
aumeri  a,,a^,,..,a^.  Operiamo  sopra  questo  determiuaute 
come  sul  precedente:  otterremo  che  esso  è  uguale  al  prodotto 
(a, -a,)  (04— a,)  ...  (a^—a,)  delle  differenze  fra  i  aumeri  aj(f>2) 
ed  a,  moltiplicato  pel  determinante  di  Vanderuonde  di  ordine 
n  —  2  formato  cogli  n  — 2  oumeri  a,,...,a„.  Cosi  continuando, 
ai  arriverà  ioHue  al  determinante  di  2"  ordine 

I  1         1    I 


Raccogliendo  si  ha  qnindi 

(24)  D  =  J[(a,-a^)  . 

*>; 

Sarà  D  =  0  sempre  e  solo  quando  è  nullo  uno  dei  fattori 
(!(  — Oj!  adunque  il  determinante  di  Vanderuondg  formato  con 
n  numeri  a,,ag,...,a^  tulli  dl/ferenli  non  è  mai  nuUo. 

Il  determinante  che  ha  per  matrice  la  coniugata  di  quella 
di  (23)  è  uguale  a  D  [u.  SJ  e  si  chiamerà  ugualmente  deter^mi- 
nante  di  Vandehhonde  formato  con  a, ,  a, , . , . ,  a„ . 

Parimenti  si  chiamerà  brevemente  determinante  di  Vander- 
monde il  determinante  D'  la  cui  matrice  ai  ottiene  invertendo 
in  quella  di  (23)  l'ordine  delle  linee  (od  è  la  coniugata  di  que- 
sta): esso  differisce  da  D  al  più  per  il  seguo  [n.  10].  Precisa- 
mente 

\n    «  —  1    ...    1  / 

D'  è  cioè  pure  eguale  [n.  4]  al  determinante  che  si  ottiene  da 
(23)  invertendovi  l'ordine  delle  colonne,  e  cioè  al  determinante 
di  Vandermonde  [(23)J  formato  con  a, ,  a^, , . . . ,  a, .  Si  ha  quin- 
di [(24)] 

(24')  D'=n(o*-aj)- 
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16.  D«tornilii«nt«  di  un  prodott*  di  matrici.  —  Hipren- 
dìamo  la  sostituzioDe 

(1)      A,  =  2o,^Zj  (i  =  l,2,...,m  ;j=l.2,...,pì 

e,  ìndicaadu  con  U,,U,, ,..,  U„  un  gruppo  di  m  nuove  vai-ia- 
bili  aventi  per  dominio  il  sistema  di  numeri  complessi  0",  mol- 
tiplichiamola [§  5,  n.  4]  per  la  sostituzione 

(25)  Zj=2VU»         (j  =  l,2,...,p  ;  h  =  l.2,...,m). 
La  sostituzione  prodotto  avrà  la  Torma 

(26)  A,  =  2''"^U''         (i,ft=1.2 m) 

e  sarà  [g  5,  n.  10] 

(K.i)=(Ki)-(iy)- 

Per  l'ipotesi  fatta  che  il  numero  delle  variabili  11,^  sia  uguale 
al  numero  delle  A^,  la  matrice  prodotto  (}<fik|)  è  quadrata: 
noi  ci  proponiamo  di  calcolarne  il  determinante. 

Dalle  (26)  si  ha  [n.  3  (4)] 

(27)  A, A, ...  A.  =  I  }d,» j  (  U,U, . . .  U„  ; 

possiamo  d'altronde  ottenere  l'espressione  della  composizione 
A,A, ...A„   mediante   U,U, ...U„  ricorrendo  direttamente  alle 
(1).  (25).  Dobbiamo  perciò  distinguere  due  casi: 
1*  m>p;  dalle  (I)  risulta  allora  [%  Q,  n.  13] 

A.A,...A.  =  0  . 

Confrontando  con  la  (37)  si  ha  quindi  allora 

l|<i..|l=0 

e  cioè  la  matrice  prodotto  per  linee  e  colonne  [§  5.  n.  10]  di 
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una  matrice  di  m  linee  e  p  colonne  per  un'altra  matrice  di  p 
linee  e  m  colonne  Ita  sempre  determinante  nullo  se  m^p. 
V  m&p;  dalle  (1)  al  ha  [§  6,  n.  16  (24)] 

A,A,...A.=     2      -•o— rzT 

e  dalle  (26) 


Quindi 


Z,  Z,   ...Z. 

'U,U, ...  U.  . 


A,A,...A. 


(A    &  A  Z.  Z^    . . .  Z^     \ 

t.<*,<...<fc„        *.    N        \  "  / 

Confrontando  colla  (27)  si  ha  quindi 

*.<fc,<-<*m  '       • 

e  cioè  la  matrice  prodotto  per  linee  e  colonne  di  una  nutrice 
di  m  linee  e  p  colonne  per  un'altra  di  p  linee  e  m  colonne, 
gelando  m^p  ,  /ut  per  determinante  la  sornTna  dei  prodotti  dei 
determinanti  d'ordine  m  estratti  dalla  prima  matrice,  rispetti- 
vamente per  i  determinanti  estratti  dalla  seconda  prendendo 
ogni  volta  nella  seconda  le  linee  di  indici  ufficali  a  quelli  delle 
colonne  del  prima  fallire. 

17.  Si  chiama  prodotto  per  linee  (per  colonne)  di  due  matrici 
A,B  entrambe  di  m  linee  e  p  colonne  il  prodotto  — per  lìnee  e 
colonne  —  della  matrice  A  per  la  coniugata  di  B  (della  coniugata 
di  A  per  B). 

Il  prodotto  per  linee  (per  colonne)  di  A  per  B  é  quindi  una 
matrice  quadrata  di  ordine  m  (di  ordine  p)  il  cui  determi- 
nante sarà  nullo  se  m,'>  p  (m<p)  ;  quando  invece  m^p 
[m^p)  è  uffuale  alla  somma  dei  prodotti  dei  determinanti 
eslratli  dalla  priìna  matrice  rispettivamente  per  i  determinanti 
formati  colle  linee  (colonne)  omologhe  della  seconda. 
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18.  Se  A  e  B  aono  matrici  quadrate  d'ordine  m,  se  ne  potrà 
formare  i  prodotti  per  lìnee  e  coloaae,  per  linee,  per  colonne; 
ttdtt  questi  prodotti  saranno  sempre  matrici  quadrate  d'ordine 
m  twenli  per  determinante  il  prodotto  dei  determinanti  di  A 
e  di  B. 

La  proposizione  del  n.  4  può  cousiderarai  evidentemente  carne  caso 
particolare  di  questa. 

16.  Caratteristica  di  una  matrice.  —  Si  chiama  caralte- 
ristica  della  matrice 

(2)        A  =  ({a,j|)  {(  =  l,2....,m;i  =  l,2,...,p) 

la  caratteristica  del  sistema  di  numeri  complessi 

(29)  A<  =  (a(,art  ...  fl^p)  (i  =  l,2 w)  ; 

che  costituiscono  le  linee  di  (2). 

La  caratteristica  di  una  matrice  è  uguale  all'ordine  massimo 
dei  determinanti  non  nulli  che  da  essa  si  possono  estrarre.  Ri- 
cordiamo infatti  che  la  caratteristica  del  sistema.  (29)  è  uguale 
al  ma8.simo  numero  di  fattori  A,  che  possono  formare  una  com- 
posizione non  nulla:  a  causa  della  formola  (24)  del  §  6,  n.  IS 
è  dunque  anche  uguale  all'ordine  massimo  dei  determinanti  non 
nulli  delle  composizioni  di  numeri  A^;  e  cioè  [n.  5,  (8)  ove  si  at- 
tribuiscauo  alle  Z^  i  valori  delle  unità  E,,  E,....,  E,  di  S»"]  * 
uguale  all'ordine  massimo  di  determinanti  non  nulli  estratti 
dalla  (2). 

Matrici  coniugate  hanno  dunque  la  stessa  caratteristica,  per- 
chè [n.  8]  i  determinanti  estratti  da  esse  sono  uguali.  Ne  segue 
che  hanno  la  stessa  caratteristica  il  sistema  di  numeri  com- 
plessi (29)  ed  il  sistema 

(30)  Bj=(a,ja,j...a,,)  (j  =  1 ,2,...  ,p)  . 

Si  vede  subito  che  la  caratteristica  di  utta  matrice  non  mula 
se  si  cambia  l'ordine  delle  sue  linee  (colonne) ,  perchè  ciò  equi- 
vale a  cambiare  l'ordine  degli  elementi  nel  sistema  di  numeri 
(2d)  (0  (30)  rispettivamente). 
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Parimenti  la  carrieristica  di  una  matrice  non  mtUa  se  tutti 
gli  elementi  di  una  sua  linea  (colonna)  si  moltiplicano  o  aici- 
dano  per  uno  stesso  numero  :  ne  se  agli  elementi  di  una  sua 
linea  (colonna)  si  aggUiìigotto  t  valori  di  una  determinata  com- 
binazimie  lineare  degli  elementi  omologhi  delle  altre  linee  (co- 
lonne); 36  infatti  ai  chiama  (29')  il  sistema  di  numeri  complessi 
ctie  si  ottiene  sostituendo  ad  A^  in  (29)  A\  =  k\f  o  A'j  =  — A, 
oppure  A'j  =  A,+  yftjAj  (ft,S^  numeri  di  S),  ogoi  dipendenza 

lineare  fra  gli  elementi  dì  (^)  si  traduce  immediatamente  io 
una  dipendenza  lineare  fra  gli  elementi  dì  (29')  e  viceversa. 

20.  Appliculoiw  «I  «Isiatnl  di  «ovazioni  IIimmI  a 
cosfHcIvilll  numerici.  —  Le  considerazioni  svolte  nei  n.  prea 
permettono  di  dare  ai  risultati  del  §  0,  n.  34-37  una  diversa 
espressione  che  spesso  si  presenta  particolarmente  comoda.  Es- 
sendo proposto  un  sistema  di  equazioni  lineari  a  coefficienti  nu- 
merici [§  6,  n.  34  (59)] 

|«.i  S'i  +  «.1  '^i  +  ■  ■  ■  +  ««,  ««  =  ", 

'^i«*'i  +  «tii*»  +  ---  +  fl™«'P«  =  «ii 
le  matrici 

/  a^,    a„    ...    a„j  \  / a,,    a,,     , . •    a„,    u,  \ 


si  chiameranno  rispettivamente  la  matrice  dei  coefficienti  e  la 
matrice  dei  coefficienti  e  dei  termini  noti  di  (31):  si  ha  allora: 
a)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  il  sistema 
(31),  supposto  omogeneo,  (supposto  cioè  «,  =  «,  =  ,;.  =  i(_  =  0) 
aMia  soluzione  è  che  [§  Q,  a.  34  aj;  n.  19]  la  matrice  dei  suoi 
coefficienti  abbia  caratteristica  p<.m. 

Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  un  determinante  non  nullo 
d'ordine  p  ai  possa  estrarre  [n.  5]  dalle  prime  p  colonne  di  detta 
matrice,  e  chiamiamolo  D:  nelle  formole  (63)  del  g  6^  n.  34  si 
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matrice  A,  identificando  ì  numeri  Zj  alle  unità  Ej  di  @"].  Le 
dette  (63)  [  g  6 ,  n.  34]  danno  allora  che  una  soluzione  generale 
del  sistema  omogeneo  considerato  sarà  espressa  da 

(32)  G(y,i/....i/„_p)  =  J6,(l/,V....V„^>! 

I  Ani, 2, 

\b^iVtV^-V^-,)=VJì  {ft=\,2,...,m-p). 

dove  con  [>'-'II'+**  si  rappresenta  il  determinante  che  si  ottiene 
sostituendo  nella  matrice  di  D  agli  elamenti  della  colonna  di 
indice  j  gli  elementi  omologhi  della  colonna  d'indice  p-\-h 
nella  matrice  dei  coelhcìenti  di  (31). 

Io  particolare,  se  n  =  m ,  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  un  sistema  di  m,  equazioni  lineari  omogenee  a  coeffi- 
cienti numerici  in  altrettante  incognite 


abbia  solTtzione  è  che  il  determinante  della  matrice  dei  cocffi- 
cientt 


«u    «t-    ■■■    «« 

sia  nullo  [cfr.  §  6,  n.  36  (66)]. 

Se  la  caratteristica  di  A  [(34)]  (o  di  (33)  [§  6,  n.  20,  33])  è 
precisamente  n—\  e  se  tion  tutti  i  miìiori  complementari  degli 
elementi  della  sita  ft~  linea  di  (34)  sono  nulli,  la  soluzione  di 
(33)  sarà  espressa  da  [§  6,  n.  30;  n.  5] 

(35)  oHf'.x^: . . .'.  x^^^  c^,^'.  c^^: . .  .'.af^  . 
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lufattj  nelle  presenti  ipotesi  si  dovrà  poira  nella  (32)  p=n—l 
(=m— 1);  e  se  si  suppone,  per  flasare  le  idee,  che  sia  preci- 
aumeote  DA^=^0  [n.  5],  si  potrà  assumere  in  detta  (33)  [§  6, 
n.  34  (63)J  y)  =  DA^  =  [~~l)'^a'^-,  vi  sarà  inoltre  A=l, 
p  +  A  =  n,D'J"-'  =  (-])»-J-'nAj»  [D.4  (5);  §  5,  n.  37  (23)]  e 
quindi  -D'*"-'=(-l)-^nAj,=C-l)-'[-l)***a'j»=(-l)-^fl'^; 
(33)  diviene  allora  (35). 

t>)  Supposto  poi  che  il  sistema  (31)  non  sia  omogeneo, 
condizione  necessaria  perchè  esso  ammetta  soluzione  è  che  [§  6, 
a.  29;  n.  19]  la  matrice  dei  coefficienti  e  la  matrice  del  coeffi- 
cienti e  dei  termini  noti  abbiano  la  stessa  caratteristica.  Questa 
condizione  é  anche  sufficiente  se  Q  è  campo  di  razionalità.  Se 
si  suppone  clie  detta  caratteristica  sia  ancora  p,  e  cbe,  per 
fissare  le  idee,  un  determiuante  d'ordine  p  non  nullo  si  possa 
estrarre  precisamente  dalle  prime  p  colonne  di  A,  e  aia  questo 
D,    si  potrà  assumere,  nelle  formole  (64)  del  §  6,  d.  34  bj , 

0»!  =r-c.'  -' '  o "  =  P  [cfr.  sopra  a)];  se  quindi  con  D,  si  indica 

il  determinante  che  si  ottiene  sostituendo,  nella  matrice  dì  D, 
agli  elementi  della  J""  colonna  gli  omologhi  termini  noti  (e  cioè 
gli  elementi  omologhi  dell'ultima  colonna  di  B),  sì  hache[§6, 
n-  34  bJ  (65),  (64)]  una  soluzione  particolare  del  s.tstema  non 
omogeneo  (31)  è  espressa  da 


(36) 


-(ì  ^  ■  ^  •■  o) 


in  tutti  i  casi  in  ad  i  rapporti  indicati  hcmno  senso,  in  par- 
ticolare  se  Q  è  campo  di  razionalità.  La  soluzione  generate 
sarà  allora  rappresentata  [%  6,  n.  31  (56),  (56")]  da 

(E,  G(i/,!/,  ...  !/,,_,)) 

ovvero,  se  <S  è  campo  di  razionalità,  da 

a-|-G(v,V,  ...  V„^), 
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G  rappresentando  sempre  la  funzione  espressa  da  (32)  ave  D 
ha  lo  stesso  significato  che  in  (36). 

Se  n  =  ms=p,  sarà  in  (36)  D  =  DA  e  la  sola  ^soluzione  di 
(31).  »ard  (regola  di  Cramer  [§  6,  n.  36]) 


(37)  S={è,e,...i.) 


e,=- 


a,_„    M,    a^^, 


\ 


0- 


c)  Se  [§  6.  n.  37]  i  numeri  a^^(i  =  1 ,2,.. .,»»  ;  j=  I, 
%,...,  n  ;  n  ^  m)  sono  tali  che  esistoDO  numeri  bf  dod  tutti 
nulli  per  cui 


(38) 


2       «0*'=       2        «u*-- 

1,3 k  1—M-l "• 


eliminando  i  numeri  ftj  fra  le  (38) ,  si  ha  fra  le  a,j  il  sistema 
di  lutazioni  [§  6,  a.  37,  {70)j  espresse  dall' annullarsi  dei  de- 
terminanti d'ordine  m  estratti  dalla  matrice 


(39)        A=(ja,jj) 

dei  coefficienti  delle  (3? 
Se,  in  particolare,  n 
n.  37  (70')] 

I  ' 
(40) 


((=1,2 m  ;  y  =  1 , 2 , . . . ,  n) 

I. 

=m  si  avrà  così  l'unica  relazione  [ 


ESEMPI  E  COMPLEMENTI 


un  datarmlnanlo.  —  Applichiamo  la  formola  (11)  del  d.  6  a 
calcolare  il  determinante  del  3°  ordine.  Si  ha  subito  [cfr.  pure 


□igitizedbyGoOgIc 


u.  6  (12)] 

a     b    e 
a'    e    & 


DKTHBKIMANTI  I.  l 

I  6"     c'  I         \a'     &  \         I  o'     ft"  I 
=a  —6  +c 

1  6"    e   I         I  a      e    I         lofi"! 

=  a^c"  —  ati'd  -  Me"  +  6a V  +  cdb"  —  ctfb'  . 


Per  scrivere,  nei  cuj  numerìoi,  questo  sviluppo  è  utile  ricordare  U 
ragola  seguente  (di  Sakrus):  si  ripetano,  a  destra  delia  matrice  del 
S*  ordine  dj  cui  si  vuol  calcolare  il  determinante ,  le  prime  due  sua 
colonne:  db^ 


saranno  allora  termini  dello  eviluppo  del  determinante  ì  tre  prodotti 
delle  teme  di  elementi  ohe  vengono  a  dispersi  su  rette  parallele  alla 
diagonale  principale  delta  matrice,  e  i  tre  prodotti,  cambiati  dì  segoo, 
delle  teme  di  elementi  che  vengono  a  trovarsi  su  parallele  alla  dia- 
gonale secondaria. 

II.  Delle  forinole  (11),  (14)  dei  n.  6,  7  rileviamo  il  caso  par- 
ticolare io  cui  tutti  gli  elementi  di  una  linea  o  di  una  colonna 
della  matrice  (Ìa<;t)i  toltone  uno  fossero  nulli:  il  determinante 
è  allora  uguale  al  prodotto  di  qtiesf  unico  elemento  non  mtilo 
per  il  stio  complemeìiio  algebrico.  Si  applica  spesso  quesia  os- 
servazione, insieme  colle  proposizioni  del  n.  12,  per  semplificare 
il  calcolo  di  un  determinante. 

Di  tale  applioaaione  abbiamo  già  dato  esempio  calcolando  il  determi- 
nante di  Yandbbuondb  (n.  l&j.  Come  altro  esempio  si  voglia  o»loolara 
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CALCOLO  DI  DBTIIRIIIMANTI 


i  ha  [n.  12,  6»] 


=  (a-6)(é-c) 


d     d 


=  (_a-b)(,b-oXc-S)d  . 


Segue  da  questa  osservazione  che  se  la  matrice  di  undetèr- 
minanfe  ha  nulli  tutti  gli  elementi  da  una  parte  della  diago- 
nale principale,  il  determinante  è  uguale  al  prodotto  degli  ele- 
menti di'detta  diagonale  principale.  Infatti  allora  il  determi- 
oaiite  risulta  uguale  al  prodotto  del  primo  elemento  per  il  suo 
mÌDore  complemeotare;  ma  questo  è  della  steg&a  forma  del  de- 
terminante dato:  si  ha  quindi  la  proposizione  per  induzione  ma- 
tematica. 

Se,  in  particolare,  £"  è  la  matrice  uuità  d'ordine  m  [§5,  n.  13] 
sarà  [§  5,  n.  Ili] 

(1)  D(£ft)  =  ft". 

Analogamente  si  vede  che  se  la  matrice  di  un  delerminanle 
d'ordine  m  ha  nulli  tutti  gli  elementi  da  una  parte  della  dia- 
gonale secondaria,  il  valore  del  determinante  è  il  prodotto  degli 
elementi  di  questa  diagonale  moltiplicalo  per  +1  se  m  ^  0  o 
^  1  (mod.  4),  per  — 1  se  m,^2  o  ^3  (mod.  4). 

III.  Più  generalmente,  consideriamo  le  matrici  della  forma 


/a 

,  ì 

1 

a\ 

li 

,    N  = 

B 

e 

e 

\ 

/ 

V 

0        J 

dove    A.B.C,...    rappresentano  matrici   quadrate  qualunque, 
aventi  rispettivamente  la  dimenale  principale  o  la  secondaria 
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sopra  la  diagonale  priocipale  o  la  secondaria  della  matrice  to- 
tale, mentre  tutti  gli  elementi  residui  da  una  parta  della  detta 
diagonale  sono  nulli.  Si  ha  rispettivamente 

(3)    nM=DA-nB'DC-...    ,    DN=(-l)'aA-DB.DC-... 

dove  s  rappresenta  la  somma  dei  prodotti  a  due  a  due  degli 
ordini  delle  matrici  A,B,C,...,  Indichiaoio  infatti  con  a,b,c,... 
questi  ordini  e  con  A'  la  matrice  complementai-e  di  A  rispettiva- 
mente nelle  due  matrici  M  ,  N.  Applicando  la  regola  di  Laplace 
si  ha 

DM  ={—  i)'"+«+-Mi  QA  •  DA'  =  DA  •  DA' 

e  ponendo  n  =  a  +  b-{'C  + ...  (ordine  di  N), 

DN  =  (_ i)»+«+...-t*4^«-.s+ ...+.— **■!.  QA  .  DA' 
=_(__l)*Nt**-...inA.DA'  ')  ; 

poiché  A'  ha  nel  due  casi  rispettivamente  la  stessa  forma  di  M 
e  di  N,  ne  seguono  per  induzione  le  (3). 

IV.  Dalle  (3)  si  ricava  una  nuova  dimostrazione  della  propo- 
sìzione  del  o.  18:  siano  infatti 


=  (l°«t)    •    B  =  (l»ol) 


(l,J=\,2 m) 


due  matrici  quadrate  dello  stesso  ordine  m:  consideriamo  la 
matrice 

/a„    a„    ...    a      0      ...\ 
a,,    ...    0      0 


')  1+2+ ..  +a+*+(>.-l)+...+(.-.+l)=o+.— 

=.+a'+a(4+o+  ...) 

hft  laat«ss*  parità  di  a(6+c+...),  perctiè  a+a*=a(a+l)  è  Mmpre  un 
numaro  pari, 
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È  [n.  nij 


ac=nA-nB . 


Agli  elementi  della  i~'{i^m)  linea  della  matrice  C  aggiun- 
giamo ora  gli  omologhi  di  tutte  le  lìnee  seguenti  la  m~  moltipli- 
cati ordinatamente  per  a,,  ,a„,...  :  si  ottiene  una  nuova  matrice 
che  ha  )o  stesso  determiuante  di  C  [n.  12,  5"]  :  3ar&  dunque  pure 


Applicando  allora  la  seconda  delle  (3)  ai  ottiene  pure  fn.  11(1)] 


-10.. 
0    —1     .. 


■ 


(-1)- 


—  D(AB)(-l)-*-  =  D(AB)  . 
V.  Consideriamo  la  matrice 

(a,    a,    a,    a\ 
»,     6,     S,     tj 
e  pooiamo 

Osserviamo  quindi  che  il  determinante 


(«<*)  . 


a, 

». 

o. 

«4 

». 

>• 

e. 

». 

a, 

«1 

«, 

<*. 

6, 

»» 

K 

», 
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è  nullo  per  avere  coppie  di  linee  uguali:  se  allora  si  svilappii 
questo  determinante  mediante  la  regola  di  Laplace  ajiplicata 
ai  determinanti  estratti  dalle  prime  due  linee  a  dalle  rimaneoti 
due  si  ottiene 

i-elazioae  quadratica  tra  i  determinanti  (d'ordine  2)  estratti  dalia 
matrice  data.  Questa  relaziona  à  fondamentale  nella  geometria 
analitica  delle  rette  dello  spazio.  È  chiaro  che  artifìci  analoghi 
potranno  far  conoscere  relazioni  fra  i  determinanti  astratti  da 
matrici  rettangolari  assegnate. 

VI.  Dalla  proposizione  del  n.  12,  3*  risulta  che  it  determinante 
di  una  somma  di  matrici  è  uguale  alla  somma  dei  determi- 
nanti di  tutte  te  matrici  le  cui  linee  (colonne)  sono  ugucUi  a 
linee  (colonne)  mnologhe  delle  matrici  date.  Si  ottiene  d'altronde 
questa  proposizione  col  calcolo  diretto:  se  cioè  si  pone 

A'."=(a;';  a'l\  ...  a|J;)  {i=ì,2,...,m  ;  l=l,2,...,r) , 
risulta  [g  6,  n.  10] 


onde 


A,A,...A„=  2  A,' A/.-.A^- 
it,,!:, jb„_l,2,...,r 


2  Det 


A/A^V.-A," 


E.E....E„     ^_j jf_i_a ^  E,E.-E, 

VII.  Applichiamo  questa  proposizione  al  calcolo  del  determi- 
nante della  matrice 

/  a„-|-c        a„     ...  «i^  \ 

"   ^i ■ 
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Pooiamo 

È 

C  =  A  +  Ec  ; 

sequindìcOD  B,,B,,...  si  iodicaDO  le  matrici  formate  prendendo 
alcune  linee  dalla  matrice  A  ed  altre  dalla  Ec,  per  la  propo- 
sizione precedente,  [v.  pure  n.  II  (1)] 

(5)       DC=aA-f  a(£c)+2nB,  =  a  +  c-+2nB,  .■ 

Siano  r  le  linee  di  B,  apparteuenti  ad  Ec:  sviluppiamo  DB,, 
mediante  la  regola  di  Laplace,  secondo  i  minori  estratti  da 
queste  r  linee.  Di  tali  minori  non  è  nullo  quello  solo  che  è  for- 
mato colle  colonne  di  indici  uguali  a  quelli  delle  dette  r  linee, 
ed  è  precisamente  D(E^c)  =  <f  (^^  =  matrice  unità  d'ordine  r); 
tutti  gli  altri  sono  nulli  per  avere  una  linea  di  elementi  nulli. 
Il  minore  complementare  di  detto  minore  non  duIIo  sarà  quindi 
identico  al  suo  complemento  algebrico;  anch'esso  è  estratto  da 
linee  e  colonne  di  uguali  iudìci  e  non  differisce  d'altronde  dal- 
l'omologo minore  di  A. 

Si  chiamano  minori  principali  di  A  questi  minori  estratti  da 
gruppi  di  linee  e  dì  colonne  aventi  gli  stessi  ìndici. 

Otteniamo  dunque 

dove  eoa  »),„^. «,.„„...■  si  indicano  i  minori  principali  d'or- 
dine ?n  —  r  di  A.  Indichiamo  ancora  con  a„^  la  somma  di 
questi  minori  principali  di  ordine  m~r:  si  ha  infide  da  (5),  (6) 

(7)  DC  =  a  +  (T„_,c  +  <T._,c'-|-...  +  a,c"-'-Hc"  . 

Vili.  Alcuna  proprlatè  dal  rlsuHanla  di  du»  pollnoiiil.— 

Riprendiamo  l'espressione  trovata  al  n.  14  per  il  risultante  di 
due  polinomi 

(8)  f=      2      «..«-*    ,17=      2       ^^"** 

(~0,._,m  i  =  0,...,n 
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Mostreremo  anzitutto  che  Kt{f,g)  [n.  14  (22)]  considerato  come 
polinomio  nelle  variabili  a, ,  6;  é,  complessioamenie  in  queste 
variabili,  isobarico  di  peso  tnn. 

Osserviamo  infatti  che  nel  determinante  che  rappresenta 
Ris  (/*,£/)  [a.  14  (23)]  l'elemento  che  appartiene  alla  i^  linea  (t'^n) 
e  alla  f"  colosna  {ni—i^^i)  è  aj_|,  l'elemento  che  appartiene 
alla  (n-(-()™  linea  (i^m)  e  alla  /"  colonna  {n  —  i^^i)  è  b^^, 
e  i  restanti  sono  nulli.  Ciò  posto,  al  luogo  di  questi  a,_( ,  6j_|  po- 
niamo [§  2,  n.  22]  rispettivamente  a^_J'-*  ,bj_J>-* ,  e  indichia- 
mo eoa  R'  il  determinante  che  risulta  da  questa  sostituzione. 
Moltiplichiamo  in  esso  tutti  gli  elementi  della  i**  linea  (t  »=  1 , 

2 n)  e  tutti  quelli  della  (n  +  i)"'  linea  (i  =  l,2, ...  ,»*)  per 

V:  si  otterrà  un  nuovo  determinante  uguale  [n.  12,  4*J  a 

Rr  con  «=      2      '+      2      *• 


nel  quale  gli  elementi  della  j™  colonna  sono  a^.^/'  sulla  i"^  linea 
{j  —  m^i^),  òj^lJ  sulla  {n  +  iìT'  linea  {j  — n^isÉj")  e  sulle 
linee  restanti  sono  nulli.  In  questo  deteriuinaute  tutti  gli  ele- 
menti della  j""  colonna  sono  dunque  divisìbili  per  t^  :  si  poasono 
dividere  tutti  per  questo  fattore  portando  questo  a  moltiplica- 
tore dell'intero  determinante  [n.  12,4°]:  con  ciò  si  sopprimono 
in  tutti  gli  elementi  del  determinante  tutti  i  fattori  potenze  di 
t:  si  riottìene  dunque  il  determinante  RÌ8{/',c)  (n.  14  (22)],  a 
moltiplicare  il  quale  però  si  trova  il  fattore 

r'        con       11=        2       J=      '^     i+      "^     in  +  i). 

y— l,...,m  +  n       1—1 »        <_1 M 

È  dunque 

K't^  =  Kt(f,ff)f'       onde       R' =Ks{r,ff)(^"  ; 


si  conclude  che  Ks{/',g)  è  isobarico  di  peso 
«1-1=     2     {»  +  0-     2     *=     2 
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PROPRIRTÀ  DRL  blBULTAHTJt 


sas 


IX.  Come  applicazioae  delle  regole  di  calcolo  sopra  detenoi- 
oanti  mostreremo  ancora  che,  se  f  ò  uà  altro  polimoulo  nella 
variabile  a;,  si  ba 


(9) 

Sia  infatti 

(80     »=       2 


2       c,ar*^*  . 
«H-f* 


Nella  matrice  che  definisce  RÌt(/',p')  [n.  14  (£3)]  inseriamo, 
dopo  le  prime  n,|i  nuove  linee,  ed  aggiungiamo,  come  ultime, 
|i  nuove  colonne,  per  modo  che  siano  nulli  sulle  nuove  linee  tutti 
gli  elementi  che  vengono  a  trovarsi  sopra  le  m  -f  n  colonne 
esistenti,  mentre  il  gruppo  degli  elamenti  sulla  ultime  (nuove) 
pi  colonne  costituiscano  una  matrice  uniti  (d'ordine  |l);  le  \f. 
nuove  colonne  abbiano  elementi  nulli  sopra  le  prime  n  linee, 
ed  abbiano,  sulla  m  ultime  linee,  rispettivamente  gli  elementi 

—  a,   —  a,  . . .  —  oi^_,  ,0   —  o,    —  a,  ...  —  a^^^  ,00   —  «,  . . . 

—  a-_,  ,  ...  (cosicché  se  »t>|i,  le  ultime  m  — (t  linee  arranno 
di  nuovo  su  di  esse  esclusivamente  elementi  0).  Otteniamo  cosi 
la  matrice 


,«.  ",  ■ 

.0.     0     0. 

..  0 

0 

0    . 

0 

0    a,  . 

■  ''■•-i  **«  0  . 

.  0 

0 

0    . 

0 

0    .    . 

•  0. 

0 

0    . 

.      0 

0    ,    . 

.  0 

1 

0    . 

0 

0    .    . 

.  0 

0 

1  . 

.      0 

0     .     . 

.  0 

0 

0    . 

.       1 

s,  »,  . 

.  0 

-«. 

—a,  . 

■  -V. 

0     8,  . 

.  0 

0 

-a,  . 

■  -«,-. 

Di3iiizedb,G00gle 


Ì96  QRTERHINANTl  t.  §  7. 

Pel  modo  stesso  in  cui  abbiamo  definito  le  ^  linee  inserite,  il 
solo  minore  non  nullo  che  da  esse  si  possa  estraire  è  quello 
Tormato  colle  (i  ultime  colonne  e  vale  1  ;  se  quindi  si  sviluppa 
DP  secondo  i  minori  estratti  da  dette  (i  linee,  risulta 


(10) 


op={-ir-Ks(r,ff) . 


Trasroi-mìamo  analogamente  anche  la  matrice  che  definisce 
Ks{tf,ff)  inserendOTi ,  dopo  le  prime  n  linee,  altre  m  di  cui  la 
t"  sarà 

0  0  . . .  0  «0  »i   ■  ■  ■  "^  0  •  ■  -  0 

»+l  — 1  clementi  m  —  i  Hemcnti 

ed  aggiungendo  m  ultime  colonne  in  cui  siano  nulli  tutti  gli 
elementi  che  dalla  regola  precedente  non  siano  determinati:  si 
ottleoe  cosi  la  matrice 


0    0 
0    0 


ft-i-n  colonne 


0 


Op      0     ...  0 


0    ...   0  / 
n  colonne 


Dalle  m  ultime  colonne  dì  questa  matrice  si  può  estrarre  un 
solo  minore  non  nullo,  cioè  quello  formato  cogli  elementi  delle 
mlinee  inserite,  e  vale  a^"  [u.  IIJ;  se  quindi  si  sviluppa  DQ 
secondo  i  minori  estratti  dalle  ultime  m  colonne  si  ottiene 


(11) 


n(ì={-ìr't;«t(f.if). 
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Vogliamo  ora  calcolare  il  prodotto  PQ.  Per  facilitare  questo 
calcolo,  indicliiamo  per  un  momeuto  con  Pìì,Qìj,  ffj  gli  elementi 
generici  rispettiTamente  di  P,Q  e  della  matrice  prodotto;  cod- 
Teciamo  inoltre  che  i  simboli  a,,9,,b,,c,  rappresentino  lo  0  per 
quei  valori  dell'indice  s  che  non  appartengono  ai  coefllcienti  di 
r,9.g,r9  [(«).  W].  Sarà 

per  i< 


M   . 

l'i,— 0,-,  .  9j.  =  «»-,        U^tn  +  n) 

p,i=0                             U>m+n). 

quindi  [§5, 

n.  4;S2,  0.7J 

J                1 

.+<•■. f:^  , 

j)„-0                     Uztim+ti-t-i-j, 

quindi 

per  i=n+-ii+r  ,         Pìì=^,-ì'  .  ffj»==*Vj       W:^»»  +  n), 

quindi ,  sempre  tenendo  presenti  le  convenzioni  circa  i 
valori  nulli  dei  simboli  &,,«,. 

'  'SÉ* 

=2*»-p-«»lH4-*"      ■ 

Vogliamo  ora  considerare  il  determinante  DPQ:  esso  sarà 
uguale  [□■  VI]  alla  somma  di  tutti  i  determinanti  le  cui  matrici 
si  otteogODO  da  PQ  ponendovi  al  posto  di  ciascun  elemento 

•)  Avendo  posto  j  =  i —|l +  •"  —  (  nella  prima  Bomma  e/  =  l»  +  ( 
nella  aeconda. 
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r^  (t  =>  n -|- |i  +  O  il  termiae  della  somma  «quìvaleate  cha  cor- 
risponde ad  un  valore  di  t  arbitrariamente  Sssjia  per  ogni  i". 
Ma  osserviamo  che,  per  />i".  a^„  ^r^^O:  essendo  inutile  con- 
siderare natrici  ood  linee  nulle,  corrispondentemente  ad  ogni 
valore  di  i"  si  possono  attribuire  a  (  soltanto  i  valori  ^t"; 
inoltre  se  per  due  diversi  valori  t  ,  ?  di  i"  si  assume  lo  stesso 
valore  di  /,  le  due  linee  di  posti  n  +  |t -|-t,  n -{- 1^  +  ^  risul- 
tano di  elementi  omologhi  ftjt_|i-("|»+i-«>  ^»-ij.-i«^-i-»  proporzio- 
nali: il  corrispondente  determinante  è  dunque  nullo:  si  avrà 
dunque  un  determinante  non  nullo  solo  attribuendo  a  i  valori 
diversi  per  diversi  valori  di  t",  e  cioè  solo  per  t^i".  Riassu- 
mendo adunque,  DPQ  è  uguale  al  determinante  di  una  matrice 
i  cui  elementi  s,.  sono 


per 

ff  n 

S|.  =  '■!.=  <'.-. 

per 

(  =  »  +  .', 

f^V- 

S(»  =  ^u=  V/ 

per 

1  =  »  +  !", 

.--|.  +  i-. 

i"^m 

»,.  =  *.-,-,•«,  =  '.- 

..'«, 

A  meno  del  fattore  a^  che  moltiplica  tutti  gli  elementi  delle 
ultime  m  linee,  questa  matrice  è  dunque  quella  il  cui  determi- 
nante è  Ris(/'T,fr)  [n.  14  (22)J. 

Si  conclude  [n.  12,  4*] 

DPQ  =  «-Rl8(/-<p,p')  . 
Ma  dalle  (IO),  (11)  si  ha  pure 

DPQ  =  aP'aQ  =  «;Ri»(Ai?)-Ri»(?.i?)  . 

Ne  segue  la  (9). 

X.  Matrici  aggiunto. — Condizione  necessaria  e  aufflciente 
perchè  una  matrice  A  abbia  aggiunta  rispetto  a  numeri  conve- 
nienti [§  5,  u.  VJ  è  che  essa  non  sia  singolare  [g  5,  n.  VI;  §  0, 
n.  XV],  e  cioè  che  il  suo  determinante  non  sia  nullo.  Fra  i  nu- 
meri rispetto  ai  quali  esiste  l'aggiuuta  è  allora  sempre  il  de- 
terminante medesimo  della  matrice,  ed  ogni  altra  a^iunta  (ri- 
spetto ad  un  altro  numero)  si  ottiene  da  questa  moltiplicandola 
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o  dividendola  per  un  aumoro  conveniente  {§  5,  n.  V,  VII].  Si 
ctiiama  perciò  brevemente,  ia  modo  assoluto,  aggiunta  di  una 
matrice  A  l'aggiunta  di  A  rispetto  al  suo  determìnftnta  DA 
(supposto  :^0);  vogliamo  qui  mostrare  che  essa  è  la  coniugata 
della  matrice  che  ottiene  sostituendo  in  A  a  ciascun  elemento 
il  suo  complemento  algelfTico. 

Se  infatti  si  indica  [n.  5]  con  a'f^  il  complemento  algebrico  di 
a^j  rispetto  ad  (|a,jj).  sarà 

(Kt)(Kl).-(|2;««»-..|)^ 

se  quindi  poniamo 

iK|i=«. 

gli  elementi  di  questo  prodotto  saranno,  a  causa  delle  formolo 
(11),  (19)  dei  n.  6,  13,  a  o  0  secoadochè  ft  =  i  o  A4:J;  è  cioè 

m  (K|)(K|)=-B»- 

XI.  Da  questa  (12)  segua  [n.  18,  8,  IV,  Il  (1)J 

lKillK|l-D(ira)  =  a- 

e  quindi,  se  si  suppone  a  4=0  [cfr.  n.  prec]  , 

(13)  |ja'^^}|=a--' 

e  cioè  :  t7  determinante  della  matrice  aggiunta  di  una  matrice 
d'ordine  m  è  uguale  alla  m  —  1""  potenza  del  determinante 
della  matrice  data. 

Una  proposizione  analoga  si  può  dimostrare  per  i  minori  della 
matrice  aggiunta,  e  cioè:  un  m.inore  d'ordine  q  della  matrice 
(ia'ijf  )  è  uguale  al  complemento  algebrico  del  minore  di  (}a,jj) 
formato  colle  stesse  linee  e  colonne,  moltiplicato  per  a''~K 

Sia  infatti 

Mmo"»»))      (A=A,.A A,  ;  ft=ft,,ft ft,  ;  A,>A_,,ft,>/i,_j 

la  matrice  del  minore  di  ({a',jj)  che  si  considera.  Possiamo  dare 
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a  GM  la  forma  di  un  determinante  d'ordine  m  cou  un  artificio 
già  usato  al  D.  IX. 
iDdichiamu  cioè  coQ  A'i .  A'i> ...  ,/i'„^(A',<  A'^,)  quelli  fra  gli 

indici   l,2,.-.,m  diversi  da   ft,,A, \  ordinati  per  valori 

crescenti,  e  parimenti  col  ft,  .S'». -.■.  ft',^,(ft',<ft'M.,)  quelli  fra 

gli  indici  1,2 »i  diversi  da  A,,  A,,... ,  A,  ordinati  pure  per 

valori  crescenti,  e  poniamo 


1  a 

. 

per    h  =  K{r=\.1,- 

,9) 

»..=    0 

>      ft  =  A'.(s=l  ,2... 

,»>-«) 

(  1 

»      A  =  Y,(s=l,2,.. 

,m-5) 

matrice 

d' 

..j)                («,»=!, 2. 

...,m) 

differisce  dalla  coniugata  di  M  soltanto  per  l'aggiunta  di  ra—q 
linee  e  coloaae,  per  modo  che  sopra  ciascuna  delle  nuove  co- 
lonne non  è  nullo  (ed  =1)  un  solo  elemento,  all'incontro  con 
una  delle  nuove  linee:  se  allora  si  applica  la  regola  di  Laplace 
a  sviluppare  |  JA^^j  |  secondo  i  miaori  estratti  dalle  dette  nuove 
colonne  (dì  indici  /('|,ft', , .-. ,  A'„^)>  si  osserva  che  di  questi  non 
è  nullo,  e  precisamente  :=  1 ,  quello  solo  formato  colle  linee  di 

indici  ft'i.ft', ft,.-j.  il  cui  minore  complementare  è  DM.  Ne 

risulta  [n.  7] 

(16)  i|Ul  =  nM(-i)"'+"'.  ■ 

Ciò  premesso,  si  ha 

(18)  (i%l)(W)=(M) 

con 

/2iijfl'i.i  =  0  per    As=A^(r=l, 2, ...,?)  e    ir^h 
\  1 

c,^='^a^if>j^  =  {^a^ja\j  =  a  »     h  =  h^(r=l,2,...,q)  e   i  =  b. 

\     Of^-  >     A=aft',(s=l,2....,m  — 9) 
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Da  (15),  (10)  8^ue 

(17)  I  )c«ì  |  =  a  I  i6,4  I  =  anM(-l)^'^'+'''. 

Applichiamo  d'altra  parte  la  regola  di  Laplace  allo  sviluppo 
di  I  |c,,,|  I  secondo  i  minori  estratti  dalle  sue  colonne  di  indici 
A, ,  A,,...,  A,:  questi  miaori  sono  tutti  nulli,  fatta  eccezione  per 
quello  le  cui  linee  hanno  pure  gli  indici  h^,ll,,...,h^,  e  questo 
vale  af  ;  il  minore  complementare  sarà  estratto  dalle  linee  e 
dalle  colonne  di  (}cj„l)  aventi  gli  indici  à\,h\,...,/t\_^  e  sarà 
quindi  (tenendo  presenti  i  valori  delle  Cj„  sopra  calcolati)  il  de> 
terminante  della  matrice 

N  =  (|a»vi)       (ft'=A',,A;,...,A'„_,  ;  ft'  =  A',.ft'.,...,ft'^,,)  ; 
si  ha  dunque 
(18)  |ic,4l=a«nN(-l)^"'. 

Raccc^liendo,  da  (17),  (18)  risulta 


onde,  poiché  azi^O  , 


Questa  (19)  esprime  la  propoatzione  enunciata. 

Se  si  moltiplicano  per  —  1  tutti  gli  elementi  delle  lìnee  di 
posto  dispari  dì  ([a't^j),  quindi  ancora  tutti  gli  elementi  delle 
colonne  di  posto  disparì  nella  matrice  risultante,  sì  ottiene  la 
matrice  che  ha  per  elementi  i  minori  d'ordine  m—  1  di  (ja,j(): 
da  questa  osservazione  e  dalie  (13),  (13)  il  lettore  trarrà  facil- 
mente che  il  determinante  che  ha  per  elementi  i  minori  com- 
plementari degli  elem.enli  di  {\a,})  è  uguale  a""',  ed  ogni  suo 
minore  d'ordine  q  è  uguale  al  minore  complementare  dell' 0- 
moloffo  minora  in  ()a,J),  moltiplicato  per  a*-'. 
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XII.  Quando  a  =  0  i  passaggi  precedeoti  ceasftoa  di  potersi 
£are;  d'altronde  non  si  può  allora  più  parlare  propriamente  di 
matrice  aggiunta  della  data  [g  4,  n.  VIj:  cionondimeno  si. chia- 
merà pure  allora,  per  estensione,  aggiunta  della  matrice  (}flyj) 
la  matrice  (|a'i;t),  ■  Le  proposizioni  del  a.  prec.  continuano  allora 
a  valere  in  quanto  esse  esprìmono  solo  che  la  matrice  aggiunta 
ita  caratteristica  <2. 

Se  infatti  indichiamo,  come  d'abitudine,  con  A,,A,,...,  A„  i 
numeri  complessi  che  formano  le  linee  di  (Jotjj).  sarà,  per  l'i- 
potesi che  a=.0,  [n.  2  (4)]  A,A.',--A„  =  0  e  quindi  [g  6.  n.  22] 
tutta  le  composizioni  dì  m —  1  di  questi  numeri  complessi  sono 
numeri  simili  di  (£?"■"-'. 

Le  coordinate  delle  composizioni  degli  m — I  numeri  A,, 
A,,...,A„  diversi  da  A,  o  da  A,  sono  rispettivamente  [n.  5] 

(DA,,nA^  ...  DA^    ,    (DA„DA.,  ...  DA^: 

si  ha  quindi 

nA^:DArt-DAH.:DA^, 
onde 

a'r*  a'*  =  (- 1)^  (- 1)***  DA,»  D  A^  = 

=  (_  i)M*  (_  i)H*  \2k^  DA^  =  a'^  o'h, 
e  cioè 


(20) 


sono  cioè  nulli  tutti  ì  determinanti  d'ordine  2  estratti  da  (Ja'ij{)- 
Queata  proposiiìone  segue  pure  dalla  proporcione  (S6)  del  n.  20: 
poicliè  in  questa  l' indice  k  è  arbitrario,  ne  deriva  inatti  che  tutte  le 
colonne  di  (U'^fj)  sono  coatituite  da  elementi  proporiionali ,  donde  ri- 
anlta  la  (20)  [n.  13,  2*]. 

XIII.  Divisori  «laniaiilarl,  ~  Una  conseguenza  interessante 
della  formola  (13)  è  la  seguente;  supponiamo  che  (2  sia  campo 
d'integrità  e  che  p  sia  un  fattore  comune  a  tutti  i  minori  d'oi^ 
dine  m  —  1  dì  {[«(J);  precisamente  iudicbiamo  con  p*  la  mas- 
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sima  pote&za  di  p  che  e  fattor  comune  di  tutti  questi  minori; 
in  I  {a'jj  I  si  avrà  allora  [n.  13,  i°]  il  fattore  j)"\  Indichiamo 
ancora  con  p^  la  maasima  potenza  di  p  che  è  fattore  di  a. 
SuppoDiaiDO  che  Q  consenta  la  teoria  della  divisibilità  [g  6, 
n.  XXX]  e  che  in  esso  p  sia  numero  primo  '):  in  or~'  si  avrà 
allora  il  fattore  p"^*'"  e  non  si  potrà  avere  come  fattore  una 
maggior  potenza  di  p  :  dal  confronto  dei  due  membri  di  (13) 
segue  allora 

(21)  macini -l)h. 

In  particolare,  tosto  che  A>0,  sarà  ft>/i:  ogni  fattore  primo 
comune  a  tutti  i  minori  di  una  matrice  è  fattore  del  determi- 
minante  di  questa,  con  esponènte  maggiora. 

Ne  segue  che  se,  fissato  un  numero  primo  p,  si  indicano  con 
A, ,  ft, , . . . ,  ft„_, ,  ft„  gli  esponenti  delle  massime  potenze  di  p  che 
sono  divisori  rispettivamente  di  tutti  gli  elementi  della  matrice 
A ,  di  tutti  i  suoi  minori  d'ordine  2 , . . . ,  di  tutti  i  minori  d'or- 
dioe  m  — 1  ed  infine  di  a  =  nA,  sarà 

(22)  ft,  ^  ft,  :£  . . .  :£  ft„_,  ^  ft„  , 

il  segno  =  essendo  possìbile  solo  fra  due  termini  nulli. 

Una  relazione  anche  più  precisa  della  (22)  sì  ottiene  ricor- 
rendo alla  formola  (19).  Supponiamo  in  essa  5  =  2,  e  DN  sia 
un  minore  d'ordine  m  — 2  in  cui  p  sia  littore  precisamente 
alla  potenza  ft„_,  e  non  superiore:  M  essendo  allora  di  ordine 
2, DM  avrà  p  a  fattore  con  esponente  ^2A„_,,  mentre  Ìna-DN 
p  sarà  fattore  con  esponente  ft„+ft„_,  e  non  superiore:  adunque 

2A„_,:Sft„4-ft^, 


')  Le  ipotesi  che  .p  aia  numero  primo  e  ohe  <3  coiuentà  U  teoria 
delta  divisibilità  non  sodo  necessarie  alla  concluaìoae:  basta  che  p  sia 
UD  tal  fattore  che,  comparendo  in  a  alla  potenia  k ,  non  possa  pre- 
oentArsi  in  a"-'  a  potenza  Xw —  l)t. 
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ossia 

K  —  it— 1  fe  K-t  —  ft— •  - 

Il  ragionamento  cade  in  difetto  se  m  =  2;  allora  però  la  (21) 
dà  subito  ft,  — A,^A,.  Si  conclude  che,  non  solo  vale  la  (23), 
ma  se  ancora  si  pone 

e,  =  /^^    ,    e,=  ftj  — fti_,  (f  =  2,...,m), 

sarà  pure 
(23)  0  ^  e,  £  e,  ^ ...  £  e„_,  ^  e^  . 

I  numeri  p"  si  chiamano  i  divisori  elementari  della  ìnatrice 
A  relativi  al  fattore  primo  p. 

XIV.  ■alrlcl  orlato. —  Nei  u.  prec.  abbiamo  avuto  più  volte 
occasione  di  formare  una  matrice  aggiuogeodo  ad  una  matrice 
data  determinate  linee  e  colonne:  è  un'operazione  che  occorre 
spesso  di  ripetere;  osserviamo  d'altronde  che,  se  non  si  hanno 
in  vista  particolari  ragioni  di  simmetria  [cfi*.  n.  IX,  XI]  e  se 
delle  matrici  considerate  importano  massimamente  i  determi- 
nanti, si  può  sempre  supporre  che  le  nuove  linee  e  colonne  si 
aggiungano  esclusivamente  come  prime  o  ultime  (il  fare  questa 
convenzione  equivalendo  al  più  a  mutare  il  segno  del  determi- 
nante della  nuova  matrice  [n.  4]). 

Quando  ad  una  matrice  si  aggiungono  determinaie  prime  od 
ultime  linee  e  colonne  si  dice  che  la  si  orla  con  dette  linee  e 
colonne. 

È  chiaro  che  si  possono  sempre  assegnare  arbitrariamente  gli 
elementi  delle  linee  e  delle  colonne  con  cui  si  vuule  orlare  una 
matrice,  purché  si  avverta  che  questa  assegnazione  risulti  unica 
per  gli  elementi  comuni  alle  linee  e  alle  colonne  aggiunte. 

È  frequente  il  caio  ìd  cui  si  auppone  che  sulle  linee  o  sulle  colonne 
aggiunte  eiano  nulli  tutti  gli  elementi  che  vengono  lA  appartenere  alle 
colonne  o  alle  linee  della  matrice  primitiva,  per  modo  che  il  detar- 
minante  della  m&trioe  orlata  risulta  uguale  al  prodotto  di  quello  della 
matrice  primitiva  per  un  numero  conveniente  [n.  Ili;  cfr.  n.  IV,  IX,  XI]. 
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MATRICI  ORLATO 


605. 


XV.  Orliamo  la  matrice  ([a^jj)  (i,j'  =  l  ,2, ...  ,»t)  mediante 
uDa  prima  liaea  Ou,u,  ...  u„  e  uoa  prima  coloaoa  Ov,t>,  ...  v„. 
Vogliamo  mostrare  che 


(24)        1)  = 


0      «1 


-2  ^j^i'^ii  ■ 


Sviluppiamo  inratti  i)  determinante  secondo  gli  elementi  della 
prima  linea:  se  con  Uj  ai  indica  il  minore  complementare  di 
u^,  risulta  [q.  6  (11)] 


CiS) 


D  =2  «i";(-  0'*^"  =2  "^"j(-  ^>^  ■ 


La  matrice  di  U^  si  ottiene  sopprimendo  la  /"  colonna  di 
(ja^jj)  e  premettendo  alla  matrice  risultante  la  colonna  e,  t>,  ... 
v„:  sviluppando  quindi  U^  secondo  gli  etementi  di  questa  prima 
colonna  si  ha  [n.  7  (14)] 


(26) 


Uj  =2  ^<'v-j  (-»)-*' 


doTe  Yfj  risulta  essere  il  minore  di  (JfiJ)  ottenuto  sopprimendo 
la  /"colonna  e  la  f*" linea:  Vjj(— !)*«  è  dunque  il  complemento 
algebrico  a\^  di  a^  nella  matrice  data. 
Da  (25),  (26)  si  ha  allora 

D=2w,r,V,j(-l)*+>+-=2-«j''*«'«  • 

1*  '} 

XVI.  Datarmlnantl  •mlsltnmatrlcl  •  gobbi.  Il  determi- 
oante  di  una  matrice  simmetrica  o  emisimmetrica  [§  5,  n.  X]  si 
dice  rispettivamente  simmetrico  od  emisimmetrico. 

Iati  20 
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Sia  A  una  matrice  emisìmmetrica  d'ordine  m;  sia  dunque 
[§  5,  n.  X] 

(87)  A  =  — A,~A,-^(— 1)  ; 

sia  [n.  5]  Ajj  la  matrice  complementare  di  a,^  rispetto  ad  A;  da 
(il)  segue  pure 

(28)  A.j=  — Aj,=Aj</ff__,(— 1) 
(£"__,  =  matrice  unità  d'ordine  m  —  I)  . 

Passando  dalle  matrici  ai  determinanti  in  (27),  (28),  si  ottiene 
[n.  18,  II  (1),  8] 

(29)  DA  =  DA,-(-l)-=  DA  •(-!)- 

(30)  DAy  =  DA,,,  ■  (-  l)-'  =  DA,,(- 1)—  . 
Se  ora  m  è  un  numero  dispari,  la  (29)  diviene 

DA  =  —  DA  onde  DA  =  0  ; 

a  la  (30)  diviene 

DAy=DAj, 

e  cioò 

(31)  <,-=a'^-  ; 

dunque  tm.  determinante  einisimmetrico  d'ordine  dispari  è  mtllo; 
la  siui  Tnalrice  aggiunta  [n.  XIIJ  è  simmetrica. 

Se  invece  m  è  pari,  la  (25)  si  veriflca  identicamente;  la  (30) 
diviene  DA,.^—  DA^^,  ossia 

(SI")  a'y  =  -a'^; 

dunque  la  matrice  aggiunta  di  un  determinante  emisimmetrico 
d'ordine  pari  è  emisimmelrica  [cfr.  §  5,  n.  X]. 
Esistono  determinanti  emisìmmetrici  d'ordine  pari  non  nulli. 
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perchè  tale  è  quello  di  second'ordiae 

\-l  oh" 

tosto  che  a^O. 

Dalle  (30)  [a.  XII],  (31)  sì  ha,  per  una  matrice  emisimmetrica 
d'ordine  dispari, 

(33)  e^„  o'rt  =  Ks  a'»  =  «'h.  «'r,  • 

Ciò  posto,  sia  B  una  matrice  emisimmetrica  d'ordine  pari:  se 
in  essa  sì  sopprime  la  prima  linea  e  la  prima  colonna  si  ot- 
tiene una  matrice  emiaìmmatnca  d'ordine  dispari:  chiamiamo 
A=(\atj\)  (i,J=l,2,,..,m)  questa  matrice;  indicheremo 
con  0  6,&,  ...  6^,  0  — ft,  —6,  ...  —6^  gli  elementi  della  pri- 
ma linea  e  della  prima  colonna  di  H ,  cosicché  si  potrà  otte- 
nere B  orlando  [n.  XiV]  con  essi  la  matrìce'A:  si  ha  allora 
[n.  XV  (24)] 

(34)  .     DB=26,6j<^  . 

*j 

Supponiamo  che  sia  DB 4:0,  e  quindi,  per  (34),  non  siano 
nulle  tutte  le  <f,j:  sia,  per  es.,  a'„^0;  se  nella  (33)  si  fa  A  =  s, 
risulta 

o'„a'„  =  a'„'4=0 
e  quindi 

a'„^0    ,    o'.^zO. 

Da  (34),  (33)  s^ue  allora 

DB  •  tf^  =2  6j  6j  «"y  a'„  =2  fri  6j  «',^0',^ 

=(2».»-)(2»,«',)=(2»-'-)'- 

Il  prodotto  DBa'„  è  dunque  un  quadrato.  Supponiamo  ora  per 
un  istante  che  il  campo  numerico  Q  in  cui  si  opera  consenta 
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la  teorìa  della  divisibilità  [§  6,  n.  XXXJ;  osserviamo  che  d^, 
miaore  principale  della  matrice  emisi mmetrica  d'ordine  dispari 
A,  è  esso  stesso  uà  determinante  emiaimmetrico  d'ordine  pari,  e 
precisamente  dì  ordine  più  basso  per  due  unità  dell'ordine  di  B; 
se  si  ammette  che  d„  sia  un  quadrato,  ne  risulta  allora  che  è 
un  quadrato  anche  DB.  Ora  la  (32)  mostra  che  ogni  determi- 
nante emìsimmetrico  d'ordine  2  (non  nullo)  è  un  quadrato:  ne 
segue  quindi,  almeno  Anche  Q  consente  la  teoria  della  divisibi- 
lità, che  è  pure  un  quadrato  ogni  determinante  emìsimmetrico 
d'ordine  4,  qaiadi  anche  quelli  d'ordine  6  e  così  via. 

Supponiamo  io  particolare  che  gli  elementi  del  determinante 
siano  delle  variabili  (e  variabili  distinte  gli  elementi  indipen- 
denti —  cioè  non  simmetrici  rispetto  alla  diagonale  principale); 
il  campo  6  sia  quindi  quello  dei  polinomi  in  queste  variabili 
[cfr.  n.  11]  nel  campo  dei  numeri  interi  (od,  eventualmente,  in  un 
campo  ridotto  dì  questo  [§  1,  n.  Il});  Q  sarà  un  campo  che  consente 
la  teoria  della  divisibilità  [§  6,  n.  XXXIV]  ed  il  determinante 
risulterà  essere  11  quadrato  dì  un  polinomio -di  questo  campo: 
questo  polinomio  si  chiama  lo  pfaffiano  delle  dette  variabili. 

Torniamo  ora  ad  un  campo  Q  qualunque:  il  valore  di  un  de- 
terminante emìsimmetrico  d'ordine  pari  sì  potrà  ottenere  come 
valore  del  determinante  emìsimmetrico  di  ugual  ordine  ad  elemen- 
ti variabili  quando  a  queste  variabili  sì  attribuiscano  i  valori  dei 
corrispondenti  elementi  nel  determinante  proposto:  sarà  dunque 
il  quadrato  del  valore  del  corrispondente  pfafflano,  pei  detti  va- 
lori delle  variabili.  Sì  conclude  così  infine  che  ogni  determi- 
nanie  emisimmetrico  d'ordine  pari  (non  nullo)  è  un  qimdrato. 

XVII.  Se  A  è  una  matrice  emisimmetrìca,  un  determinante 
della  forma  OiP^  +  Ec)  (qualunque  sia  il  numero  c4:0  di  ©)  si 
chiama  g<Abo.  Esso  può  calcolarsi  applicando  la  formola  (7) 
[n.  VII].  Supponiamo  dapprima  che  l'ordine  m  di  A  sia  dispari: 
sono  allora  nulli  DA  e  tutti  i  suoi  minori  principali  d'ordine 
m  — 2,m— 4,«.  :  quindi  nella  (7)  sono  nulli  a ,  ff,^, ,»«_,.-..,  », , 
onde  al  ha 

(35)     D(A  -H  Ec)  =  c(<7._,  +  <7„_,c'  +  ...  -t-  ff.f— '  -)-  (T-')  . 
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Se  invece  l'ordlùe  m  di  A  è  pari,  saranno  ancora  nulli  ì  mi- 
nori prineipali  d'ordine  dispari,  e  quindi  o„_,  ,o„_, ,...  ,o, ,  e 
la  (7)  diventa 

(36)  D(A+^e)=o 4-(7„_,c*+  cj^,c*+ ...  +  ff,c--'+  e"  . 

Tanto  nella  (35)  quanto  nella  (33)  i  numeri  o,  sono  tutti  somme 
di  quadrati  (perchè  somme  di  determinanti  emisimmetrici  dì 
ordine  pari);  così  pure  è  un  quadrato  a  e  sono  quadrati  e',  e*, ...  ; 
quindi  risultano  pure  somme  dì  quadrati  il  secondo  membro  di 
(36)  ed  il  secondo  fattore  nel  secondo  membro  di  (35).  Supponiamo 
allora  che  il  campo  numerico  Q  in  cui  si  opera  sia  quello  dei 
numeri  razionali;  supponiamo  inoltre  c4=0;  il  secondo  membro 
dì  (36)  ed  il  secondo  fattore  in  quello  dì  {3Ò)  sono  allora  somme 
di  numeri  positivi  non  tutti  nulli  dunque  anche  D{k-\-Ec)  non 
è  nullo.  Adunque  [cfr.  §6,  n.  XV]  una  matrice  di  elementi  nu- 
meri razionali  e  della  forma  A-)-^e(c^O),  dove  A  è  una 
matrice  emisivimetrica,  non  è  mai  sin^olaH,  ed  ha  quindi  in- 
versa [cfr.  §  5,  n.  Xlll. 

XVIII,  Dstmniilnazion*  dalla  carattarlslloa  di  una  ma- 
triea.  —  Se  da  una  matrice 

(37)  ([a.^j)  (i  =  l,2,...,m  :j  =  1,2 n) 

si  può  estrarre  un  determinante  d'ordine  p  non  nullo,  la  carat- 
teristica dì  essa  sarà  certamente  ^p  [n.  19]:  Y<^liamo  mostrare 
che  se  lutti  i  determinanti  che  si  definiscono  orlando  la  ma- 
trice di  detto  determinante  non  nullo  con  una  miova  linea  e 
una  nuova  colonna  di  (37)  sono  nulli,  p  sarà  precisamente  la 
caratteristica  di  (37).  Possiamo  supporre,  per  comodità  di  scrit- 
tura, che  il  determinante  non  nullo  d'ordine  p  considerato  sia 

(38)  |}a,ji|  (i,>=l,2,...,p) 

(a  ciò  ci  si  può  d'altronde  sempre  ridurre  mutando  [n.  19]  con- 
venientemente  l'ordine  delle  linee  e  delle  colonne  di  (37)).  Or- 
laado  la  matrice  dì  (3S)  colle  linee  e  colonne  di  indici  >}>  si 
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(n,k=ì,2,...,in~p). 


L'ipotesi  che  D,^  =  0  equivale  [d.  19]  a  dire  che  souo  fra  loro 
linearmente  dipendeati  ì  numeri  complessi 


=  (a„  a,, 


■  *»*,«(«•») 


(i  =  l,a, 


,P,P  +  ft)  . 


mentre  dall'  ipotesi  che  (38)  non  sia  nullo  segue  dhe  sodo  linear- 
mente indipendenti  A,'*',  A,'*',... ,  A,'*';  adunque  [§ 4,  n.  14]  cia- 
scuno dei  numeri  complessi  A'^  (A  =1,2 m  —  p)  di- 
pende linearmente  da  questi  p.  Ne  segue  che  il  sistema 

a;*' Ai"' ...  a^*'a;;:^,  ...  a;;' 

ha  caratteristica  p:  ha  dunque  caratteristica  p  la  matrice 

(39»)    (Kj)       (i'=1.2....,m;j  =  1.2,...,p,p  +  h) 

e  quindi  pure  la  matrice  coniugata  di  questa.  Ma  l'avere  carat- 
teristica p  questa  matrice  coniugata  significa  che  il  sistema  di 
numeri  complessi 


Bj  =: (a,j a^^  ...  a^j 


0  =  1. 


,p,Ì)-t-A) 


ha  caratteristica  p ,  mentre  dall'essere  ^0  il  determinante  (38) 
segue  che  i  numeri  complessi  B,  ,B,, ... ,  Bj,  sono  linearmente 
indipendenti:  adunque,  qualunque  sia  h,  il  numero  complesso 
^p*\  dipende  linearmente  da  questi  p  :  ha  dunque  ancora  carat- 
teristica p  il  sistema  dei  numeri  complessi  Bj  per  J=  1 ,2... , 
p,p  +  l  ,...,n  e  cioè  la  matrice  coniugata  della  (37),  e  quindi 
la  (37)  medesima. 
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Dftlla  proposizione  dimostrata  si  deduce  la  r^ola  seguente  per 
determinare  la  caratteristica  di  una  matrice:  fissato  arbttraria- 
menie  un  elemento  non  nullo  della  matrice,  si  determini,  se 
possibile,  una  matrice  del  secondo  ordine  estratta  dotta  data 
di  cut  esso  sia  elemento,  e  che  abbia  determinante  non  nullo;  si 
determini  quindi,  se  possibile,  una  matrice  d'ordine  3  estratta 
dotta  data  che  abbia  questo  determinante  come  minore,  ed  il 
cui  determinante  non  sta  nullo;  e  cosi  si  prosegua:  sigtungerà 
infine  ad  u»  determinante  che  non  può  essere  un  minore  di 
nessuna  matrice  estratta  dalla  data  e  di  delerminante  non  mUlo. 
0  perchè  esso  ha  l'ordine  massimo  dei  determinanti  estratti 
dalla  matrice  data,  o  perché  tutti  i  determinanti  estratti  dalla 
matrice  deUa  e  che  lo  hanno  per  minore  sono  nulli  :  l'ordine  di 
questo  determinante  sarà  la  caratteristica  delta  jnatrice  con- 
siderata. 

XIX.  Si  vede  immediatamente  che  la  caratleristtca  del  prO' 
dotto  di  due  matrici  è  sempre  minore  o  eguale  alla  caratteri- 
stica di  ciascun  fattore.  Sia  invero 


=  1,2.....^'); 


m 

(kl)-(IVl)=(l 

(i  =  l,2,... 

,m  ;  J  =  1 , 2 « 

dalle  sostituzioni 

(41) 

A,  =  2<!„Z, 

(48) 

Z,  =  2VBi 

Mgae  [§  6,  n.  4) 

(43) 

A,-2<!,.E. 

I  numeri  complessi  A,  definiti  dalle  (43)  essendo,  per  (41),  com- 
binazioni lineari  degli  Z^,  il  sistema  di  essi  non  può  avere  ca- 
ratteristica superiore  alla  caratteristica  del  sistema  d^li  Zj 
[§  4,  n.  13]:  è  quanto  dire  che  la  caratteristica  della  matrice 
(Wikl)  ^^^  supera  quella  dì  (|Vt)'   I^'<*'^'*^  parte  se  le  A^  si 


□igitizedbyGoOgIc 


!.«'. 


coQsideraDO  significare  semplicemente  le  combinazioaì  lineari 
(41)  degli  elementi  Z^,  lasciando  indeterminato  il  significato  di 
questi,  sappiamo  [g  6,  n.  4]  che  la  caratteristica  di  questo  si- 
stema di  combinazioni  lineari  non  può  superare  quella  del  si- 
stema  di  numeri  complessi 

(a.iflf,  ...  rtj  (i=l,2,...,»t) 

e  cioè  della  matrice  (ja^jj):  guesta  caratteristica  non  sarà  dun- 
que  nemmeno  superata  se  alle  Zj  ai  attribuiscono  i  significati 
espressi  dalle  (43). 

XX.  Possiamo  anche,  imitando  il  calcolo  del  a-  16,  giungere 
ad  una  relazioae  esplicita  fra  i  determinanti  estratti  dalle  ma< 
trici  (la(j().{i*ji.O'(i'''*i)'  ^^  cui  è  immediato  corollario  la  pre- 
cedente osservazione  sulle  caratteristiche.  Se  invero  con  f, /, ... 
^t  t  JiJ't  —  J„  '  ftj  S,  ...  ft,  si  indicano  gruppi  di  q  numeri  scelti 
rispettivamente  fra  .1  ...  m,  )  ...  n ,  1  ...  p,  e  disposti,  in  cia- 
scun gruppo,  secondo  i  valori  crescenti,  si  ha  dalle  (41),  (43),  (43) 

(44)         A,_A,_...  A,=  2  "«'z'-z— rrV'.-^ 


(45)  Z,Z'.-  ^J,"  2  °«è"e''      b''^'.^.-^ 

k,lt,...k^l1...p  \     **■■'      \  ' 

(46)  A.^A,_...  A._=  2  Detj-'LÌ£^E._E._...  E._. 

t,J:,...t«=12-,.)>  *1     *****       *« 

Le  (44),  (45)  danno 

(A,  A,  ...  A.  Z,  Z,  ...  Z,  \ 

""xzfrx    2  ''«in^Vs**\) 
■*i   'i  \  k,k,...k,  S     \  \  ! 

(A,  A,  ...  A,  Z,  Z,  ...  Z,  \ 
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e,  confroQtaodo  (46)  e  (47),  si  ottiene 

À<  At  ...  A.  A,  A(  ...  A.         Z,  Z,  ...  Z, 

Iq  parole:  if  determinante  estratto  dalla  matrice  prodotto  di 
due  matrici  A,  E  prendendone  gli  elementi  che  appartengono 
alte  linee  di  indici  i^  f,  ...  i^  e  alle  colonne  di  indici  A,  ft,  ...  k 
è  la  somma  dei  prodotti  dei  detetminantl  estraiti  dalle  linee  di 
indici  i^  i,  ...  (,  di  A  per  i  determinanti  omologhi  estratti  dalle 
colonne  di  indici  ft,  A,  ...  \  di  B,  ov»  si  chiamino  omologhi 
determinanti  io  cui  siano  gli  stessi  gli  indici  variabili  (delle 
colonne  per  i  primi,  delle  linee  per  ì  secondi). 

XXI.  Applichiamo  ad  es.  la  relazione  (48)  ad  lin  determinante 
d'ordine  (K.m  estratto  dalla  matrice  Ea  secondo  membro  di 
(12).  Un  minore  d'ordine  q  Ai  Ea  h  nullo  se  non  è  minore  prin- 
cipale, e  in  questo  caso  vale  a":  si  ha  quindi  che  la  som.ma  dei 
prodotti  dei  determinanti  d'ordine  q  estratti  dalle  linee  di  in- 
dici i^ì,  ...  »,  di  ([fljjj),  per  i  determinanti  omologhi  estratti 
dalle  linee  di  indici  ft,  S,  ...  A,  di  (}a',jj)  ')  è  uguale  ad  a''  o 
a  0  secondochè  i  due  gruppi  di  indici  i,i,  ...  i,  ,  A, A,  ...  A^ 
smto  veniali  0  diversi.  Ricordando  la  relazione  (i9)  [n.  XI]  si  ri- 
trova in  questa  proposizione  la  regola  di  Laplace  e  la  sua  ge- 
neralizzazione analoga  alla  proposizione  del  n.  13. 

XXIL  Sistemi  d'vquazlonl  lliiaarl  a  coafflclantl  au- 
marlcl.  —  Si  possono  utilmente  riconnettere  i  risultati  del  n.  20 
alle  proprietà  elementari  dei  determiaanti. 

Consideriamo  il  sistema  di  equazioni  lineari  [cfr.  n.  20  (31)] 

All'ai  +  ^i^t  +  ■  ■  •  +  <*«i^«.  ^  **i 


'j  DìcÌBmo  qui  «linee*  al  posto  della  parola  (colonne*  nell'enun- 
ciato del  n.  preo.,  perchè,  invece  della  matrice  (Sa'^..!)^,  consideriamo 
1»  coniugata  ()<»'(jj)- 
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Supponiamo  n^m  e  consideriamo  il  sistema  formato  da  m 
qualunque  di  queste  equazioni  di  indici  ft,  ,ft A,.  Chia- 
miamo A  la  matrice  dei  coefScienti  di  queste  m  equazioni,  ed 
indichiamo  al  solito  con  a'f^  il  complemento  algebrico  di  a^j  ri- 
spetto' ad  A.  Moltiplichiamo  la  f"  equazione  per  a\f  e  sommia- 
mo rispetto  a  j:  otteniamo  [n.  6  (U),  n.  13  (19)] 

(50)  DA-a'(  =  2«'yMj  ■ 

I  secondi  membri  sono  [u.  11]  i  determinanti  che  si  ottengooo 
sostituendo  in  DA  alla  i~*  colonna  (i  =  l,2,...,m)  una  colouna 
formata  dai  corrispondenti  termini  noti  Uj. 

Tenendo  presente  che  questo  calcolo  ai  applica  al  sistema  di 
m  equazioni  qualunque  fra  le  (49),  si  ottiene  dalle  (50): 

a)  Se  le  Mj  sono  nulle  (il  sistema  (49)  è  omogeneo)  condizio- 
ne necess(uia  pere/tè  il  sistema  (49),  supposto  omogeneo,  am- 
metta soluzioni  proprie  è  che  la  matrice  dei  suoi  coefficienti  oMiia 
caratteristica  <™  (questa  condizione  è  verificata  a  priori  se, 
coatro  l'ipotesi  latta  precedentemente,  n<im)  [cfr.  a.  20  a)]. 

b)  Se  DA  =  0  il  sistema  (49)  non  può  avere  soluzioni  se 
non  sono  nulle  tutte' le  somme     £  a'^jUj    nei  secondi  membri 

i 
delle  (50):  supponendo  che  la  condizione  DA  =  0  ai  veriflchi 
comunque  si  scelgano  i  numeri  A,  ,ft,, ... ,  A„,  si  ha  che  se  la 
caratteristica  delta  matrice  del  coefficienti  di  (49)  è  <  m ,  tale 
deve  pure  essere  la  caratteristica  della  matrice  dei  coeflicienU 
e  termini  noti  [cfr,  n.  20  6^]. 

cj  Se  DA^O,  supposto  che  il  sistema  (49)  abbia  soluzione. 
Questa  è  urùca  ed  espressa  da 

(51,      ==(i.s....u        \i.=  '^jrì- 

Per  decidere  se  il  sistema  (49)  ha  soluzione,  basterà,  quindi 
allora  verificare  se  i  valori  ^^  forniti  da  (51),  sostituiti  alle  ir^ 
nelle  equazioni  del  sistema  (49),  le  rendono  soddisfatte.  Si  ese- 
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guiscono  {calcoli  mediante  le  tormole  dein.  7(14X  o-  13(20):  se 
m  =  n,  si  Terifica  cosi  senz'altro  che  (61)  è  sempre  soluzione  di 
(49)  (regola  di  Cramer  [cfr.  a.  20  (37)]);  se  m<.n,  si  trova  che 
dovrà  essere  nullo  ogni  determinante  d'ordine  m+  1  estratto 
dalla  matrice  dei  coefflcienti  e  termini  noti  (teorema  di  Rodché- 
Capelli  [cfr.  n.  20  bj']). 

Si  potrebbe  proseguire  con  analoghe  considerazioni  a  ritro- 
vare tutte  le  proposizioni  del  n.  20;  è  anzi  questa  la  via  clas- 
sica per  la  dimostrazione  di  esse;  noi  non  ci  tratteniamo  su 
ciò:  vogliamo  invece  fare  un'altra  osservazione. 

XXIII.  Notiamo  cioè  che  i  calcoli  precedenti  restano  validi  se 
si  suppone  che  le  u^,  anziché  numeri  di  (2,  rappresentino  ele- 
menti di  un  modulo  S)I&  in  iS,  e  che  le  ce,  abbiano  per  dominio 
0I&.  Ne  dedurremo  facilmente  che  a  queste  nuove  ipotesi  si  ap- 
plicano tutte  le  proposizioni  del  n.  30. 

Oasarviamo  infatti  che  le  conclusioni  del  n.  20  valgono  se  vi 
si  considerano  le  u^  e  le  j/^  come  variabili:  basta  perciò  che  vi 
si  assuma,  come  campo  numerico  in  cui  si  svolgono  quelle  con- 
siderazioni, il  campo  i2  esteso  coll'a^iuota  dì  dette  variabili,  in 
luogo  di  Q  medesimo:  le  formole  che  esprimono  le  soluzioni 
[n,  20  (32),  (35),  (36),  (37)]  divengono  allora  forme  lineari  in  dette 
variabili;  e  si  può  affermare  che  tali  sistemi  di  forme,  sostituiti 
alle  Xf  nelle  equazioni  del  sistema  [n.  20  (31)],  le  rendono  sod- 
disfatte. Ma  tutte  le  operazioni  necessarie  per  questa  verìfica 
si  riducono  a  combinazioni  lineari:  il  risultato  resta  dunque 
valido  qualunque  sistema  di  valori  si  attribuiscano  alle  u^  e 
alle  t/h  >  purché  abbiano  senso  per  essi  le  dette  operazioni  ;  in 
particolare  se  le  u,  e  le  y^  si  interpretano  come  elementi  del 
modulo  01fe  in  S.  Adunque  le  formole  del  n.  20  esprimono  so- 
litzioni  dei  sistemi  di  equazioni  rispettivamente  considerati,  ove 
te  Uj  vi  si  interpretino  come  elementi  determinati  di  gJIfe  e  le 
y^  carne  variabili  aventi  per  dominio  Slfe,  purché  come  deter- 
minante di  una  matrice  in  cui  una  colonna  sia  formata  da 
dementi  di  Sito  s'intenda  la  combinazione  lineare  di  tali  ele- 
menti che  si  ottiene  sviluppando  fo/'malmente  il  detto  determi- 
nante secondo  gli  elementi  di  essa  colonna. 
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Resta  a  mostrare  che  dod  esistono  altre  soluzioni  del  aiste- 
mi  considerati. 

OsserTÌamo  perciò  che  tale  dimostrazione  è  necessaria  solo  se 
la  caratteristica  p  della  matrice  dei  coefllcienti  è  minore  del 
numero  delle  incognite  (p<»»)  [o.  XXII  a),  bj,  cj].  Supponia- 
mo allora  che  un  determinante  D  non  nullo  d'ordine  p  si  possa 
estrarre  dalle  prime  p  colonne  della  matrice  dei  coefficienti; 
(^1^1  ■-'  Uh)  s'^  ^^^  soluzione  del  sistema  e  supponiamo  che 
^p+i  •  ■  ■  ■  .51m  siano  divisìbili  per  D.  (Questa  ipotesi  è  senz'altro  ve- 
rificata se  6  è  campo  dì  razionalità;  qualora  essa  non  fosse  veri- 
ficata, basterebbe  considerare,  invece  del  sistema  dato,  il  siste- 
ma che  se  ne  deduce  moltiplicandone  i  termini  noti  per  D  ;  una  so- 
luzione di  questo  sistema  sarebbe  allora  (»i,D  i|,D  ...  ii_D)  e  per 
essa  si  verificherebbe  l'ipotesi).  Poniamo  nel  sistema  proposto 
ip,^=^;i+*  (h=ì  ,2,..  .,m—p):  otteniamo  un  sistema  di  equa- 
zioni in  p  incognite  sb,,Wj,.  ..,ar^  che  [ii.  XXII,  e)]  non  potrà 
avere  più  di  una  soluzione:  è  dunque  unica  la  soluzione  del  si- 
stema proposto  nella  quale,  per  A=l  ,2,.  ..,m—p,  1»^^='»),^- 
Ma  uua  tal  soluzione  è  fornita  dalle  formole  del  n.  20  ponendovi 
Vk  = 'Hjj+i,  :  D  ;  questa  è  dunque  identica  alla  {tj,  n,  ...  -n^).  La  so- 
luzione {t][ti,  ...  iq,J,  che  si  era  supposta  determinata  indipen- 
deotemente  dalle  tormole  del  n.  20,  rientra  quindi  in  queste. 

§  8.  -  FUNZIONI  RAZIONALI  INTERE. 

1.  Applicheremo  i  nisultati  dei  due  gg  pree.  a  stabilire  alcune 
proprietà  importanti  delle  fuazioni  razionali  intere  in  un  campo 
numerico  <2  [g  3,  n.  13-15].  Supporremo  sempre  che  il  dominio 
delle' variabili  sia  un  campo  numerico  (S,  contenente  S,  even- 
tualmente identico  ad  esso.  Osserviamo  subito  che  tale  identità 
si  può  sempre  supporre,  ogni  volta  che  torni  utile,  in  quanto 
una  funzione  razionale  intera  in  un  campo  Q  si  può  sempre  con- 
siderare come  funzione  razionale  intera  in  un  altro  campo  €, 
che  contenga  <5.  Spesso  ci  esimeremo  dal  nominare  esplicita- 
mente i  campi  Q  ,Q,. 

Seguendo  una  convenzione  già  fatta  [g  3,  pag.  81,  in  nota]  , 


□igitizedbyGoOgIc 


D.  l'S.  d'una  VARIABILB  BL7 

indicheremo  eoa  uao  stesso  segno  una  fanztODe  rasionale  iatera 
ed  UQ  poliDomio  che  la  rappresenti  [cfr.  n.  4, 11],  ed  estenderemo 
tacitamente  alle  funzìoai  [§  3,  n.  16]  termini  definiti  preceden- 
temente per  i  polinomi.  Così  diremo  ristUtanie  di  due  funzioni 
razionali  intere  invece  di  risultante  di  dae  polinomi  rappresen- 
tanti le  due  funzioni  date,  chiameremo  quasi-divisore  di  una 
funzione  una  ruuzìone  rappresentata  da  un  quasi-divisore  di  un 
polinomio  che  rappresenti  la  funzione  data,  ecc. 

3.  FuniloNl  razionali  Intara  di  una  variatali*  -  Taora- 
ma  d'idanUtà.~Sia 

(1)  r(a:)  =  a^x~  +  a^af-'  +  ■  •  ■  +  ««-.»  +  flm=2  <'<»'^ 

una  funzione  razionale  intera  della  variabile  ce,  nel  campo  nu- 
merico m,  di  grado  m:  supponiamo  che  per  i  valori 

(2)  «1  «1  - .  ■  ", 
della  variabile  essa  assuma  i  valori 

(3)  M,  «,  ...  u^  , 
cosicché  si  avranno  le  relazioni 

W  2fl.»r"'  =  «j  0  =  1.2 3). 

Queste  (4)  esprimono  che  il  numero  complesso  (a, a,  ...  o„)  è 
soluzione  del  sistema  di  equazioni  lineari  non  omogenee  (nelle 
m+  1  incognite  a„a,  ...  a„) 

I  aja"-l-a,«7''+  ■■■  +  t^^a^ -\- a„=  Uf 
^)  |a.»7+«i«r"'+  ■■■  +«>.-i»i +  «»  =  «»  . 


'•"r+flt"r"'+  ■•■  +'^m-i*ii+ ** 
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La  caratteristica  di  questo  sistema  di  equazioni  è  ii  piò  pìc- 
colo dei  numeri  m+  l  ,g:  essa  non  può  infatti  superare  il  più 
piccolo  di  questi  numeri  che  sono  rispettivamente  il  numero 
delle  incognite  e  il  numero  delle  equazioni  del  sistema  (5):  se 
d'altra  parte  si  indica  con  p  questo  minimo  numero,  un  deter- 
minante d'ordine  p  estratto  dalla  matrice  dei  coefficienti  di  (5) 
ò  il  determinante  di  Vandebhonde 


|.;-  «r 


certamente  non  nullo  f§  7,  n.  15]. 

Ne  risulta  che  il  numero  complesso  {a^a^ ...  aj)  è  univoca- 
mente definito  come  soluzione  di  (5),  se  è  2>m+  1  ;  se  invece 
9<m+  1,  tosto  che  si  conosce  una  soluzione  di  (5),  se  ne  de- 
duce una  soluzione  generale  dipendente  da  m  +  l  —  q  variabili 
[§  6.  n.  31]. 

Adunque  una  funzione  razionale  intera  di  grado  m  in  una 
variabile  a}  è  individuala  (e  precisamente  è  individuato  il  po- 
linomio di  grado  m  che  la  rappresenta)  quando  si  conoscono  i 
valori  che  essa  assume  per  almeno  m  +  1  valori  distinti  della 
variabile.  Al  contrario  t7  detto  polinomio  non  è  in  alcun  caso 
imilviaualo  dalla  conoscenza  dei  valori  della  funzione  per  un 
minor  numero  di  valori  della  vaHabile;  in  guanto,  se  tal  nu- 
mero è  q<_m+  \  ,  i  coefflcfenti  di  esso  polinomio  ne  risziliano 
determinati  come  funzioni  di  m  -{■  1  —  g  variabili. 

3.  La  conclusione  diventa  più  espressiva  se  <2  ò  campo  di  ra- 
zionalità; se,  in  questa  ipotesi,  si  suppone  g  =  m,-\-l,  e  si  sup- 
pongono i  numeri  aj,tCj  appartenenti  a  Q,  il  sistema  (5)  ha  sem- 
pre una  ed  una  sola  soluzione  [g  6,  n.  36];  si  ha  quindi  che  se  € 
è  campo  di  razionalità,  esiste  sempre  una  ed  una  soia  funzione 
razionale  intera  di  grado  m  della  variabile  x  la  quale,  per  tn-^l 
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valori  della  variabile  assegnati  arbitrariamente  in  <2 ,  assume 
valori  arìnlrariamenìe  fìssati  (m  fi). 

4.  Dalla  prima  parte  delia  propoaiziODs  del  D.  2  segae  imme- 
diatamente che  (Teorema  d'identità)  se  il  dominio  Q,  contiene 
infiniti  numeri,  una  funzione  razionale  intera  di  una  varia- 
bile in  e  è  rappresentata  da  un  unico  polinomio:  se  infatti  due 
polinomi  A  e  B  si  suppongono  rappresentare  una  stessa  Tuozione, 
si  ricordi  [§  2,  d.  1]  clie  essi  possono  sempre  considerarsi  come 
aventi  lo  stesso  grado  (uguale  o  maggiore  dei  massimo  loro  gra* 
do):  sia  questo  m;  sì  considerino  i  valori  cheja  funzione  assume 
per  più  di  m  valori  arbitrari  della  variabile;  questi  valori  in- 
dividuano i  coefficienti  di  un  polinomio  dì  grado  m  che  rappre- 
senti la  funzione:  quindi  i  polinomi  A  e  B  non  potranno  essere 
diversi. 

U  ragionftm«&to  cadrebbe  in  difetto  ae  il  campo  @,  non  conteneuQ 
più  dì  m  numeri  :  esso  permetterebbe  allora  di  concludere  soltanto  obo 
non  aittono  due  pelinomi  ohe  rappreteniino  la  slata  /luwione  td  il  otti  grado 
«M  inferiore  tU  numero  degli  elementi  di  <2^  [c£r.  n.  XXTUI}. 

Il  precedente  ragionamento  mostra  anche  di  più  che  se  dtie 
funzioni  razionali  intere  di  una  variabile  assumono  gli  slessi 
valori  per  un'infinità  di  valori  della  variabile,  esse  sono  iden- 
tiche e  rappresentate  dallo  slesso  poliTumUo. 

5.  Formola  di  Rufflnl.  —  Calcoliamo  la  funzione  razionale 
intera  f{x)  —  f{v),  delle  due  variabili  x,y;  k 

r(a>)-f<3/)  =  a^(ar -  iT)  +  a,(aJ^' -  iT"')  +  ...  +  a„_,(a?  -  v)  ; 

ma,  qualunque  aia  l'intero  i,  sì  ha 

so'—  y<=  (jp  -  tf)(i»'-'+  ai*-'v  +  -  +  iCff*-'  +  v*-')  ; 

quindi  f(a})  —  f(j/)  è  divisibile  per  w  —  y  o  precisamente 

(7)  na:)-f(v)  =  ia;-yMav) 
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(8)      <f(xv)=        2        "<(  1  x^-'-'-'vi^^ 

(=0 m— 1         /-.O Bi— 1— ( 


fc=0,... 

avendo  posto 

(9)  /;(i/)  =  «.l/*  +  Oil/*-'  +  --+o»-,Ì/  +  «»  ■ 

Le  funzioni  /'^(y)  (ft  =  0, 1 ,...  ,m)  si  chiamano  le  funzioni 
DI  RoFFiNi  l'elative  ad  fix):  è  /'^(y)  =  /'(y). 

6.  Zar!  di  una  funziona  razionala  Intara  di  una  va- 
rlablla.  —  Se  al  dominio  di  uua  funzioDe  f(x)  appartiene  lo  0 
di  un  determinato  campo  numerico  (o  di  un  doterminato  mo- 
dulo) si  chiamano  zeri  della  funzione  quei  valori  della  x  cui  cor- 
risponde pei*  !a  f{x)  il  detto  valore  0, 

Condisiane  necessaria  e  sufficiente  perchè  un  mimerà  a.  del 
doìntnin  S,  della  variainle  sia  uno  zero  della  funzione  razio- 
nale intera  f{x)  è  che  f{x),  consida-aia  coìtie  funzione  (o  po- 
linomio) in  e,,  sia  divisibile  per  x  —  a.  Che  la  coudizione  sia 
succiente  è  evidente  perchè  da 

f{x)  =  {x-'it)gix) 
segoe 

/-(«)  =  0-ff(«)  =  0. 

Supponiamo  inversamente  che  sia  /'(a)  =  0;  ponendo  y^a 
nelle  (7),  (S),  si  ottiene 

fi!0)^{x  —  a)gix)    .    j7(37)  =  ?(a;«)=2''*<")'^"'"*- 

Si  estende  immedìatantente  la  proposizione  in  quest'altra:  con- 
dizione necessaria  e  sufficiente  perchè  «,,«,,.,.,  a^'  siano  ieri 
di  f{w)  appartenenti  al  dominio  S,  è  che  f{x)  sia  delia  forma 

(tO)  f(x)  =  (x-<t,)ix-<t;)  ...  (x~<t,)ff(x)  , 

dove  p(x)  rappresenta  una  funzione  razionale  intera  in  fi,. 
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Per  la  proposizione  precediate  fix)  dovrà  infatti  esaere  della 
forma 

ma,  afflDcbè  sia 

0  =  A«J  =  <«.-«,)i?i(«J. 

deve  essere  ^,(aj)  =  0  ;  gi(fl!)  deve  dunque  a  sua  volta  essere 
della  forma 

ff,ix)  =  (!D  —  a^ff,(x)  . 

Proseguendo  nella  coDsiderazioae  degli  zeri  successivi  «,,...,«, 
si  ottiene  così  la  (IO). 

Se  /"(ip)  ha  il  grado  m ,  ff(x)  avrà,  nella  (10),  il  grado  ■m  —  q 
[§  3,  n.  7];  g  può  quindi  avere  un  valore  qualunque  £-m.  Ne 
segue  che  esiste  sempre  una  /unzione  razionale  intera  in  (2  di 
una  variabile  di  grado  m  che  ha  q  zeri  assegnati  arbitraria- 
mente in  <£ ,  gtialunque  sia  q  ^  in. 

Se  precisarnente  q^m  e  gli  m  zeri  sono  a, > «,.■■■>>_ >  td 
funzione  considerata  sarà  della  forma 

(11)    /■("')  =  (*— «iX^  —  »!)  ■•■  (J'  — «Jc        (e  numero  di  e). 

7.  Fin  qui  abbiamo  supposto  implicitamente  che  i  numeri  a^, 
a, , . . , ,  «j  fossero  tutti  differenti  fra  loro.  Però  le  espressioni  (10), 
(11)  defiuiscoQO  delle  funzioni  f{x)  razionali  intere  anche  se  si 
suppone  che  alcuni  dei  fattori  x—  ct^  siano  uguali  fra  loro. 

SI  dice  che  il  numero  a  è  sera  di  f(x)  di  multÌplioÌtà  r  —  oppure 
che  »  è  zero  r'*'  di  fise)  —  od  anche  che  /"(a))  ha  r  zeri  uguali 
ad  a  quando  f{x)  si  può  rappresentare  sotto  la  forma  (10)  (o, 
in  particolare,  (11))  in  cui  r  fattori  siano  ugnali  ad  x  —  «.  In 
particolare,  se  r=  1  lo  zero  si  dice  semplice.  Si  dice  general- 
mente zero  multiplo  uno  zero  di  multiplicità  >  1.  Talvolta,  par- 
lando di  zero  /■'*'  si  suppone  che  la  sua  muItìplicitÀ  possa  even- 
tualmente essere  anche  >r. 

8.  Una  funzione  razionale  intera  di  grado  m  che  non  sia 
la  costante  0  non  può  avere  più  di  m  zeri  distinti  od  tatuili  ; 

Lwri  31 
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in  altri  termini  la  somma  dette  muttiplicitd  dei  stioi  zeri  — 
appartenenti  ad  un  campo  numerico  qualunque  @,  —  non  può 

superare  it  grado  m;  perchè  se,  «,,« ,a„  essendo  numeri 

distinti  o  non,  f{ai;)  si  esprime  nella  forma  (11),  non  potrà  aversi 
/■(«)  =  0  per  a^;», ,« ,b.  se  non  è  c  =  0  [§  1,  n.  10]. 

La  (11)  mostra  pure  che  una  funzione  razionale  intera  di 
grado  m  è  determinala  a  meno  di  un  fattor  costante  quando 
se  ne  conoscano  m,  zeri  distinti  o  non. 

Quando  una  funzione  razionale  intera  f(_ce)  di  grado  m  ha  in 
un  campo  S  m  zeri  distinti  o  non  —  quando  cioè  f(a;)  si  espri- 
me nella  forma  (II)  in  cui  a,,  » ,a„  appartengono  a  €  — 

diremo  che  /'(a?)  è  completamente  risolvibile  in  Q  in  fattori 
semplici. 

9.  Zar!  comuni  ■  dua  funzioni  razionali  Intoro — Eli- 
mlnazlona  auparllnaara.  —  Se  due  funzioni  razionali  intere 
f{x),ff(aì)  hanno  uno  zero  comune  a,  i  polinomi  f{x),g{x)  sono 
entrambi  diviaiMIi  per  ai  —  a  :  adunque  condizione  necessaria 
per  l'esistenza  di  zeri  comuni  a  f{x),g{x)  è  che  [g6,  n.  40] 

(12)  RÌ8(r.i7)  =  0.. 

Supponiamo  verificata  questa  (12)  e  sia  D(ir)  il  comun  quasi- 
divisore  di  Z*,^ 'definito  al  §  6,  n.  40  [(80)],  cosicché  [§  6,  n.  40 
(79),  (79')] 

uf{x)=Ql(.x)\ì{x)    ,    -u&{x)=V{xMx)  .,    M=Ri»(P,Q)=i=0  : 

segue  da  queste  relazioni  che  <%nì  zero  di  Q{a>)  sar&  zero  co- 
mune a  f{x)  e  giao)  e  non  esisteranno  altri  zeri  comuni  alle 
due  funzioni,  perchè  P((r)  e  Q(^)  non  hanno  zeri  comuni  [(12)]. 
La  (12)  esprime  una  relazione  fra  i  soli  coefflcienti  delle  fun- 
zioni Air),  ^(o;)  [§d,  n.  42(83);  §7,  n.  14  (22)]  la  quale  può  af- 
fermarsi tosto  che  si  sa  che  esiste  un  numero  a  tale  che 
f{a):=g{a.)  =  Q:  si  AicQ  cìi6  %as&  b  ì\  risultato  dell'eliminazione 
di  <t  fra  le  uguaglianze  f(<t)  =  (ì,g{ft)'=0,  od  anche,  poiché 
l'effettiva  conoscenza  del  numero  a  è  inutile  per  poter  scrivere 
la  (12),  che  essa  è  il  risultato  dell'eliminazione  della  varicàrile 
w  fra  fias)  =  (i  e  g{a!)  =  0  [cfr.  §  6,  n.  37]. 
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10.  Funzioni  razionali  Intera  di  più  variabili.  —  Sia 

ora  /'(^i a?, . . .  37 J  una  fuozione  razionala  intera  di  n  variabili 
nel  campo  Q. 

a)  Il  polinomio  rappresentante  /"(ir,  ìe,  ...  «J  si  può  consi- 
derare [§  2,  n.  12]  come  poliDomio  in  una  parte  soltanto  delle 
dette  variabili,  nel  campo  numerico  dei  polinomi  in  @  nelle  va- 
riabili residue.  Corrispondentemente  [g  3,  n.  13]  si  potrà  consi- 
derare la  finzione  f(a;iSO,  ...  ajj  come  funzione  razionale  in- 
tera di  una  parte  delle  dette  variabili,  nel  campo  numerico  delle 
funzioni  razionali  intere  delle  variabili  residue  in  S.  Se  per  tal 
modo  la  fìinzione  f  si  vorrà  considerare  come  funzione  della  sola 
variabile  w^,  la  indicheremo  brevemente  con  /"^  {w,  x^  ...  «J. 
Talvolta  alle  variabili  diverse  da  a?^  si  penserà  dì  attribuire  va- 
lori cDt'=af  {i^h)  appartenenti  ad  un  campo  @,  contenente  6 
[d.  l]:  otterremo  per  tal  modo  una  funzione  razionale  intera  in 
e,  della  variabile  x^,  /"(o, ...a;^...  «J. 

b)  Converrà  anche  spesso  considerare  [§  6,  n.  1]  fio:,  a;, ...  »,) 
come  funzione  di  una  sola  variabile  X  avente  per  dominio  S^, 
assumendo  come  coordinate  di  X  i  valori  delle  variabili  x, , 
Xf,...,x^.  Scriveremo  [cfr.  §  0,  u.  1] 

nx,x,  ...  xj  =  r0i.)  (X  =  (a;.i».  ...  aj)  . 

11.  Il  teorema  d'identità  [n.  4]  si  estende  immediatamente  alle 
funzioni  razionali  intere  d'un  numero  qualunque  di  variabili: 
si  ba  cioè  che  se  il  campo  6^  conitene  infiniii  numeri,  ogni 
funzione  razionate  intera  delle  variabili  a?,  a;,  ...  tr„  aventi  per 
dominio  S,  è  rappresentata  da  un  unico  polinomio  in  dette  va- 
riabili. Supponiamo  infatti  provata  la  proposizione  per  le  funzioni 
di  n  — 1  variabili:  allora  queste  funzioni  costituiscono  un  campo 
numerico  [§  3,  n.  13]  non  singolare,  perchè  solo  il  polinomio  nullo 
vi  rappresenterà  la  f\inzione  0  [cfr.  §  3,  n.  IV].  Si  può  quindi  ap- 
plicare la  proposizione  del  d.  4  alla  funzione  /*.  [n.  10  a}}  ;  si  ha 
che  f„  è  rappresentata  da  un  polinomio  in  a^  avente  per  coef- 
ficienti determinate  funzioni  razionali  intere  di  37, ,  <Ei  , . . . ,  x^^  : 
e,  per  la  proposizione  ammessa  per  queste  funzioni,  questi  coef- 
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ficieati  SODO  essi  stessi  rappresentati  da  determiDati  polinomi  in 
ir, ,  IT, ,...,a>n~i:  onde  la  proposizione  risulta  provata  per  n  va- 
riabili. Poictiè  per  una  sola  variabile  la  proposizione  è  vera  [a.  4], 
essa  è  dunque  vera  in  generale. 

Il  teorema  d' identità  ooDMnte  di  rappreeentare  collo  steseo  simbolo 
una  funaioue  razionala  intera  e  il  polinomio  che  la  rappreeenta  [cfr.  n.  1 
e  png.  81,  in  nota],  sema  pericolo  di  ambiguità,  almeno  quando  il  campo' 
<S  contiene  infiniti  numeri. 

12.  Si  cltiamano  zeri  di  /'(ìb,^,  ...  a;„)  gli  zeri  [n.  5]  della 
funzione  /"(X)  [q.  IO,  bj].  Direme  talvolta  per  brevità  che  uno 
zero  di  f(cCiCCt  ••■  «J  appartiene  a  S,  per  dire  che  le  coordi- 
nate di  questo  zero  appartengono  a  S,  (quindi  precisamente 
esso  appartiene  a  <2"). 

Alle  iCfii^h)  attribuiamo  valori  arbitrari  as^^af  in  @,;  sia 
a^  uno  zero  di  /"(«,  ...a-^...  «J:  («,...  «^...«j  sarà  allora  uno 
zero  di  f(x^a!^  ...  wji.  Reciprocamente,  se  («,...«J  è  uno  zero 
di  f,  fl^  sarà  uno  zero  di  /"(«,  ...  (T»  ...  «_). 

Questa  osservazione  serve  spesso  a  ricondurre  la  determina- 
zione di  zeri  di  una  funzione  razionale  intera  di  più  variabili  al- 
l'analoga determinazione  per  una  funzione  di  una  variabile  sola. 

Neasuna  llmitaBÌone  generale  si  può  più  affermare  per  il  numero 
degli  Beri  di  una  funsione  meionale  intoni  di  più  variabili  [cfr.  n.  8]  : 
bì  coniìderì  ad  es.  la  funsione  f  (j;,  x,  ...  x,^,) — j;^,  dove  7  è  una  fun- 
sione rasionale  intera  In  6  delle  »ole  variabili  x^,x,,  ■■■|3:__^;  fissati 
arbitrariamente  »,  »  «1 1  ■•■)  «„_i  'n  <2i,  ■'  ponga  a^  =  9(«|  ...  «,_,); 
(a,  a,  ...  «J  sarà  uno  sero  della  funsione  proposta.  Se  Q^  contiene  ìnfl- 
nìti  numeri,  si  ottengono  cosi  quanti  si  vogliano  seri  [air.  n.  XXXVIII]. 

Evidentemente  può  darsi  che  per  Wt^at(i^h)  alcuni  coef- 
ficienti dì  /*,  prendano  11  valor  0  ;  in  particolare  ciò  può  avve- 
nire per  tutti  i  coefficienti:  è  allora  /"(a,  ...37^...  a,)  =  0,  ed 
(a,  ...  o^  ...  aj  è  uno  zero  dì  /"(a;,  ...  ir„),  qualunque  sia  a^. 

13.  Importa  spesso  di  considerare  gli  zeri  comuni  a  più  fun- 
zioni razionali  intere  di  più  variabili.  Qui  ci  occuperemo,  per 
semplicità,  solo  del  caso  di  due  funzioni  di  due  sole  variabili 
/■(ir,a;,),(7(a;,j>,):  si  vedrà  chiaramente  come  considerazioni  a- 
naloghe  possano  svolgersi  per  casi  più  complessi  [v.  n.  XXXIX, 
XLVll  e  seg.]. 
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Se  (a, a,)  è  uno  zero  comune  a  f{cc^i£^),g{x^x^),  sarà  a,  zero 
comune  a  /'(aia;J,£r(a,a;,)  [n.  12];  quindi 

a)  Può  darsi  che  una  (almeno)  delle  due  funzioni  A"iiS»)> 
^(a,ir,}  sia  nulla:  se,  per  es.,  /*(a,^,)  =  0,  basterà  che  a,  aia 
zero  di  gia^aSt)  perchè  (a,  a,)  sia  zero  comune  alle  due  funzioni 
fitrias^ì.ffiafO;^).  Dall'ipotesi  segue  d'altronde  [§6,  n.  40]  che 
aarà  RÌ«(n»,a',).f7(«,aJ,)}=0. 

bj  Se  nessuna  delle  funzioni  /'(0|^i)>^(<>|3',)  è  nulla,  af- 
finchè possa  esistere  un  numero  a,  tale  che  (atia^)  sia  zero 
comune  alle  due  funzioni  fix^CB,) ,  ffiw^a;,)  è  ancora  necessario 
che  [n.  9]  RÌ8(/'(«ia;,),ff(a,a;,))  =  0. 

Ciò  posto,  sì  vede  subito  che  (  numeri  o,  ioli  che  si  verifi- 
cano le  condisioni  a)  o  b)  sono  tutti  compresi  fra  gli  zeri  di 
**'«(/'*,.*'«)  [§  6,  n.  42  (83);  §  7,  n.  14  (22)]  consiaeralo  come 
funzione  (razionale  intera)  ai  a?,. 

Sia  infatti 

f,{a:^as^=     2      «-('»i)^.''"*    •    i',,('»i«t)=     2      ^(^i)'^»"^- 
i=0 «  (=0 n 

È  [§  7,  n.  14  (22)] 


a^(x^  a^{x,)  ...  a„(j;,)  0 


(13)Ri»C/'.   ,£^.)  = 


=  R(aj,). 


0      b,{cc,) 

È  inoltre 


Finché  a,(«,)4:0  ,  6,(«,)^0  (e  cioè  finché  f{aiW^  ,  e(.(t,x^  uon 
hanno  gradi  minori  rispettivamente  dì  /",  (aiias^)  ,  ?,  (i»,trj)  si 
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Otterrà  Ris(/'(a,^^  ,  giftiOt^)  ponendo  in  (13)  x^  =  a^■.  adunque 

««(/-(«.irO  .  ff<«.a'0)  =  R(»J        (a,(«J=l=0  ,  6,(«,):t=0)  . 

Supponiamo  che  sia  invece  a,(a,)  =  0,  e  vediamo  che  cos& 
dìTiene  allora  R(a^.  Se  è  inoltre  af(a,)  =  0,  qualunque  sìa  i 
—  se  cioè  è  /■(«,!bJ  =  0  {a}}  —  le  prime  n  linee  dei  determi- 
nante (13)  sono  nulle:  è  dunque  R(a,)  =  0.  Se  poi  esistono  degli 
a,(a,):^0,  sia  a^{a.^  quello  di  indice  minimo;  ponendo  allora 
a^  =  ll,^  in  (13),  gli  elementi  0^(0,)  delle  prime  k  colonne  risul- 
tano nulli,  e  quindi,  sviluppando  il  determinante  secondo  i  mi- 
nori estratti  da  queste  prime  A  colonne,  si  ha   - 


*.(«i)&.(«i)--- Vi(«() 
M«,)--^-.(«.) 


M*,) 


«k(«i)  aM.i(»i)  ■■■«-(«.)      0       •■■     0 
0     a»(«,)     ...      .      a„(«J  ...     0 


•  6h(«,) 


Il  primo  fattore  vale  ».(«,)*  [cfr.  §  7,  u.  II];  è  dunque  subit9 
R(a,)^0  se  &,(a,)  =  0:  se  invece  2>,(a,):^0,  il  secondo  fattore 
non  è  altro  che  9^%{f^<t^x^  ,g(a^w^)  e,  se  è  nullo  questo  risul- 
tante, è  di  nuovo  R(«,)  =  0. 

É  così  provata  in  ogni  caso  la  proposizione  enunciata. 

14.  Questa  proposizione  conduce  immediatamente  a)  procedi- 
mento seguente  per  determinare  gli  zeri  comuni  a  due  fan- 
zioni  razionali  intere  di  due  variabili  f{a!^x^,g{x^a}i}-  Si  formi 
RÌ8(/;,,i'^.)  [n-  I3(13)j: 

1*  se  RÌ8(/],  ,^,  )  =  R(ai,)  non  è  nullo,  si  dovranno  cercare 
gli  zeri  di  R(fVj);  essi  saranno  in  numero  fluito  (non  superiore 
al  grado  di  R);  ciascuno  dì  questi  zeri  si  sostituirà  b.  w,  ia  f 
e  in  ^:  sì  otterranno  altrettante  coppie  dì  funzioni  razionali  in- 
tere della  sola  (C^,  di  cui  sì  dovranno  cercare  gli  zeri  comuni 
[n.  9J.  Ciascuno  di  questi,  insieme  col  corrispondente  valore 
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attribuito  a  aj,,  costituisce  udo  zero  comuae  a  fi^t^ù'ffi^i'^ù' 
e  Qoa  esisteranno  altri  zeri  comuni  alle  due  funzioni. 

2*  86  RÌ8  (/*,  ,  i?,  )  =  0 ,  riprendiamo  per  un  istante  ì  risultati 
e  le  notazioni  del  §  6,  n.  40,  riferendoli  ai  polinomi  /",  (a?jfl?J, 
ff^^(co,oo,).  In  [§  6,  n.  40  (80),  (79),  (79^,  (77)] 

(14)  M/-=-DQ    ,     —  Mff  =  DP 

w  rappresenterà  un  polinomio  in  ai^ , D ,  P , Q  polinomi  in  a},,x,. 
Gli  zeri  comuni  &  uf  e  &  uff  saranno  Identici  agli  zeri  comuni 
a  DQ,DP.  Sia  allora  o  uno  zero  di  u;  esso  dovrà  pure  essere 
zero  di  DQ  e  di  DP,  e  quindi  sarà  zero  di  D  o  zero  comune  a  P 
e  Q.  Ne  segue  che  u  e  D  ovvero  u ,  P ,  Q ,  considerati  come  po- 
linomi in  sei  •  saranno  divisibili  per  07,  —  u.  Sopprimiamo  nei  due 
membri  di  ciascuna  delle  (14)  questi  fattori  :  esse  sì  muteranno 
in  altre  due  analoghe 

(HO  «'/■=D'Q'    ,    —u'ff  =  ì)'P' 

dove  u'  sarà  un  numero  di  €  d  una  funzione  razionale  intera 
di  iCi  priva  di  zeri.  Allora  saranno  zeri  comuni  &  f  e  ff  tatti  e 
soli  gli  zeri  comuni  a  D'Q'  e  a  D'P'  e  cioè  tutti  gli  zeri  di  D*  e 
tutti  gli  zeri  comuni  a  P'  e  Q'.  Per  la  determinazione  dei  primi 
basta  ritornare  sul  n.  12;  riguardo  ai  secondi  osserviamo  che 
P  e  Q'  sono  della  forma 

P'=P:»    ,     Q'  =  Q:v  (»  polinomio  in  a?,) 

e  quindi  [§  6,  n.  40  (78)] 

RIs(P'.Q')=p'P'-|-ff'Q'  =  «:«zt=0  ; 

la  determinazione  degli  zeri  comuni  a  P"  e  Q'  rientra  dunque  in  1*. 
15.  Particolare  importanza  nelle  applicazioni  ha  il  caso  (che 
deve  considerarsi  come  il  caso  generale)  in  cui 

(15)    RÌ8(r.^,tf.^=R(«,):|=0       e       RÌ»(r,^,ff.^)=S(a:J4:0 . 
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Allora  le  còordiaate  degli  zeri  coiqudì  a  /"(ìPiìp,)  ,^aJ,a:J  sono 
rispettivameote  compresa  fra  gli  zeri  di  R(ic^)  e  di  S(»i)  ;  se 
dunque  si  verificano  le  (15)  il  numero  degli  zeri  comuni  a 
fix^cc^.gicc^x^  è  finito. 

Mostreremo  [a.  LXIIIJ  che  pia  precisamente  (Teorema  di  Bé- 
zout)  il  numero  di  questi  zeri  comuni  non  supera  il  prodotto 
dei  gradi  delle  due  funzioni  proposte. 

16.  Equazioni  algebriche.  —  Se  fix^^x^  ...  xj  è  una  fun- 
zione razionale  intera  delle  variabili  !F,,a!,,....iB,,  e  si  chiede 
se  esistano  zeri  della  funzione  f  in  un  campo  numerico  €,  [d.  1] 
e  quali  essi  siano,  si  dice  che  sì  considera  l'equazione  algebrica 

(16)  /"(«.ìT,  ...  «J  =  0 

nelle  incognite  x,,w,,...,x^  nel  campo  @,  [cfr.  §  6,  n.27];  gli 
zeri  di  f  si  dicono  soluzioni  o  radici  dell'equazione  (16)  e  la  ri- 
cerca di  essi  si  dice  risoluzione  dell'equazione. 

Più  equazioni  algebriche  costituiscono  un  sistema  quando  si 
chiede  se  abbiano  radici  comuni  e  quali  siano. 

Due  equazioni  o  sistemi  di  equazioni  nel  campo  @,  si  diranno 
equivalenti  quando  hanno  le  stesse  soluzioni.  Equazioni  i  cui 
primi  me7rtì?ri  differiscano  soltanto  per  un  fattor  nuTnerico  (dei 
campo  S  dei  coefficienti),  o  più  generalmente  per  un  fattore 
che  non  abbia  zeri,  sono  eoidenlemente  equivaienti. 

Si  dice  che  (16)  è  irreduttibile  in  3  quando  f  non  si  può  scom- 
porre in  6  in  due  fattori  entrambi  di  grado  >0  [cfr.  §2,  n.  X]. 

Una  radice  di  un'equazione  algebrica  in  un'incognita  si  dice 
r''",  quando  è  zero  r**"  del  primo  membro  dell'equazione  [n.  7]  ; 
invece  di  dire  che  x,  è  radice  r""  dell'equazione  f(!s)=c(t  ai 
dice  spesso  che  detta  equazione  Zia  r  radici  uguali  a  x^ . 

In  seguito  a  queste  definizioni  le  proposizioni  precedenti  danno 
luogo  agli  enunciati  seguenti: 

Una  equazione  algebrica  di  grado  m  in  una  sola  incognita  ha 
in  un  dato  campo  S,  al  più  m  radici  (distinte  o  uguali)  [a.  8]  ; 
diremo  che  un'equazione  algebrica  di  grado  m.  è  completamente 
risolubile  in  Q^  quando  essa  ha,  in  Q^ ,  precisamente  m  radici. 
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Se  tm'eguaaione  è  completamente  risoliMle  in  ©, ,  il  suo  primo 
ntenibro  è  dete?-minalo  a  meno  di  un  fattore  {numero  di  fi,) 
dalla  conoscenza  delle  radici  \n.  8]. 

Se  Xt  è  radice  r"*"  dell'equazione  f{x)  =  0 ,  /"(a?)  è  divisibile 
per  (aJ  —  .-e,)'. 

Per  la  deterrai  Dazione  degli  zeri  di  un'equazione  algebrica  in 
un'ìDcogoita  in  un  determinato  campo  numerico  @,  si  hanno 
procedimenti  diversi  a  seconda  del  campo  6,  considerato  [cfr. 
n.  Vili].  La  determinazione  delle  radici  delle  equazioni  in  più 
incognite  e  dei  sistemi  di  equazioni  si  nconduce  all'analoga  de- 
terminazione per  singole  equazioni  in.un'inct^oita  mediante  le 
considerazioni  dei  n.  12,  14,  XLVI  e  seg. 

ESEMPI  E  COMPLEMENTI 

I.  Formola  di  Taylor.  —  Sìa  fiso)  una  funzione  razionale 
intera  di  grado  m 

efFettuiamo  su  di  essa  la  sostituzione  lineare  [§  5,  a.  1] 

(2)  x  =  y-\-3; 

otterremo  come  trasformata  una  funzione  razionale  intera  in 
@  di  grado  m  delle  due  variabili  y,z  [%^,  n.  2] 

(3)  Y{yz)  =  f{y  +  z)  . 

Si  può  considerare  F(v2)  come  funzione  razionale  intera  di 
una  delle  due  variabili,  z  per  es.,  nel  campo  delle  funzioni  razio- 
nali intere  in  Q  della  variabile  residua  y  (o  dei  corrispondenti 
polinomi):  ordinando  allora  il  polinomio  F(t/3)  secondo  le  po- 
tenze decrescenti  della  z,  sì  scriverà 

(4)  F(j/z)=F,(i/)+F.(v)2  +  F.(v)3'+  ...+F„.,(v)z-'-hF„2" 

dove  le  F^(if)  sono  funzioni  razionali  intere  della  y ,  rispettiva- 
mente di  grado  m  — ft  [§  2,  n.  15]  cbe  si  calcoleranno  agevol- 
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meata  effettuando  la  sostìtuziooe  lìDeare:  io  particolare,  fittcendo 
2  =  0,  si  ottiene  dal  coafh>Dk)  di  (3),  (4) 

<5)  F.(i,)  =  F(i,0)  =  Al/). 

e  facendo  ysaO  si  ottiene 

F.(0)  +  F.(0)»  +  ... +F„3-  =  r(«) 
da  cui 

(9)  F*(0)  =  o_-»    ■    F„  =  a,  . 

Seguendo  un  uso  generalmente  invalso,  porremo 

(S*)  F.(|/)  =  r(l/) 

e  più  generalmente,  sempre  quando  tutti  gli  interi    1,3 A , 

considerati  come  numeri  di  tS, ,  siano  ^0  [cfr.  §  1,  n.  Il], 

(5")  k\FM  =  r'"(l/): 

f^'iy)  é  ancora  una  funzione  razionale  intera  in  (3  di  jr  di  grado 
m  —  Il  e  si  cbiama  A""  derivata  di  f{y).  La  (4)  sì  scrive  allora 
(tenendo  presente  (&)} 

(7)    ny + *) = nv) + riy)z + |j  riv)x*  + . . . 


^(m  — 1)!' 


La  (4)  e  la  (7)  sì  chiamano  formola  di  Taylor  a  causa  del- 
l'analogia che  quest'ultima  particolarmente  ha  con  una  formola 
che  Incontreremo  in  seguito  [//]  collo  stesso  nome. 

A  causa  di  (2),  si  può  scrìvere  al  posto  di  z  V  espressione 
equivalente  x  —  y;  le  formole  (4), (7)  divengono  allora 

(4')    Aa')-=Av)+F,(i/)(a;-i/)-|-F.(i/)(a:-i/)'+...+F..(a;-v)- , 
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Un  Calcolo  analogo  ai  può  naturolmeate  fare  sopra  ana  funsìone 
rasìonala  intera  di  più  variabili /(x,  x,  _...  dbJ,  efiéttuando  la  aostitu- 
sione  Un  «are 

(8)  *,  =  y,  +  '<  (.=  1,2,...,»)  . 

La  fonai ono  trasformata 

(»)  F(j,,y,  ...  y_  ;  ,,  .,  ...  ■J=/(y.  +  «,  ...  y,  +  ■  J 

avrà  Io  BtesM  grado  della  daba  [§  6,  n.  3] ,  e  et  potrà  considerare  oome 
faniione  raiionale  intera  delle  c^  nel  oampo  delle  funzioni  razionali 
delle  y^:  la  (9}  si  chiamerà  anche  allora  fobmola  di  Tatlob  per  la 
fanaione  /(x,  x^  ...  xj. 

Se  nelle  forinole  (4'),(7')  si  porta  il  termioe  f(y)  nel  primo 
membro,  si  riottiene,  sotto  un  altro  punto  di  vista,  la  Tormola 
(7)  del  n.  5. 

IL  ScompoBlzfona  di  una  frazione  alsabrfca  In  fra- 
zioni sampllel.  —  Come  prima  applicazione  della  formola  di 
Tatlor  riprendiamo  la  acomposizione  di  una  frazione  algebrica 
in  frazioni  elementari  [§  6,  o.  XXXV]. 

rappresentano  polinomi  dei  gradi  rispettici  m ,  |i  in  un  campo 
€  di  razionalità.  Supponiamo  che  f  (ir)  sia  completamente  risol- 
vibUe  in  fattori  semplici  [a.  8]  :  poiché  @  è  campo  di  raziona- 
lità, possiamo  aactie  supporre  che  il  fattore  numerico  nella  scom- 
posizione di  f  (ai)  in  fattori  semplici  (anali^o  al  fattor  e  nella 
(11)  del  n.  6)  sia  1,  parche,  ove  avesse  un  diverso  valore  (ne- 
cessariamente 4=0),  si  potrebbe  dividere  per  esso  numeratore  e 
denominatore  della  frazione-  Indichiamo  allora  con  a^(i  =  l,3,...) 
gli  zeri  distinti  di  ^(x)  e  con  r,  le  loro  rispettive  mnltiplicità, 
cosicchò 

9(aj)  =  (jp  —  a,)''  (flj  —  «j)"»  .... 

La  frazione  — -,  scomposta  in  frazioni  elementari,  prenderà 
9(a;)'  *^  ^ 
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la  forma  [§  6,  n.  XXXV  (75)] 

(10)  Cl^  =  2-^^^^ 

dove  Ptix)  sono  polinomi  io  Q,  di  cui  indichiamo  i  gradì  eoo  s,. 
Applichiamo  alla  funzione  Pi{x)  la  formola  di  Taylor  (4), 
ponendovi  y^a^:  si  ha 

+  Piri»i)  {ce  —  aj*  4-  ■  ■  ■  +  Po;  (^  -  "-)"'. 
onde 
(11,        J'^C'g)     ^     Pi(»^      I       PiM)       ,      _  j  P^-.t"*) 
ice -a,)''      [x  —  a,{'      {«-a/'"'  (»—«() 

+  Pi,/«i)  +  •  ■  •  +  Pi,;  (»  -  «()''"' 
e,  sostituendo  in  (10), 

ned)  _„         «  Pii{»ò 


(18) 


dove  if{a))  rappresenta  un  polinomio  io  i2. 

Si  dice  che  il  secondo  membro  di  (12)  rappresenta  la  ft-azione 
f(x) 
—r~x  soomposta  in  frazioni  semplici. 

tiO!) 

La  frazione   — •  si  può  scomporre  in  un  modo  solo  tn  fra- 
ziont  semplici:  pooiamo  iofatti 

9(a?)  =  (a;  — «/^^((a')  . 

Moltiplicaodo  ambi  i  membri  di  (12)  per  9(2;)  si  ha 

fix)  =pt[at)ti{,x)  +  {X~t^^)g^(x) 

dove  giix)   rappresenta  un  polinomio  in   i2.    Ponendo  allora 
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<&  =  >(  si  ha 
(13)        /•(«,)  =p,{«,)9,(a,)        ODde        P,(a,)=- A"i):?<(»()  ■ 

Le  frazioni  — - — ^    (in  cui  i  deaomiQatorì  hanno  i  massi- 

mi  esponenti)  sono  così  determinate  in  modo  unico  nel  secondo 
membro  di  (13).  Sottra^iamole  allora  dai  due  membri  di  (12): 
otterremo  nel  primo  membro  una  nuova  frazione  algebrica  di 
cui  il  secondo  membro  esprimerà  una  scomposizione  in  frazioni 
semplici:  e,  per  la  precedente  dimostrazione  ne  saranno  iodi- 

TJduate  le  frazioni — ~^  che  vi  hanno  i  denominatori  coi 

(X  —  «,)  * 
massimi  esponenti.  Cosi  proseguendo,  si  vede  che  sono  indivi- 
duati tutti  gli  addendi  frazionari  del  secondo  membro  di  (12). 
Il  polinomio  ^[cc)  vi  sarà  allora  determinato  come  differenza 
fra  — —  e  la  somma  di  queste  frazioni.  Esso  può  anche  deter- 
minarsi  a  priori:  infatti,  la  somma  delle  frazioni  del  secondo 

membro  di  (12)  è  una  frazione  della  forma     °,    ,    in  cui  il  nu- 

?(«) 
meratore  /«(«r)  ha  grado  minora  che  ^(x),  ed  è 

n«)  =  /;(aJ)  +  +(»)9(a')s/;(a;)    {mod»(a:))  . 

Adunque 

9  (a;) 

dove  /".(a;)  è  il  polinomio  s/'(ai)  (mod  9 (ic))  di  grado  minore 
che  ?(«)  [§  2,  n.  XXII]. 

Ciò  premesso,  possiamo  facilmente  ottenere  un'espressione  e- 
splicita  per  la  parte  frazionaria  della  scomposizione  (12).  Usser- 
viamo  perciò  che  [n.  I,  5  (7)] 

?i{"()  —  9((a')  =  (iP  —  «()A((ir)  (^((2!)  fuuz.  raz.  intera)  ; 

quindi 

(15),  (?^(«<)  -  f(x)f  =  (x-  »;)'/i,(x)'  . 
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D'altronde  (Vt—vY—  Va  è  divisibile  per  y,  perchè  y{  è  il  va- 
lore di  ((/,  — y)''per  p=0  {lo  si  vede  d'altronde  pure  sviluppando 
iVt  —  vY  mediante  la  formola  di  Newton  [§  3,  n,  V]):  ponendo 
9((«) >?((«().?•(  al  posto  dì  i/,i/, ,r,  ai  ha  quindi 

(16)     (9i{«()-  ?((«'))'*— ?i(«()''=9((»)ff/ir)  {glio)  funz.  raz.  intera). 

Da  (10)  e  (15)  si  ricava 

^(0/*  =  (»  —  aj'kt(w)*  —  iP((iB)C((a;) 

e  quindi,  moltiplicando  ambo  i  membri  per ^  , 


9<{«(>  *  »((«J  ' 


f  («)      (a;  _  a.t)'*  9,(0!)      (3?  —  «/*iP((«()''        9i{x)  ?,(■»()"'* 


Si  otterrà  la  scomposizione  del  primo  membro  in  frazioni  sem- 
plici effettuando  questa  scomposizione  per  i  due  termini  del  se- 
condo membro:  ma  il  denominatore  del  secondo  termine  non 
contiene  più  il  fattore  («  —  »(),  quindi  tutti  i  termini  della 
scomposizione  cercata  che  hanno  per  denominatori  potenze  di 
{x  —  a,)  provengono  dal  primo  termine. 

Per  determinare  nella  formola  (12)  il  gruppo  dei  termini  a- 
ventì  per  denominatori  potenze  di  {jc  —  «J  si  potrà  dunque  as- 
sumere in  (10) 

(17)  p,{x)  =  -  f{a})g,{x)  :  W*f*  . 

III.  Supponiamo,  in  particolare,  che  tutti  gli  zeri  dì  ^(x)  siano 
semplici:  si  dovrà,  oelle  formolo  precedenti,  porre  r^^l  ^ 
quindi  [(16)]  fff(x)  =  —l:  dello  sviluppo  (11)  si  dovrà  conside- 
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rare  il  solo  primo  termine  [v.  pure  (13)] 

j,  _  a,.  a>  —  «(       ' 

la  (12)  dìTìeae  quiadì 

IV.  Formola  d' Iniarpolazlona  di  LagraiiB*-  —  Molti- 
plicando per  f  (fc)  ambi  i  membri  di  (18),  si  ha 

(19)  A^)->2;rt»,)^,+  'K«')»W=2;rt»,)^  (moi^x)). 

Questa  relazione  ai  chiama  fokhola.  d'interpolazione  di  La- 
obahge:  se  il  grado  di  vt'^)  è  madore  di  quello  di  fias), 
sarà  ^(m)=Q  [(14)].  Si  ha  dunque.  In  particolare,  che  se  di  una 
funzione  roiionale  intera  f{cc)  di  grado  m  si  conoscono  i  valori 
corrispondenti  a  p.  {>  m)  valoH  della  varicele  a^,t^^,.,.,a^, 
la  funzione  medesima  è  individuata  ed  espressa  da 

(20)  rM=  2    n.,)"^ 

dove 

(21)  9i{a})  =  J{{a!-a^. 

Possiamo  riattaccare  questa  formola  ai  ragionamenti  del  n.  2; 
otterremo  anche,  con  ciò,  una  formola  [(S3')]  equivalente  a  (20) 
ed  in  cui  non  occorre  l'ipotesi  che  Q  sia  campo  di  razionalità. 

Rimettendoci  dunque  nelle  ipotesi  del  n.  2,  sia  i3,  il  campo 
numerico  qualunque  cui  appartiene  il  dominio  della  variabile  e 
quello  della  funzione:  supponiamo  inoltre  |i  =  m-|-I  ').  Nel  campo 


')  Questa  ipotesi  non  è  più  restrittiva  di  quella  [t  >  m ,  perchè  si 
può  semp»  attribuire  ad  /(x)  un  grado  qualunque  maggiore  del  suo 
grado  effattiyo. 
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numerico  [§  3,  n.  13]  delle  funzioni  razionali  intere  di  x  ìa  (S, 
abbiamo  le  m  +  2  relazioni 


('  = 


,.2,.-,m+l) 


fra  le  quali  si  possono  eliminare  [§  7,  n.  20  cj]  i  Dumeri  1 . 
a^,a,,...,a„  (che  occupano  qui  il  posto  delle  &,,&«,... ,6„  nelle 
(38)  del  §  7,  n.  20):  si  ottiene 


/•te 

j,- 

aj— ' 

..     07          1 

». 

*r 

op' 

..    .,        1 

". 

,- 

•r- 

..    .,        I 

"-. 

•" , 

0-t! 

■•    »„,    1 

Il  primo  membro  di  (22)  può  scriTersi  [§  7,  n.  12,  3°J 


n-x) 

or 

0!—'   . 

.  ai       1 

0 

iC* 

jr^'  . 

.  «    1 

0 

•7 

"7"'  ■ 

.   a,        1 

+ 

u, 

«r 

«7"'  . 

■  ».    1 

0 

"iiU. 

•::;;. 

•  '^  1 

".H. 

•nu. 

•:;;■ 

■  «„,  1 

Sviluppiamo"  i  due  determinanti  secondo  gli  elementi  della 
prima  colonna:  il  complemento  algebrico  di  /"(or)  nel  primo  de- 
termiaaute  ò  un  determinante  dì  Vandbrhonde  formato  coi  nu- 
meri a, «,  ...  flt^,  ;  indichiamolo  con  U.  Nel  secondo  determi- 
nante il  complemento  algebrico  di  u^  è  uguale  a  (—  1)*^  mol- 
tiplicato per  un  determinante  di  Vanderhonde  formato  coi  nu- 
meri ^ ,  a, ,  a, , . . . ,  »,._, ,  «j,^, , . . . ,  a,^, .  Osserviamo  che,  se  io 
questo  determiaante  assoggettiamo  le  prime  i  linee  ad  una  so- 
stituzione circolare  in  modo  da  portare  la  prima  al  t*"  posto, 
esso  si  moltiplica  per  (  —  1)'-'  [§  7,  n.  10;  §  5,  a.  28];  esso  si 
trasforma  d'altronde  così  in  ciò  che  diviene  il  determinante  U 
se  vi  si  scrive  a;  in  luogo  dì  «<.  Indichiamo  con  U^  il  deterrai- 
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naote  così  ottenuto:  il  complemento  algebrico  di  u^  è  dunque 
(— 1)****U(=  — U<:  ne  risulta  che  Li  secondo  determinante  della 
precedente  espressione  vale  — ^u,U,.  onde  la  {22)  diviene 

(33)  UAa')-2I«iU,  =  0  . 

Se  ne  ricava,  per  la  funzione  f(a;),  l'espressione 

(23!)  A*)  =  (2«*u<):u . 

Se  S,  è  campo  di  razionalità,  essa  può  anche  scriversi 

Ricordiamo  allora  che  [§  7,  n.  15  (24')]  U  è  il  prodotto  di  tutte 
le  differenze  della  forma  tt^  —  a^  (A<ft);  e  si  ottiene  l'anali^a 
espressione  di  U^  scrivendo  w  al  posto  di  a,  in  quella  di  U.  Tutti 
i  fattori  «fc  — «fc  di  U  in  cui  Ar^i.ftrtf  appartengono  quindi 
pure  all'espressioDe  di  U,  e  possono  sopprimersi  al  numeratore 
e  al  denominatore  del  rapporto  Uj  :  U  :  si  ottiene  così  [cfr.  (21)] 

Hi       TI  '""^  IT  J'  ~  <*>  _   TI  iP  — g»      9«(<g) 

u  "^  "«,—«.  ''  •<  —  «a  ~  "  »< — •»  ™  ?<(«,)  ■ 

Si  ha  dunque  (toruola  d'interpolazione  di  Laqrahob) 

Se  nelle  £armoIe  {26'),  (20')  si  «appone  qtudonnD  dei  numeri  «,  nullo, 
si  riotttegono  fkoilmente  le  proposiiioni  dei  s.  6-8. 

Si  noti  pare  che,  qualunqae  siano  i  valori  attribuiti  alle  a^  e  alle 
H, ,  il  eecondo  membro  di  (20')  ha  sempre  senso  se  @^  è  cAmpo  dì 
raiionaliUt,  e  rappresenta  una  fnniione  di  grado  m  che  per  x  =  a^  ss- 
aume  il  valore  w^  :  si  riottiene  cosi  la  proposistose  del  n.  8. 
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Y.  Proprlatà  dagli  sari  muMpll  di  una  funziona  ra- 
zionala Intara.  —  La  fuazioae  f(SD)  abbia  n  come  zero  r"*  e 
non  più  che  r**":  sia  cioè 

(24)  na>)  =  {x-»rUx)    ,    /'.(«):4=0. 

Indichiamo  con  è,Y|  due  Tariabiii;  possiamo  assumere  come 
domìnio  delia  variabile  so  [u.  1]  il  campo  @,  del  polinomi  in  <S 
nelle  Tariabili  ^,i\.  Calcoliamo  allora  il  valore  dì 

/■(!/  +  a)  =  (f  +  «  -  «r  A IV  +  X) 
per 

V  =  è    ,    z  =  (^  —  a)n  . 

Applicando  al  primo  membro  la  formola  dì  Taylor  ed  ese- 
guendo invece  semplicemente  la  sostituzione  dei  valori  alle  va- 
l'ìabìlì  nel  secondo  membro,  si  ottiene 

(25)  A4)  +  F.(4)(e-  «)t,  -I-  F.(4)<4  -  «)*tl'  + . . . 

+  F,(4)(4  -  «Yii  +  ...  +  a,{Ì  -  »)"< 

=  (ii  +  i)'(4-«)'/.(£f(£-»)ti) . 

Consideriamo  ì  due  membri  come  polinomi  in  i]  nel  c»mpo 
dei  polinomi  in  £  in  6:  poichà  nel  secondo  membro  si  trova  a 
fattore  (4— a)',  nel  1'  membro  dovrà  [§2,  n.  7]  essere  divisi- 
bile per  (è  —  af  ciascuno  dei  coefl3cienti  f{iì ,  F»{&)(£  —  a.f  :  per 
il  p^mo  questo  fatto  è  già  contenuto  nell'ipotesi  (24);  per  A^r 
la  cosa  è  verificata  senz'altro;  per  ft  =  l,2,...,r  si  dovrà  avere 

(29)       F^(£}  =  (£  —  a)'-*'P»(è)  (9» Ce)  polinomio  in  i  in  e)- 

Sostituendo  in  (25)  le  espressioni  (26)  e  dividendo  1  due  mem- 
bri per  (S  —  a)'  si  ha 

/;(£)  +  9.(e)»J-l-T.(S)ti»-f...-|-T,(è)ti^-|-F^,(4)(6-a)ti'+'  +  ... 
=  (»l+»)''A(è+(4-«»)tl) 
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e  quiadi,  coasideraado  i  due  membri  come  esprìnieatì  una  fun- 
zione dì  è  e  poneadoTi  4  =  > . 

/;(•)  + 9,(«)K|  +  <P.(«)tl' +  ■■•+ 9>K  =  (ti  +  1)Y.(«) 

oude  [§  3,  n.  V;  §  2,  b.  VII  <10)] 

(27)  9*(»)  =  (^)/-,(a)  (ft=I,2,...,r)  . 

In  particolare  [(26),  (24)] 

Fr(»)  =  9»  =  /;(«>4:0. 

ScrìTeodo  X  invece  di  è  si  ha  quindi,  rìassnroeado,  che  se  « 
è  zero  r^  di  f{x),  /"{x)  e  le  r  —  l  fumUmi  ¥^{a)  (ft  =  l,2,..., 
r  —  1)  sono  divisìbili  per  or —  a,  mentre  F,(<r)  non  è  divisi- 
bile per  X — a.  Precisamente,  per  ft^r,F„(a')  è  divisibile  p^ 
(aj  —  a)'-*  [(26)] ,  ma  non  è  divisibile  per  una  patema  supe- 
riore di  x— a  se  (1:^0  [§  2,  n.  IX].  In  particolare, -finché 
ai  può  parlare  di  derivate  [n.  1],  è  divisibile  per  [x  —  «)"""*,  e 
non  per  una  potenza  superiore  di  (x  —  ti),  la  ft™  derivata  di 
nv)  (ft  =  l,2,...,r). 

VI.  Saranno  dunque  zeri  multipli  di  f{x)  tulli  e  soli  gli  zeri 
comuni  a  f{x)  e  a  f'{x).  Quindi  [n.9]  condizione  necessaria  per- 
chè f{sB)  abbia  zeri  multipli  é  che  sia  RÌHf,  /")=0  [cfr.  n.  XVIII]. 
Ris(/',/")  si  chiama  il  (lisorimìnantB  di  /*  e  si  rappresenterà  con 
Obor /*  (talvolta  anche  Dwbt  f(x)).  Esso  è  un  numero  di  @;  e, 
se  ì  coefficienti  a^  di  f  sono  variabili  e  quindi  €  è  un  campo 
di  polinomi  in  queste  variabili,  è  un  polinomio  di  S  omogeneo 
dì  grado  2n—  1  [§  7,  n.  14]. 

Supponiamo,  per  comodità  di  discorso,  che  @  consenta  la  teo- 
ria della  divisibilità,  (nella  contraria  ipotesi  basterebbe  parlare 
di  quasi-divisorì  invece  che  di  divisori):  saranno  allora  zeri 
multipli  di  f{x)  tutti  e  soli  gli  zeri  del  massimo  comun  divi- 
sore di  fix) ,  /■'(»)  [n.  9], 
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VII.  Supponiamo  ìaoltre  che  il  campo  Q  coateoga  il  campo 
dei  numeri  interi  (come  numeri  tutti  diversi  fra  loro  [§  1,  n.  II]). 
Indichiamo  con  d(x)  il  m.c.d.  di  /"(ai) ,  /"(a;)  :  ae  a  è  uno  zero  r'" 
di  /"(iF),  esso  sarà  [n.  V]  zero  precisamente  (r—  l)"*  di  f'(w), 
e  quindi  anche  dì  tt{x).  Dunque 

(28)  9iic)  =  rm:d{x) 

avrà  come  zeri  tutti  e  soli  gli  zeri  di  f(CD),  e  ciascuno  sarà 
per  essa  zero  semplice.  Ci  sarà  utile  in  seguito  questa  propo- 
sizione sotto  la  forma:  se  una  funzione  razionale  intera  in 
S  — /'(a?)  —  ha  zeri  multipli  {sia  che  questi  appartengano  a  G, 
sia  che  non  vi  appartengano),  esiste  una  funzione  razionale  in- 
tera in  Q  —  f{x)  —  che  ha  gli  stessi  zeri  della  data,  ma  UUti 
semplici. 

Il  ragionamento  precadente  cessa  di  valeTe  per  gli  seti  di  moltiplioità 
p  se  in  6  la  aomma  di  p  uniti  è  0  [§  1)  n.  II]  ;  questi  ieri  hanno  infatti 
allora  la  stessa  multìplicità  per  /'  [n.  V],  e  quindi  non  sono  seri  di  9(2) 
[(26)].  L' ultima  proposlsione  enunciata  resta  però  vera  in  casi  impor- 
tanti [q&.  d.  XXXIV]  ;  non  però  sempre,  come  si  Tede  con  un  eeempio  ; 

Sia  Q  il  campo  dei  polinomi  in  t\  nel  campo  dei  numeri  interi  ri- 
dotto, relativo  ad  un  modulo  primo  p;  indichiamo  con  À  un  numero 
primo  (polinomio  irreduttibile  [cfr.  §  2,  n.  XII,  XIII])  di  Q  (per  ee. 
aia  semplicemente  A^t|),  ed  assumiamo  come  €,  il  campo  [€,F] 
(?  =  «>■  —  A)  [§  6,  n.  V].  Per  la  definisions  etesea  di  iS, ,  il  numero 
o  =  (010  ...  0)  è  aero  di  i'  — A;  e  perciò  è  «ero  p"*,  perchè,  €  o 
Q^  contenendo  il  campo  dei  numeri  interi  ridotto  relativo  a  p,  è  in 
essi,  qualunque  sia  il  numero  a,  [ofr.  n.  XXVIII  (63)] 

(«  —  a)r  =  x'  —  af  ; 

fi  quindi,  se  a'  =>  A ,  anche 

{x  —  a)»  =  x*—\  . 

La  funiione  x" — A  ha  dunque  in  l3,  uno  lero  p"",  sebbene  questo 
sero  non  appartenga  a  €  ,  e  non  esista  quindi  in  Q  un  fattore  (lineare) 
di  etsa  che  abbia  detto  zero  come  semplice. 
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La  funzione  v(tr)  si  può  ancora  scomporre  in  fattori,  ciaacuQo 
dei  quali  ha  per  zeri  tutti  e  soli  gli  zeri  dì  f[a;)  di  una  deter- 
minata multiplicità.  Indichiamo  infatti  con  A,(ir), A,(at),.-.  fun- 
zioni razionali  iatere  dì  cui  la  prima  hi(x)  sia  il  m.  e.  d.  di 
fta})  e  fiat),  e  generalmente,  per  k>l,/t^(ts)  sia  il  m.  ed. fra 
*ji-i(^)  6  r^'ia).  Saranno  zeri  di  A, (a;)  tutti  e  soli  gli  zeri  mul- 
tipli di  /(^);  fra  questi  saranno  zeri  almeno  doppi  di  /"(a;)  tutti 
gli  zeri  di  ftf(£C)  (zeri  comuni  a  A,(a>)  e  f"(v)),  in  generale  sa- 
ranno zeri  dì  f{x)  di  multìplicità  &ft  gli  zeri  di  /i„(ar).  Se  dun- 
que poniamo 

(29)  /;(a7)=9(ir):A,(ir)    ,    /;(ir)=A»_,(a!):A»(aj)       perA>l, 

fj,x)  avrà  per  zeri  (semplici)  tutti  e  soli  gli  zeri  ft*"  (e  oon  più 
che  A»")  dì  f{x),  e  sarà 

(30)  »(;»)  =  A  (a;)  A  (a')  ■■■  ■ 

iDvece  delle  derivate  /'^'{x)  si  sarebbero  potute  considerare  le  fun- 
nioni  F^(x):  si  vede  allora  che  la  precedente  acom posizione  di  ip(x)  in 
&ttori  corrispondenti  agli  zeri  di  f{x)  delle  diverse  moltipHcità  iì  può 
ripetere  qualunque  aia  il  campi  <2 ,  tosto  che  sia  determinata  la  fun- 
sione  <p(2}  che  ha  tutti  questi  zeri  come  semplici. 

Vili.  Rlcarca  dagli  sari  di  una  funziona  razionala 
Intara  In  un  campo  d' InlogrHè.  —  Non  si  possono  dare 
regole  generali  per  decidere  se  una  funzioue  razionale  intera 
f[ic)  abbia  zeri  e  quali  essi  siano.  È  chiaro  però  che,  se  con 
un  procedimento  qualunque  si  giunge  a  determinare  uu  numero 
finito  di  numeri  fra  i  quali  siano  gli  zeri  dì  /"(a;)  (qualora  tali 
zeri  esistano),  la  ricerca  potrà  dirsi  eseguita,  perchè  essa  si  ri- 
durrà a  verificare,  colla  diretta  sostituzione,  se  fra  quei  valori  ve 
ne  siano  —  e  quali  siano  —  che  facciano  assumere  a  f(x)  il  va- 
lore 0.  Questa  semplice  osservazione,  con  lievi  modificazioni  con- 
sigliate dai  singoli  casi,  costituisce  effettivamente  spesso  il  fon- 
damento della  ricerca. 

A  delimitare  un  gruppo  finito  di  numeri  fra  cui  stiano  gli 
zeri  di  fio;)  serve  spesso,  quando  il  dominio  <3,  della  a;  è  campo 
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d'integrità,  la  proposizione  del  n.  5.  Se  cioè  nella  (7)  del  n.  5 
attribuiamo  &  x,y  i  valori  p,a  in  @, ,  se  ne  deduce  che 
f(fi)  —  /■(«)  sarà  divisibile  per  p  — a;  e  quindi  a  polrd  essere 
zero  di  f{x)  solo  se  f(f)  sarà  divtsibtle  per  fi  — a.  Se  in  partico- 
lare p  =  0,  è  /■(p)  =  /"(0)  =  a„,  p  — «=  — «;  dvuqae  possono  es- 
sere zeri  di  f{w)  soltanto  i  divisori  (le  unifà  comprese)  del  suo 
termine  costante  a„:  determinati  questi  divisori,  una  ulteriore 
scelta  fba  essi  potrà  farsi  mediante  ìa  condizione  che,  iadicatocon 
fi  un  numero  qualunque  —  che  si  sceglierà  convenientemente  — 
uno  di  questi  divisori  potrà  essere  zero  di  f(a;)  solo  se  la  diffe- 
renea  fra  esso  e  p  è  un  divisore  di  f(P).  Quando,  mediante  tali 
criteri  la  possibilità  di  scelta  degli  zeri  f{ai)  sia  ridotta  a  un 
nomerò  finito  di  numeri  —  possibilmente  piccolo  —,  si  potrà 
esaurire  la  ricerca,  come  si  disse,  mediante  la  verifica  diretta. 

Supponiamo,  per  e»,,  che  6,  sia  il  campo  dei  numeri  interi:  ì  divi- 
tori  di  a„  (compTesB  le  due  unità  1  e  — 1)  aoao  allora  in  numero  fi- 
nito :  fra  esai  dovranno  essere  compresi  gli  seri  di  f{x) ,  coslcclid,  per 
quanto  sopra  è  detto,  si  può  in  ogni  caso  esaurire  la  determina  si  on  e 
degli  seri  della  fnnsìo&e. 

Consideriamo  ad  es.  la  funzione 

(81)  /(*)  =  «*  — 7*' -f-5«*-|-  28x+  10  . 

Oli  seri  di  essa  dovranno  essere  divisori  di  10:  dovranno  cioè  es- 
sere fra  i  numeri 

(81')  1,-1,2,— 2,6,— 6,10,— 10  . 

Si  verifio»  subito  che 

/(_l)=l+7  +  6  — 23+10  =  0     ,    /(1)=1  — 7  +  6-t-28-l-10=32  ; 

dunque  — 1  è  uno  sero  di  /(x):  dei  restanti  divisori  di  10  potranno 
essere  aeri  di  /(x)  solo  quelli  che,  diminuiti  di  1 ,  danno  un  divisore 
dì  89.  Togliendo  1  dai  numeri  (31'}  diversi  da  1,-1  si  ha 

(81'0  1,-8,4,— 6,8,— 11  ; 
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di  qneati  sono  dÌTÌaorì  dì  32  soltanto  lei:  quindi  soltanto  2  e  6 
possono  ancora  essere  seri  di  /(x).  Mediante  il  calcolo  diretto  si  ot- 
tiene/(S)  =  3G  , /i^5}  =:  0.  ali  seri  cercati  sono  dunque  I  e  6. 

IX.  Ralazlonl  fra  gli  zarl  a  I  coafflclentl  di  una  fun- 
ziona razionala  Inlara  di  una  varlablla  complatamanta 
riaolviblla  In  foHori  aamplicl.  Sia  [d.  6(11)] 

{32)     f{a)  =  c(x  —  a,){a;  —  a^) ...  [ae  -aj       (e  numero  di  i2) 

una  funzìoue  razionale  intera  completamente  risolvibile  ia  fat- 
tori semplici  in  @;  a,, a,,..., a.  saranno  quindi  i  suoi  zeri. 
Il  secondo  membro  di  (32)  è,  a  meno  del  fattore  e,  il  valore 
che  assume  l'espressione  A  del  §  3,  n.  IV  quando  vi  si  pone 
X,  =  —  «j  (i  =  r,  2 , . . . ,  m). 

Indichiamo  con  Sj(a?iaf,  ...  a;J  la  funzione  (simmetrica)  delie 
variabili  a^  rappresentata  dal  polinomio  S^  del  §  2,  o.  II  e  po- 
niamo 

(33)  Sj(-«,-»,  ...  -aJ  =  (-l)^Sj(«.«,  ...  «J=(-l)JSj  ')  . 

Confrontando  (32)  con  §  2,  n.  IV  (B),  (8),  si  ottiene  allora 

(34)  riw}  =  ca}"  —  cS^as^'  +  cS^af^*  —  ... 

+  (-1)— VS„_,a;  +  (-l)"cS„  . 

Il  secondo  membro  di  (34)  dà  un'espressione  di  f{x)  in  forma 
di  polinomio:  per  il  teorema  d'identità,  (che  qui  può  sempre  ap- 
plicarsi [n.  4,  XV  a),  XXXIII]),  essa  è  anche  l'unica  espressione 
possibile  di  f(a)  in  detta  forma,  cosicché  sarà  j^cfr.  (1)] 


(35) 

onde 

(36) 


a^  =  (-iycS^        U  =  \. 


')  Sj  essendo  un  polinomio  omogeneo  di  grado  j ,  si  ha  [§  2,  n.  18] 
Sj(te,  t»,  ...  (a;^)  ^  (J  Sj(iB,  s,  ...  xj)  «  quindi,  per  (  =  —  l,a!,=  a_., 
8,(— «,  -«,  ...  —oLj  =  {—l)'3j{a^  a,  ...  aj. 
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Le  (36)  esprimono  le  relazioni  fra  i  coefficienti  e  gli  zeri  di 
r(x)\  è  chiaro  clie  iaversameote,  se  esistono  m  oumari  «i, 
«,,...,9.  tali  che  valgano  le  (33),  (36),  questi  m  numeri  nono 
tutti  e  soli  gli  zeri  di  f(a;) ,  perchè  f{x)  potrà  allora  scriversi 
nella  forma  (34),  ossia  (3S). 

X.  Sia  ora  ♦(a,sp,  ..-  ccjj  una  funzione  razionale  (intera  o 
fratta)  simmetrica  delle  variabili  ir,,;X,,...  ,ir„  in  un  qualsiasi 
campo  numerico  P  contenuto  in  (?:  esiste  [§  3,  n.  X,  XI]  una 
funzione  razionale  7(1/1  fi  --•  l/»t  io  ^  t*l6  ch% 

♦(<»,ir,  ...  aTj  =  9(S,S,  ...  SJ  (Sj  =  S^{a!,!r,  ...  xj)  . 

Ponendo  w,  =  a^  si  ottiene 

(37)    ♦(«,«.  ...  aJ^ifiS.Sf  ...  SJ 

dove  F(2,2(  ...  z„)  rappresenta  ancora  una  funzione  razionale 
in  r  delle  variabili  Zg,z,,...,z„.  Si  eauncia  brevemente  la 
(37j  dicendo  che  offni  finizione  razionale  simmetrica  degli  zeri 
di  una  funzione  razionale  intera  f(w},  completamente  risolvi- 
Mie  in  fattori  semplici,  si  esprime  come  funzione  razionale  dei 
coefficienti  di  f(x). 

Se  ^  è  funzione  razionale  intera,  tale  è  anche  ?[§  3,  n.  XI]; 
da  (37)  risulta  quindi  che  F(i:,^,  ...  *J  è  allora  detta  forma 
G{z^3^  ...  z„)'.z't  dove  G  è  una  funzione  razionale  intera  di 
grado  t. 

La  propoflÌEÌoni  dimostrate  aono  fond&mBat«li  nella  teoria  delle  fuD- 
sioai  razionali  e  delle  equazioni  algebriche  [n.  16]  :  noi  ne  mostrere- 
mo in  seguito  qualche  applicazione;  ma  per  tratra  da  esse  e  da  altre 
considerai  ioni  che  evolgeremo  in  seguito  tatto  Ìl  profitto,  dobbiamo 
premettere  alcune  altre  osservazioni. 

XJ.  Ampllainento  dal  campo  numarlco  In  cui  una 
funziona  al  consldara.  —  Abbiamo  già  osservato  al  n.  1  che, 
se  f^a}^C0t  ...  a>J  à  una  funzione  razionale  intera  in  @  dalle 
variabili  a;, ,  ^r, , . . . ,  a;„ ,  e  se  @,  è  un  campo  numerico  conte- 
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neate  i3,  si  può  sempre  considerare  f  come  fiinzioae  raziouale 
intera  in  Q^.  Va  talti  ampliamento  del  campo  in  cui  una  fun- 
zione razionale  si  considera  è  utile  in  molte  occasioni  per  sem- 
plificare i  ragionamenti:  le  conclusioni  che  si  possono  trarre 
dopo  un  tùie  ampliamento,  e  nell'enunciazione  delle  quali  non 
sia  necessario  considerare  altro  che  il  campo  Q  (e  non  più  il 
campo  e,)  resteranno  vere  precisamente  per  la  ftmxione  data 
nel  dato  campo  <2 ,  perchè  le  relazioni  fra  numeri  di  S  non  ven- 
gono alterate  dal  fatto  che  «2  venga  a  considerarsi  contenuto 
in  un  altro  campo  €,. 

Così,  per  dare  un  esempio  che  sarà  utile  in  seguito,  siano 
f{x^x^  ...  ccJtffiWiXt  ...^aijdue  funzioni  razionali  intere  in  Q, 
e  supponiamo  provaito  in  un  modo  qualsiasi  che,  considerando  f,g 
come  funzioni  in  ©, ,  /"„  e  g„  hanno  un  quasi-divisore  comune. 
Osserviamo  che  quest'affermazione  si  traduce  [§  6,  n.  40}  nel- 
l'annullarsi  di  RÌ8(/'„  ,g^  };  ora  il  valore  di  questo  risultante 
si  ottiene  mediante  sole  operazioni  di  addizione  e  moltiplica-, 
zione  fra  i  coefficienti  di  /;  e  di  ff^  [§  6,  n.  42  (83)  ;  §  7,  n.  14 
(S2)];  es^o  non  varia  dunque  se  si  considerino  i  coefficienti  dì 
f,ff  appartenti  a  <3  ovvero  a  <S, .  Anche  il  massimo  comun  quasi- 
dìvisope  di  f^  ,ff^  si  calcola  con  sole  operazioni  nel  campo  © 
[§6,  n.  XVIII].  Adunque  se  /■(ji.ìb,  ...  a;J,ff{ciB^a;^  ...  ayj  sono 
due  funzioni  razionali  intere  in  Q  e  si  sa  che.  in  un  campo  più 
ampio  fij  >  /",  e  g^  hanno  un  quast-divisorQ  comune,  si  può  af- 
fermare che  lo  stesso  avviene  per  le  dette  funzioni  considerate 
in  <3  ;  anzi  il  loro  massimo  com.un  quasi-divisore  è  un  polino- 
mio in  <2,  di  cui  è  quasi-divisore  ogni  quasi-divisore  comune 
ad  esse  in  i3, . 

XII.  I  principali  tipi  di  campi  ampliati  che  ci  converrà  con- 
siderare al  posto  del  primitivo  campo  i3  saranno: 

!•  Se  fi  è  campo  d'integrità,  il  campo  di  razionalità  defi- 
nito dalle  frazioni  che  hanno  per  termini  numeri  di  (2  [%  1, 
n.  XI]. 

2°  I  corpi  algebrici  [S.P],  ove  con  P  si  indichi  un  conve- 
niente polinomio  ìrreduttibile  in  £*  [§  6,  n.  V]. 
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3"  I  campi  di  poliuomi  ottenuti  estendendo  3  coll'aggiunta 
di  conveuienti  variabili  [§  2,  n.  5,  12]. 

Nei  casi  1"  e  2",  e  in  qualche  caso  evidentemente  analogo,  di- 
remo che  il  nuovo  campo  è  un  derivato  di  (o  àa)  <S,  o  che  il 
campo  e  è  siato  ampliato  nel  nuovo  campo  mediante  deriva- 
zione; evidentemente  si  potrà  ancora  assoggettare  il  campo  am- 
pliato ad  una  nuova  derivazione  a  si  potrà  ripetere  quest'ope- 
razione anche  più  volte  successivamente:  finche  tutti  i  nuovi 
campi  così  doflniti  si  chiameranno  derivati  di  (o  da)  6. 

Nel  caso  3',  e  in  altri  analoghi  [cfr.  §  5,  n.  IV],  diremo  in- 
vece, come  altrove  abbiamo  convenuto,  che  il  nuovo  campo  è  ud 
esteso  di  i3,  o  che  il  campo  iS  é  slato  fimpiiato  nel  nuovo  campo 
meditmte  estensione  [§  2,  n.  5,  12J. 

XIII.  Mediante  l' ampliamento  del  campo  <S  indicato  in  1* 
[n.  prec]  si  può  seìnpre  ragionare  sopra  date  funzioni  ratio- 
noli  intere  considerandole  come  numeri  di  un  campo  d'inte- 
grità il  quale  consente  la  teoria  della  divisiòilità,  perchè,  es- 
sendo e,  campo  di  razionalità,  un  campo  di  polinomi  in  easo 
consente  la  teoria  della  divisibilità  [§  9,  n.  XXXUJ. 

Si  noti  che,  se  già  @  consente  la  teoria  della  divisibilità  (per 
es.  se  fi  fosse  il  campo  dei  numeri  interi),  per  effetto  di  questo 
ampliamento  del  campo  S  non  si  muta  essenzialmente  la  com- 
posizione di  una  funzione  razionale  intera  come  prodotto  di 
fattori  primi.  Supponiamo  infatti  che  il  pplinomio  /*  in  fi,  coo- 
aiderato  come  polinomio  in  fi, ,  sia  divisibile  per  j7,  :  iudichiamo 
con  d  un  comun  denominatore  dei  eoeSlcieoti  di  g^  ;  G=dg^  sarà 
un  polinomio  in  fi ,  e  /"  e  G  avrauno  in  fi,  il  comun  divisore  ^,  : 
avranno  dunque  [n.  XIj  un  comun  divisore  g  in  fi,  di  cui  g^  è  divi- 
sore. Essendo  g  divisore  di  G  e  divisibile  per  ^,,  avrà  lo  stes- 
so grado  di  G  e  ^,  :  sarà  cioè  G=ng  (n  numero  di  £)  e  quindi 
^,  =  —  fi".  Se  inoltre  ^,  è  ìrreduttibile  in  fi, ,  ^  non  potrà  scom- 
porsi in  fi  in  due  fattori,  entrambi  di  grado  >0,  perchè  altri- 
menti ne  risulterebbe  anche  una  tal  decomposizione  dì  g^  ìu.~ 
|S^.  Sarà  dunque  i^=spA  [p  numero  di  fi,  ft  polinomio  ìrredut- 
tibile in  fi}  e  ^,  =— ^;  ed  h  sarà  fattor  primo  di  /"  in  fi.  / 
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fattori  primi  di  f  in  Q  non  differiscono  dai  fattori  primi  di  f 
in  e,  che  per  fattori  numerici  {di  S,). 

XIV.  Il  campo  6  dei  coefficienti  di  una  funzione  razionale 
intera  f(x)  si  può  sempre  ampliare  mediante  derivazione  in  un 
campo  <3^  nel  quale  f(x)  sia  completamente  risolvibile  in  fattori 
semplici. 

Sia  iofatti  (I)  [Qì  1}  la  funzione, /*(a?j  proposta:  ìncticliiamo  eoa 
@,  OD  campo  aumerico  derivato  da  S  ed  in  cui  esista  il  numero 
1  :a,  (può  essere  il  campo  i3  medesimo,  od  il  campo  dì  raziona- 
lità che  lo  coatieue  [n.  XU.  1"]  od  aDche  uà  campo  detìaito  come 
al  g  1,  n.  XII).  In  6,  sarà 

(38)  f{x)=a^(ar+  c,af~'  f  ...  -t-e„-.»  +  cj      (c^  numeri  di  ©,). 

a)  Scomponendo  il  secondo  fattore  di  f  io  (38)  nei  suoi  fat- 
tori irreduttibili  in  iS, ,  si  avrà 

(39)  fm  =  aj,f,...f^  (|i:£m). 

Si  può  supporre  che  il  coefficiente  del  termine  di  grado  mas- 
simo in  ciascun  fattore  /*,  sia  I  :  se  infatti  il  contrario  si  veri- 
ficasse per  una  certa  determinazione  dì  f^,  dovrebbe  però  il 
detto  coefficiente  essere,  in  Q^,  un  divisore  di  1  [g  2,  n.  7],  e 
sarebbe  quindi  un'unità  del  campo  dei  polinomi  considerati;  si 
potrebbe  quindi  portarlo  a  fattore  ')  dividendo  per  esso  /;  [§2, 
n.  XI,  XII].  Sia  dunque 

fi  =  3B''+p„x'~*+...+Pt,^       {i=ì,2,...,p.    ;    ^n,  =  m). 

p)  Se  I*  =  m  sarà,  per  ogni  i ,  n,  =  1  ;  (39)  esprime  la  scom- 
posizione di  f(x)  in  fattori  semplici,  e  la  proposizione  è  verifi- 
cata prendendo  come  (?„  il  campo  S, . 

cJ  Se  |i<m  esiste  qualche  t  per  cui  n^y-ì:  sia  per  es. 
n,=M>l:  indichiamo  con  4  una  variabile  e  poniamo  [§  6,  n.  V] 


')  Il  prodotto  di  questi  &ttorì  estratti  dai  diversi  /^    aarebbe  d'al- 
tronde 1. 
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e'==[ei,P]  {P  =  $-+p.,4"-'  +  ...4-i'J.  Il  numero  (010  ...  0)  =  « 
di  <S  è  uno  zarodi /',(ix),  perchè  neirìsomorfismo  fra  il  campo  @' 
e  il  campo  dei  polinomi  in  4  ridotto  rispetto  al  mod.  P  [§6,  o.  V] 
ad  /*((«]  corrisponde  P^O:  è  dunque,  in  & ,f^(x)■={oo  —  a,)1f(x), 
dorè  9(fr)  è  un  polinomio  in  i£'.  La  (39)  è  d'altronde  ancora  vera 
anche  io  <Z,  ma  1  fattori  f^  non  saranno  più  necessariamente 
irreduttibili:  abbiamo  visto  che  non  è  tale  /*,.  Se  quindi  si  scom- 
pone /*(a:)  in  fattori  irreduttibili  in  &',  si  otterrà 

(Be')    f(x)  =  a,r,r,  ...  r^-  (l>.+  l^p.'^m)  . 

Se  ora  sarà  ancora  )i'<m,  si  potrà  ricominciare  sopra  la 
scomposizione  (39*)  lo  stesso  ragionamento  ora  fatto  aopra  (39), 
determinando  un  campo  tS",  derÌTato  di  $'  e  quindi  di  Q  [n.  XII], 
in  cui  f{x)  si  scompone  in  fattori  irreduttibili  in  numero  di  fi" 
ip.'  +  l^it"£m) ,  e  cosi  via.  Sì  giungerà  Infine  ad  un  campo  S^ 
in  cui  f{os)  si  scompone  in  m  fattori  irreduttibili:  in  Q^  f{ac)  è 
cioè  [b)]  completamente  risolvìbile  in  fattori  semplici. 

XV.  a)  Una  volta  determinato  un  campo  •?„  sufficientemente 
ampio  perchè  in  esso  una  data  funzione  f[x)  sia  completamente 
risolvibile  in  fattori  semplici,  si  potrà  naturalmente  ampliarlo 
ulteriormente  in  uu  nuovo  campo  S„';  essendo  ©„  coptenuto  in 
^„',f{x)  si  scomporrà  in  questo  nuovo  campo  negli  stessi  fatto- 
ri lineari  che  in  S„:  in  e„'  f(w)  sarà  cioè  pure  comptetamenle 
risoleibile  in  fattori  ed  avrà  gli  stessi  zeri  che  in  Q^.  Perciò 
si  potrà  parlare  spesso  degli  zeri  di  f{x)  senza  precisare  il 
domimo  della  variabile,  purché  si  supponga  che  qttesio  sia  un 
campo  numerico  abt)astanza  ampio. 

ì>)  Merita  rilievo,  a  questo  riguardo,  una  conseguenza  del 
fatto  che  il  campo  Q^  nel  quale,  secondo  il  num.  prec,  f{x)  è 
completamente  risolvibile  in  fattori  semplici  è  un  derivato  di 
e.-  ne  consegue  cioè  che  in  nessun  caso  si  potrà,  estendendo 
(2  coll'aggiunta  di  variabili  è ,  ij , . .  - ,  definire  un  campo  <S  in 
cui  fix)  abbia  altri  zeri  che  quelli  che  essa  ha  in  ©.  Ed  invero 
sia  iè'„  il  campo  esteso  di  Q^  coll'aggiunzione  delle  variabili 
4,1),...;  esso  contiene  sia  €^,  sia  i3';  quindi  gli  zeri  di  f{x) 
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in  e'  sonò  tutti  fra  gli  zeri  di  /"(»)  in  ©'„,  e  questi  non  diflfe- 
piscono  da  quelli  in  ©„-  Ogni  zero  di  f{x)  in  <S,  è  dunque  uq 
Dumero  di  Q^  e  quindi  di  @.  Analogo  ragionamento  si  sarebbe 
potuto  ripetere  anche  se  &  fosse  un  ampliato  qualunque  di  6 
mediante  successive  derivazioni  ed  estensioni;  sarebbe  bastato 
chiamare  6'^  il  campo  ottenuto  mediante  le  stesse  derivazioDi  ed 
estensioni  partendo  da  @„  invece  che  da  Q.  Si  conclude  che,  se  in 
un  campo  fi',  ampliaio  di  g,  /'(x)  è  completamente  risolvibile  in 
fattori  semplici,  si  potrà  sempre  considerare  <2'  come  un  am- 
ptiato  di  un  campo  e„  ampliato  di  Q  mediante  sola  derivazione, 
nel  quale  già  (\x)  è  completamente  risolvibile  in  fattori  semplici, 
e)  Una  particolare  applicazione  di  a)  è  che  si  può  sempre 
determinare  un  tal  campo  ampliato  @„  che  quante  si  vegliano 
funzioni  proposte  di  una  variabile  siano  in  esso  completamente 
risolvibili  in  fattori  semplici. 

Questa  coDclnsione  è  d' altronde  compresa  nella  propoBÌiione  dal 
n.  prec.,  perché  chiedere  che  aiano  completamente  rieolribili  in  fattori 
semplici  le  funsioni /(a:),£r(!i:),  A(a:), ...  è  lo  stesso  come  chiedere  che 
sia  completamente  risolvibile  il  loro  prodotto /(2)7(x)A(z) ... . 

XVI.  Dalle  proposizioni  dei  n.  XIV,  XV  segua  immediata- 
mente una  più  precisa  interpretazione  dei  risultati  del  n.  VII: 
indichiamo  infatti  con  m^  il  grado  della  funzione  /^{ft  =  1,2, ...) 
[n.  VII  (S9)]  :  si  può  determinare  un  campo  6„  abbastanza  am- 
pio perchè  ciascuna  dì  queste  funzioni  abbia  in  esso  m»  zeri  : 
e  ciascuno  di  questi  zeri  sarà  H'*'  per  f{a;).  Nel  loro  insieme 
questi  zeri  saranno  d'altronde  tutti  gli  zeri  di  f{aì)  (in  un  campo 
comunque  ampio),  perchè  gli  m  zeri  di  f{cB),  in  un  campo  sufll- 
cìentemeate  ampio,  debbono  in  ogni  caso  distribuirsi  fra  le  varie 
/*)  :  si  ha  dunque 

(40)  m  =  mt  +  2m,  -|-  Qm^  +  ...  . 

Inoltre,  sa  as  —  a  è  fattore  semplice  di  f^ ,  esso  sarà  fattore 
di  f,  coU'esponente  A  ;  quindi  in  fi.,  e  perciò  anche  In  ©  \a.  XI], 
le  due  funzioni 

(41)  A^)        e       /;(ir)/;(a!}Y,(a;)'  ... 
differiscono  fra  loro  ai  più  per  ttn  fattor  costante. 
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XVII.  RIsaHaiito.  —  a)  Abbiamo  visto  {.d-  OJ  che  se  f[x), 
ff(ai)  sono  due  fuDzioaì  raziODali  intere  della  w,  K»{f,  ff)=0  è  la 
condizione  necessaria  e  sufficiente  affluchò  le  due  funzioni  aBbia- 
no  un  massimo  comune  quasi-di visore  D(fv)  di  grado  >  0  ;  e  che 
tutti  e  soli  gli  zeri  di  questo  sono  zeri  comuni  alle  due  funzioni: 
ora  D(tr)  ha  sempre  zeri  in  un  campo  @^  conveniente  [n.  Xm]: 
si  può  dunque  enunciare  che  RÌs(Aj7)  =  0  è  la  condizione  neces- 
saria e  sufficiente  perchè  /{w)  e  g{T)  fonano  zeri  comuni  in  un 
campo  numerico  ©„  sufficientemente  ampio  [n.  XV]. 

Questa  osservaElone  consiglia  di  presentare  la  determinazione 
del  risultante  di  f^g  sotto  un  altro  punto  dì  vista:  sta  sempre 

nx)^'^a,xr^    .    j?(«)  =  2*«'^'* 

e  sia  @„  un  campo  numerico  nel  quale  g{x)  abbia  n  zeri:  siano 
questi  p,  p,  ...  p„  :  se  uno  di  questi  zeri  appartiene  pure  a  fXst) 
(e  solo  allora),  sarà  nullo  uno  dei  numeri  /1^i),/tPi)t  ■  •  ■  >/IP.)i 
e  quindi  anche  il  loro  prodotto.  Adunque  anche 

■(42)  m)AP.)..-  AP,)  =  0 

è  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  f\x)  e  g(x)  abbiaoo 
zeri  comuni  in  un  campo  numerico  abbastanza  ampio. 

Il  primo  membro  di  (42)  è  il  valore  che  assume  la  funzione 
simmetrica  delle  x^ 

(43)  *(ir,a:.  ...a^)  =  f{x,)r{a;;i  ...  nO 
per  (r^  =  Pj  (/=  1 ,2, . ..  ,n).  Si  ha  [n."X(37)] 

(44)  *(p,p,  ...  pJ  =  R(ft,6,  ...  ftJlV  , 

dove  R({/tVi  ••■  Vj  ò  una  funzione  razionale  intera  in  S  dalle 
y^  di  grado  t. 

Osserviamo  che  le  b,  rappresentano  num.eri  assonati  di  un 
campo  numerico  qualunque  S  colla  sola  condizione  che  ù^'^O 
(perchè,  per  ipotesi,  g{x)  non  ha  grado  minore  di  n);  possiamo 
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invece  supporre  che  le  a^  rappresentino  Tariabili;  ♦  è  allora 
UD  polinomio  nelle  x^  nel  campo  dei  polinomi  in  queste  Taria- 
bili (in  un  campo  numerico  qualunque,  che  noi  possiamo  fissare 
nel  campo  €  sopra  considerato).  Quindi  [%  3,  n.  XI]  anche 
^{l'ol'i  ■■•Vn)  ^  oa  polinomio  nelle  V(  nel  detto  campo  nume- 
rico dei  polinomi  nelle  a^;  per  metter  questo  in  evidenza,  lo 
indicheremo  più  completamente  con  R(<i,a,  ...  a„  ;  v«Vi  .■•  vJ- 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ad  un  sistema  di 
valori  attriìruÀti  alle  vari/^li  a,  nel  campo  Q  o  in  un  suo  am- 
pliato corrisponda  cofne  valore  di  /"siV  o,a;"-'  una  funzione 
razionate  intera  di  x  avente,  in  im  campo  convenientemente 
ampio,  uno  zero  comune  con  g{w)  è  che  detti  valori  delle  a^  siano 
le  coordinate  di  uno  zero  di  R  («„  a,  ...  a^  ;  6^  6,  ...  ft.)  consi- 
derata come  funzione  razionale  intera  delle  variabili  Oj. 

lu  R(aoa,  ...  a„  ;  \bt  ...  AJ  possiamo  pensare  scritte  delle 
variabili  anche  per  le  b^;  non  saranno  che  nomi  diversi  attri- 
buiti alle  1/,.  La  precedente  proposizione  si  può  allora  enun- 
ciare :  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ad  un  sistema 
di  valori  attìHbuiti  alle  variabili  a^ ,  6;  in  un  cam.po  numerico 
qtuUungue  (tali  cfie  il  valore  di  b^  sia  ^0)  corrispondano  come 
valori  di  f,g  funzioni  di  x  aventi  imo  zero  comune  in  un 
campo  convenientemente  ampio  è  che  essi  costituiscano  uno  zero 
dt  R(a,a,  . . .  a„  ;  6,6,  .. .  6J. 

Altre  proprietà  di  'R[a^a^  ...  a^;' b^bi  ...  6J  sì  deducono 
immediatamente  da  ('J4),  (43).  Abbandoniamo  perciò  ogni  ricerca 
circa  l'annullarsi  di  R;  e,  considerando  le  af,6j  come  variabili, 
supponiamo  che  Q  sia  un  campo  di  polinomi  in  esse.  Estendiamo 
ulteriormente  questo  campo  coll'aggiunta  di  una  variabile  t: 

b)  Se  al  posto  di  a^  si  pone  a,t,  f{a;)  si  muta  in  tf{w); 
quindi  [(43)]  ♦{«•, a?,  ...  aj  si  muta  in  ?'*(ir, a?,  ...  a-J;  ne 
segue  [(44)]  che 

Kia^ta^t  ...  aj  ^b^b^  ...  6J  =  /"R(Ooa.  .. .  a„  ;  6,6,  . . .  6j 

e  cioè  [%  %  n.  18]  R  è  nelle  Of  polinomio  om<^eneo  di  grado  n. 
e)  Indichiamo  con  »,  a,  ...  »„  gli  zeri  di  f{so)  (in  un  campo 
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Dumerico  sufflcientemeote  ampio);  è  [a.  IX  (32),  (35)]- 

/•(ar)  =  a,n('^-"*»  ' 
h 
quindi  [(44),  (43)] 

R(a,a, ...  a,  ;  \t>, ...  bj  =  6/  fl  r(Pj)=  «."fe.'II  (ft  "  "'■) 

=(-i)--a,"vniiK-pp=(-^)""«""vn^f"o:*"- 

»  J  * 

Ora,  analogamente  a  (43),  (44),  si  ha 

|f^(«^)  =  R,(d,6,  ....6_  ;   a, a,  ...  aj:a/ 
h 

dove  R,  è  un  polinomio;  si  ha  quindi 

R(a,a,  ...  «„  ;  6,&,  ...  ft.) 

=  (— lj-"R.(6„6.  ...  6„  ;  a, a,  ...  aj''a^'b*:a/b~  . 

Osserviamo  che  per  (44),  (37),  R  non  ha  come  fattore  6^  ;  per 
(43)  esso  non  ha  nemmeno  come  fattore  a,  ;  lo  stesso  avviene, 
per  analogia,  di  R,  ;  perchè  abbia  luogo  )'  ultima  uguaglianza 
deve  dunque  essere 

(45)  8  =  m    ,    e'  =  n    ,    R  =  it:R,  , 

onde  si  vede  [&)]   che   R  sarà  anche  omogeneo  di  grado  m 
nelle  &<. 

Applicando  ora  a  H,  (&,  fi,  ...  &,  ;  a,  n,  ...  a„)  la  proposizione 
dimostrata  in  a),  si  ha  che  anche  condizione  necessaria  e  suf- 
fìciente  affinchè  ad  iin  sistema  di  valori  attribuiti  atte  variabili 
a, ,  fi,  in  im  campo  numerico  qualunque,  e  tali  che  a,  4^  0 ,  cor- 
rispondano  funzioni  f(a:),ff(x)  che  abbiano  in  un  campo  con- 
venientemente ampio  uno  zero  corrnme  è  che  essi  costituiscano 
uno  zero  di  R(a|,a,  .. .  o„  ;  fi,6,  . ..  fi„). 
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Mostreremo  [n.  XLVJ  c)ie  da  a),  b) ,  e}  segue  che 

<46)    R(a,a,  ...  a„  ;  ft,6,  ...  b^  =  c9\t{r,g)       {e  coataote). 

d)  Poniamo 

F  (07)  «.  2  ("i'*)  ^'^    •    *^(*)  =  21  (*/)ii^'  ■ 
Sarà 

Se  quiodi  Pj-  sono  gli  zeri  di  ^(a;),  gli  zeri  di  G(a;)  saranno  tfi^; 
appltcaodo  alle  funzioni  F,G  le  (44),  (43$,  (45),  ai  )ia  dunque 

R(a,a,;...a„f-  ;  6,  V--- *-'")  =  *o"II^('Pi'=' '""^•"II^'Pj' 
=  r"R(a,a,  ...a„  ;  6,6,  ...ftj  ; 

onde  si  vede  [g  1,  □.  22]  che  la  fuazione  R  è  isobarica  rispetto 
alle  Tariabili  a,,&,,  di  peso  mn  [cfr.  §  7,  n.  Vili]. 

e)  Sia  »(J?)  =  2  •*'»*"*  .  /■»  =  F(aj)=2C(aJ**^';  * 

F(a;,)  ...  F(a?,)6,-^  =  Aa7.)  ...  Ai^J»,"- »(a7,)  ...  9(a»06/  ; 

quiodi  [(43),  (44),  (45);  cfr.  §  7,  n.  IX] 

R(c,c,  ...c^;6,ft.  ...6J 
=  R(o,fl,  ...  o„  ;  6,6,  ...  6jR(«,a,  . . .  «^  ;  6,6,  ...  6J  . 

XVilL  Discriminante.  —  Ck)asiderazìoDi  analoghe  si  possono 
svolgere  per  il  discriminante  di  una  funzione  f{x)  definito  al 
0.  VI.  Se  Dteor/=RÌ8(/",0  =  0,  le  funzioni  f{x),r(is)  hanno 
certo  zeri  comuni  in  un  campo  sufficientemente  ampio:  si  può 
dunque  precisare  la  proposizione  del  a.  VI  dicendo  che  DÌ8or/'=0 
è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  f{x)  abbia  zeri 
multipli  in  tin  campo  nuTnerico  sufflcientemen/e  ampio.  Sia 
allora  @„  un  campo  nel  quale  f(ce)  sia  completamente  risolvibile 
Liti  93 
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ia  fattori  semplici,  e  siaao  a, ,«,,...,  «^  i  suoi  m  zeri:  coodi- 
ztoQe  Decessaria  e  sufficiente  perchè  due  di  questi  siano  uguali 
è  ancbe  che  sia  nullo  il  prodotto   ]I(ah~''';)    delle  loro  diffe- 

"+> 
renze  a  due  a  due.  Questo  prodotto  è  il  valore  che  assume  per 

x^=a^  la  funzione  ♦{a;,ir,  ...  '2r„)  =  JI{if»  —  tr^);   e  questa  è 

funzione  simmetrica  se  si  ha  l' avvertenza  di  farvi  comparire,  in- 
sieme con  ogni  fattore  ic^^oc^,  il  corrispondente  x^-~x^:  sarà 
quindi  [n.  X] 

♦(«,  B,  ...  «J  =  D(a,  a,  ...  a„)  :  a, 

dove  D[Voi/,  ...  {/^i  è  una  funzione  razionale  intera  di  grado  e. 
4>(x, Xj  ...  x^)  è,  a  meno  del  segno,  il  quadrato  del  determinante 
di  Vandhrmondb  formato  con  », ,  a:, , . . . ,  x^  [§  7 ,  n.  IS]  ;  effettuando 
questo  quadrato  per  linee  [§  7,  n.  17]  e  dando  alle  lettere  «^  il  signi- 
ficato medesimo  che  al  §  S,  n.  XII,  si  ha 

1        ...  1 


±*{x,==,  ...x„)  = 


donde,  mediante  le  formole  (28)   del  §  3,  n.  XII    [v.  pure  □.  IX,  X], 
ai  ottiene  l'espreasione  esplicita  di  D. 

Imitando  le  osservazioni  del  n.  prec.  [a}~\,  si  possono  pensare 
scritte  in  D,  per  le  a^,  delle  variabili;  si  ottiene  allora  che 
condizione  necessaria  e  su/fictenie  pere/tè  ad  un  sistema  di  va- 
lori attribuiti  alle  variabili  o, >«, ,  ■  ...a»,  tali  che  a,;^0, 
corrisponda  una  funzione  f{x)=^atCf^'  c/ie  abbia  zeri,  mul- 
tipli è  che  essi  costituiscano  uno  zero  di  D(a«(i,  ...  a_).  Come 
ai  è  detto  per  il  RÌ8,  sì  può  facilmente  dedurre  di  qui  [n.  XL 
e  seg.]  che 


D(o,aj  ...  a„)  =  DÌ8or/"-c 


{e  costante)  . 
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XIX.  Trasfonnazlona  dalla  aquazlonl  algcbriclw.  — 

Sia  f(a:)  una  fuozione  razionale  intera  nel  campo  Q,  di  grado 
m  [(!}];  aia  f(a;,jr,  ...  x^)  {n^m)  uaa  fuozione  razionale 
(intera  o  non)  in  @:  ci  proponiamo  di  determinare  —  se  possì- 
bile—uaa  nuova  funzione  razionale  intera  in  Q,F(y),  la  quale 
abbia  per  zeri  tutti  i  valori  che  prende  la  funzione  <p  quando 
alle  Yariabili  x,,a:,,...,(c^  si  attribuiscono  i  valori  di  n  zeri 
distinti  di  f\aì). 

Il  problema,  quale  ò  qui  enunciato,  è  evidentemente  indeter- 
minato (ammesso  che  sìa  risolubile),  e  dipende  in  primo  lui^o 
dal  dominio  che  si  ammette  per  la  x.  Noi  lo  precisiamo  ulte- 
riormente chiedendo  che:  1*  la  funzione  F(y)  soddisfi  alla  eoa- 
dizione  enunciata  anche  se  si  sostituisce  a  <3  un  suo  derivato 
qualunque  i?„;  2'  in  tutti  i  S.  che  contengono  un  campo  suffi- 
cientemente ampio,  F(v)  Don  ammetta  altri  zeri  che  i  valori  di 
f  considerati. 

Se  F(i/)  soddisfa  a  queste  ulteriori  condizioni  si  dice  che  l'e- 
quazione  F(y)  =  0  è  trasformata  di  /(a;)  =  0  per  mezzo  della 
relazione  y  =  f(x^  £»,...  xj. 

Noi  possiamo  sempre  supporre  [§  3,  n.  5]  che  9  dipenda  da  m 
variabili  x,,x,,...,w„,  essendo  costante  rispetto  alle  ultime 
m  —  n  se  n<m;  scriveremo  quindi  9^7(0;,  a;,  ...  x^).  Indi- 
chiamo inoltre  con  <Pi  ^  f ,  <p, , . . . ,  f^,  tutte  le  funzioni  distinte 
che  si  ottengono  permutando  in  f  le  m  variabili  x,,x^, ... ,  jr„ . 

Ampliamo  il  campo  @  in  un  campo  €„  in  cui  f{x)  sia  com- 
pletamente risolvibile  in  fattori  semplici  [n.  XIV],  e  siano  a,, 
«,,...,«„  i  suoi  m  zeri.  I  valori  che  assume  ^(ai,  a),  . . .  xj) 
quando  alle  variabili  si  attribuiscono,  in  modo  arbitrario,  gli  m 
valori  a,  ,«,,...,«„  sono  i  valori  che  assumono  fi  .9),  .■■,¥],  per 
x^^a,,x,^a^,...,x„  =  a„■,  indichiamoli  con  p,  ,p, ,.  ..,p^. 
F(i/)  dovrà  avere  come  zeri  in  S„  i  numeri  p, ,p, ,...,p^  [!•; 
cfr.  rOss.  in  Sne  del  n.J;  e  non  dovrà  avere  altri  zeri  in  nessun 
campo,  comunque  ampio  [2*];  se  dunque  questa  F(y)  esiste,  do- 
vrà essere  della  forma 

(47)  F(y)  =  b,v'  +  b,y>-'  +  ...'\-b^,y\-b^. 
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e  ciascuno  dei  rapporti  6^:6,  dovrà  espinmersi  [a.  IX]  come  fuu- 
ziooe  simmetrica  razionale  dei  Dumeri  0, ,  ^j ,  -. ,  ?p  in  uà  campo 
numerico  qualunque,  t2  per  es. , 

Ma  se  T(i/,  y,  .  ■ .  y,)  è  una  funzioDe  razionale  in  @  simme- 
trica, anche  [§  3,  n.  10] 

è  funzione  razionale  in  S  [§  3,  n.  IX]  simmetrica  [§  3,  n.  X], 
perchè  una  permutazione  delle  variabili  a:^,x^,...,a:^  equivale 
ad  una  permutazione  dei  valori  fi,9i>--.,f,  attribuiti  alle  i/,.. 
Sarà  quindi  anche  [n.  X] 

▼(P.P.  ..-  P^)  =  4'(«.»,  -..  O^tìCo.a,  ...  aj 

dove  Q(z^Zi  ...  z^)  è  una  funzione  razionale  in  <3. 

Ne  segue  in  particolare  che  ciascuno  dai  rapporti  b^W  sarà 
il  valore  di  una  funzione  razionale  in  Q  dei  coefilcieati  ««,(!,, 
...,a„  di  f{aì).  Assumiamo  come  b^  un  comun  denominatore 
[§  3,  n.  16,  IX]  di  tutti  questi  rapporti:  i  numeri  &j(^>0)  sa- 
ranno allora  uguali  ai  .corrispondenti  numeratori.  Si  conclude 
che  i  coefficienti  ftj  della  (47)  esistono  in  ©  e  sono  determinati 
a  meno  di  un  fattore  di  proporzionalità  [§  6,  n.  XXVII]:  esiste 
cioè,  la  funzione  F(j/)  cercata,  ed  è  determinata  a  meno  di  un 
fattore  numerico  {di  S), 

OssoBVÀziOMR.  —  Nel  corso  del  ta^^od Amento  precedente  ftbbikmo 
supposto  impiicitsment«  obe  gli  aeri  di  /(x)  fossero  tutti  diversi  ira 
loro,  senza  di  ohe  avremmo  mancato  di  tener  conto  dell»  condiaione 
eDunoiata  al  principio  d»l  n.,  obe  cioè  gli  seri  di  F(y)  fossero  i  va- 
lori della  funsion»  lf{x^  »,  ...  x_)  corrispondenti  a  n  valori  ditlinli  aU 
tribuiti  alle  variabili  x^  fra  gli  aeri  di  f{x).  Questa  ipoteai  della  diver- 
sità degli  eeri  di  f{x)  sarà  certo  verificata  sa,  sapponendo  cbe  Q  sia  un 
conveniente  campo  d!  polinomi ,  si  suppone  cbe  i  coefficienti  a^  di  /(x) 
siano  variabili:  (invero  /[x)  =  0  ba  radici  uguali  solo  ae  DÌSCr/=& 
[n.  VI,  XYIH];  e  siccome  esistono  funsioni  f{x)  ohe  banno  tatti  1  loro 
seri  differenti  fcfr.  n.  6  (11)],  questa  condi alone. non  è  verificata  se  le  a^ 
gono  numeri  convenienti;  quindi  Disor/,  considerato  come  polinomio 
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nelle  a^  non  sarà  certo  nullo).  La  soluzione  che  Bopr&  abbiamo  trovata 
per  il  problema  della  trasformaiione  può  dnnqne  applicarsi  incondiziona- 
tamente in  quanto  le  a^  siano  variabili;  i  coefBcienti  di  F(y)  risulteranno 
allora  polinomi  in  queste  variabili.  Si  supponga  quindi  di  attribuire 
alle  a^  valori  in  un  campo  numerico  aaaegoato;  la  f(y)  considerata 
rappresenterà  una  funzione  razionale  intera  delle  a,.,  la  quale,  quando 
alle  flj  si  attribuiscano  valori  por  cui  /(x)  venga  a  rappresentare  una 
funzione  di  grado  effettivo  m  e  priva  di  seri  multipli,  prende  il  va- 
lore della  corrispondente  funzione  trasformata.  A  causa  di  qnesta  oa- 
servaaìone,  traaourando  le  enunciate  restriiioni  per  i  valori  attribui- 
bili alle  Of ,  ai  assume  in  generale,  per  definiEÌone,  che  attegnala  una 
JitTuione  /g(x),  a  ootffioienti  nviatriei,  li  eontidererà  oomt  trai/armata  me- 
dWNte  la  reloMÌone  y^^{x^x^  ...  xj  ttell'equaiione  /^{x)  =  0  la  Fg(y)^0 
(Ae  «  ottiau  formaiuto  dapprima  la  trat/ormala  F(y)  =  0  oorrùpondetUe 
ad  ttna  ^nzian«  /(z)  a  coeffioienli  miriabtìi  e  di  grado  ugtuUe  alla  f[x),  e 
ehiaotaitdo  F^(y)  U  valore  che  attumt  F(y)  quando  a  dell*  variabili  ti  ot- 
trSntiiooao  ■  valori  degli  omologhi  eoeffioienti  di  /,  (x). 

£  perù  da  notare  che  nessuna  essenziale  difficoltà  si  presenterebbe, 
generalmente,  se  si  volesse,  per  un'equazione  /^(x)^Q  a  coefficienti 
Msegnati ,  costruire  la  trasformata  intendendo  nel  senso  più  ristretto 
la  condizione  di  attribuire  alle  variabili  x, ,  z, , . . . ,  x^  valori  distìnti 
fra  le  radici  dell'equazione:  basterebbe  determinare  dapprima  la  fun- 
Bione  f  (a:)  [n.  6<11),  VII,  XXXIV]  cbe  ha  tutti  e  soli  gli  aeri  di  /,(:>:), 
tutti  oome  zeri  aemplici. 

XX.  Si  applicheraono  fìicilmeate  queste  geoeralità  al  calcolo 
dei  casi  particolari.  Cosi  si  suppoaga 

1"  ?{a;,)  =  a-, -f  A  (A  costaDte).  — Se,  ìq  un  campo  numerico 
sufficientemente  ampio  e„,  è  [n.  IX  (32),  (35),  n.  XIV] 

f{x)  =  a,liie  —  «,)  (ai  —  a,)  ...  (a:  —  «_)  , 

F(|/)  dovrà  essere  della  forma 

F(v)=aft,{l/  -  a,  +  A)  (V  -  a.+  A)  ...  (l/  -  «„  +  A)  . 

ossia,  ponendo,  come  è  permesso,  &,  =  a,, 

(48)  F(»)  =  a,(»  — A  — »,)fv  — A  — «,)  ...  (y— A— («J=/"(v— A)  • 
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Sì  calcola  quiDdi  facilmente  la  F(v)  mediante  la  formola  di 
Taylor  [q.  I],  pOQendoTì  «  =  — A.  Sì  verifica  facìlmeate  la  (48) 
osservando  che.  se  a  è  uao  zero  di  f{ir),  sarà  /Xy  — A)=0  per 
1/  —  A  =  ti ,  ossia  y^a  ■\-/t. 

^'  f(a^i)^=Aa)(  (ft  costante).  ~  Si  ha,  con  ragionamento  a- 
nsAogo, 

(49)  F(i/)  =  k^r  (^\  =  a^y^  +  o,ft|/"-'  +  a,ft V*  +  •  ■  ■  4- a,*" 
3*    if{w,)  =1  —  .  —  Si  ha  analogamente 

(50)  F(v)  =  r/'(^)  =  a„ir  +  a«-,I/"-'  +  ■ . ■  +  a. V  +  a.  • 

4°  f  (d?!  37,)  =  a:,  +  a?,.  —  Si  osservi  che  gli  zeri  di  F{y)  sono 
i  valori  che  assumono  le  funzióni  ai,  + a,  ,a;j-}-«i  •■  ■•  >'^i  +  *« 
per  if  i  ==«,,«,,-..,«„, ,  fatta  eccezione  per  i  numeri  2«, ,  2«, , 
...,2a_  che  sono  fra  questi  valori,  ma  non  sono  zeri  di  F(y). 
Ma  [1°]  1  valori  di  x^  +  a(  per  a:,^», ,«, ,. .  .,«„  sono  gli  zeri' 
di  Al/  — «i).  mentre  i  numeri  20(  sono  [2°]  gli  zeri  di  S"/"!-^-); 
ne  segue  che  F{y)  avrà  gli  stessi  zeri  dì 

G  (V)  =  cfiv  -  ».)  ny  -  ».)  ...  nv  ~  ««)  :  2"/'(|-)      (e  costante). 

Il  numeratore  di  questa  G(y)  è,  a  meno  di  un  fattor  costan- 
te che  d'altronde  è  arbitrario,  identico  a  Ks{fjy  —  x),/'{3)) 
[a.  XVII].  Può  dunque  anche  scrivei-si 

(51,  cM  =  ""'^-"'-'';""".      (.«stante). 


.v(|) 


Osserviamo  d'altra  parte  che  ciascun  numero  a^  +  a^è  zero  tanto 
di  /"ly  — Oj)  quanto  di  /"(y  — «J;  ciò  vuol  dire  che  nel  prodotto 
]J/(V  — «,)  ciascuno  dei  fattori  !/  —  («»  +  »»)  si  presenta  due 
volte;  et^  +  fli^  è  cioè  zero  doppio  di  G(v),  e  la  funzione  F{y)  che 
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ha  ciascuno  di  ijuesti  aumeri  come  zero  semplice  sarà  quindi, 
a  meao  di  un-fattor  costante  arbitrario  fn.  VI,  cfr.  a.  VII], 

Ffy)  =  in.cd.  di  G(b)  e  G'iy)  . 

F(tf)  =  0  3i  chiama  l'equazione  alle  somme  delle  radici  di 

5*    f(a', a?,)  =  a^t  —  <r,.  —  Ragionando  come  in  4*  si  ha 
che  gli  zeri  di  F(y)  saranno  gli  stessi  delle  funzioni  Av  +  «i). 

/TV  +  *«) f(v  +  "Jii  fatta  esclusione  per  il  numero  0,  che  è 

zero  di  ciascuna  di  queste  e' non  dì  F{v\  F(,y)  differisce  dunque 
al  più  per  un  fattore  numerico  da 

r(v+»,)r(v  +  <t») ...  Ai/  +  «j:ir . 

É  cioè  [cfr.  (51)] 

(62)       F{v)  =  cRìs{r,(V  f  2)>A3)):ir       {e  costante). 

Osserviamo  che,  ae  p^^a^  — «^  è  uno  zero  di  F(y),  un  altro 
zero  di  essa  sarà  — pj  =  «^  —  «^;  F(y)  si  risolverà  quindi  in  un 
prodotto  della  forma 

F(v)=^^^I'-p*>'»'+p'>=^^fv*-^<')■ 

Ponendovi  y*  =  z  essa  si  muterà  dunque  in  una  funzione  ra- 
zionale intera  F^{z),  che  avrà  per  zeri  i  valori  di  ?,(.«, 3;,)  = 
(a;,  —  a;,)'.  L'equazione  F,(3^)  =  0  si  chiama  V  eqimzione  ai  qtia- 
drati  delle  differenze  delle  radici  di  flx)  =  0. 

XXI.  Radici  dall'unità.  —  Si  chiamano  radici  m""  dell'u- 
nità nel  campo  numerico  Q  i  numeri  di  €  che  sono  radici  del- 
l'equazione 

(53)  ar  — 1=0. 

Il  fumerò  1  è  radice  m*"  dell'aniti,  qualunque  aia  ir. 
Si  diranuo  in  generale  raaici  dell'unità  in  €  i  numeri  di  @ 
che  soddisfano  ad  un'equazione  della  forma  (53)  per  qualche  va- 
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lore  di  m.  Quando  occorra  porre  io  rilievo  che  uaa  radice  del- 
l'unità è  precisamente  radice  tn"  si  dirà  che  essa  appartiene 
all'esponente  m  '). 

a)  Se  una  radice  dell'unità  appartiene  all'esponente  m, 
appartiene  pure  a  tutti  i  mtiltlpli  di  m:  Aa.  r"  =  1  segue  in- 
fatti, qualunque  sia  l'intero  X,   r^=?(r*/  =  l. 

6J  Se  una  radice  dell'unità  appartiene  agli  esponenti  e,, 
e, , . . .  appartiene  pure  ad  ogni  esponente  che  sia  combina- 
zione lineare  di  questi  nel  campo  dei  numeri  interi.  Sia  cioè 
E  =  ^Xtei;  indichiamo  con  X',  qu^li  positivi  fra  i  numeri  \  e 
con  —  X't  quelli  negativi,  cosicché  si  può  scrivere  più  precisa- 
mente E  =  2X'(e( — 2*"'***'  ^'*  ^  '*  radice  considerata,  che 
appartiene  a  tutti  gli  esponenti  «^  :  si  ha 

=  n('--)''':n('-'')'''=i:i  =  i- 

Ne  segue  che  [§  4,  a.  VI]  se  una  radice  dell'unità  appar- 
tiene agli  esponenti  e, ,  e, appartiene  pure  al  loro  massimo 

comun  divisore. 

e)  Se  r  è  radice  m*™"  dell'unità,  tali  sono  pure  le  sue  po- 
tenze: da  ?*=1  segue  cioè  {r")"  =  (r")"  =  1. 

d)  In  particolare  sarà  pure  radice  m™  dell'unità  r"-'  ;  ma 
da  r"  =  1  segue  ancora  r"-'  =  ~  ;  dunque  nel  campo  S  esiste 
il  numero  inverso  di  ogni  stia  radice  dell'unità;  esso  è  pure 
radice  dell'unità  appartenente  agli  stessi  esponenti. 

Se  iS  è  campo  d'integrità  le  radici  dell'unità  in  esso  sodo 
quindi  tutte  unità  [§  1,  n.  XIII]. 

XXII.  Una  radice  dell'unità  si  chiama  radice  m"  primitiva 
quando  appartiene  all'esponente  m  e  non  ad  esponenti  minori 

'}  Pib  oomunemente  si  assume  queeta  locusione  come  sinonimo  di 
<  è  radice  m™*  primitiva  *  (v.  n.  XXII)  ;  noi  oÌ  aUontoaiamo  da  qua- 
Bl'uBo  che  oomlace  ad  una  ioutile  ainonimia. 
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Dal  n.  ppec,  a),  b)  segue  che  una  radice  mr"  primitiva  appar- 
tiene solo  all'esponente  m  e  ai  stioi  mtUtipli. 

Inoltre  una  radice  tr^  dell'unità  che  non  sia  primitiva  è  ra- 
dice primitiva  rispetto  ad  un  esponente  n  divisore  proprio  di 
m  (m.  e.  d,  dì  m  e  di  tutti  gli  altri  esponenti  cui  quella  radice 
appartiene).  In  particolare,  se  m  e  un  intero  primo,  tutte  le 
radici  di  {53)  cfie  non  siano  1  sotuì  primitive. 

Cori  ia  an  onmpo  oumerioo  qualunque  requasìone  x*  —  1^0  ha 
due  radici,  1  «  —  1  :  la  seconda  È  printìtiva. 

XXIII.  Sia  r  radice  m""  primitiva  dell'unità:  tutte  le  sue  po- 
tenze saranno  pure  radici  m""  dell'unità  [n.  XXI  e}];  ma  non 
possono  esistere  più  di  m.  di  queste  radici  [n.  16];  tutte  queste 
potenze  non  possono  dunque  essere  diverse  fra  lora  Sarà  pre- 
cisamente r*=r*  quando  r*-*=l  e  cioè  quando  [n.  XXII]  ft  — A 
à  multiplo  di  m:  danno  cioè  luogo  a  radici  differenti  soltanto 
le  potenze  di  r  con  esponenti  incongrui  (mod  m)  [§  1,  o.  1].  Si 
otterrà  quindi  per  es.  una  rappresentazione  delle  m.  radici  di 
(53)  nel  quadro 

(64)  r  r*  t^  ...  r^'  r"  =  1  . 

Se  l'equazione  (53)  ha  in  Q  una  radice  primitiva ,  essa  ha  in 
Q  m  radici  distinte  e  rappresentate  dalle  prime  m  potenze  di 
quella  radice. 

Fra  i  numeri  (54)  esistono  necessariamente  pure  tutte  le  ra- 
dici appartenenti  ad  esponenti  divisori  di  m  {a.  XXI  o)];  pre- 
cisamente, se  d  è  un  divisore  di  m.,r''  apparterrà  a  d  (sarà 
cioè  (r*)''^r"^l)  sempre  e  solo  quando  [n.  XXII]  hd  è  mul- 
tiplo di  m.;  poniamo  d'=m'.e:  fra  i  numeri  (54)  apparterranno 
all'esponente  d 

(55)  r'  r*'  ...  r"'-'"  r*"  =  r"  =  1  . 

I  numeri  (55)  sono  le  successive  potenze  del  primo  di  essi  r". 
questo  è  quindi  radice  d™  primitiva. 

Fra  i  numeri  (51)  non  appartengono  a  nessun  sistema  del  tipo 
(55),  per  nessun  valore  di  d,  quelli  che  corrispondono  a  espo- 
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nenti  primi  con  m:  adunque  se  in  S  esiste  una  radice  m"  primi- 
tiva [ctv.  Q.  XXVJ  ne  esistono  precisamente  ^{m)  [§  1,  d.  VI]. 

Applicaodo  l' osservazione  precedeote  ai  numeri  (55),  sì  tia 
che  r*  sarà  radice  d™  prìmitiTa  quando  h^^ef=:(m:a)f  dove 
f  è  primo  con  d  ;  e  cioè  quando  e  =  m  ;  <f  è  il  m.  e.  d.  di  A ,  m. 

XXIV.  a)  Siano  a,ì}  due  radici  dell'unità  rispettivamente  r™ 
e  S";  se  7»  è  un  multiplo  comune  di  t,s  si  ha  [a.  XXI  a)] 

(a6)"  =  a-6'"  =  l  .  . 

Il  prodotto  aì>  è  dunque  radice  dell'unità  appartenente  al  mi- 
nimo mvUtiplo  comune  di  t,s  (e  ad  ogni  suo  multiplo). 

b)  Non  si  esclude  però  che  il  prodotto  ab  possa  appartenere 
auche  ad  un  esponente  divisore  del  detto  minimo  multiplo;  cer- 
chiamo perciò  di  limitare'  ulteriormente  questo  esponente  nel- 
r ipotesi  che  a,b  siano  precisamente  radici  primitive  rispetti- 
vamente f"  e  sr". 

Affinchè  sia  (a6)*  =  c*ft'=l ,  (ossia  a*s=— j,  o*  e  &*  debbono 
essere  [n.  XXIcJ,  tf^J  radici  dell'unità  appartenenti  agli  stessi 
esponenti:  ma  se  e  è  il  m.  e.  d.  di  ^, A,  e  e'  il  m.  e.  d.  di  5, 
A,  a''  e  &*  [n.  XXIII]  sono  radici  primitive  rispettivamente 
{t'.ey"  e  (s:e'y^:  dovrà  dunque  essere  t',e=iSie'.  Se  dunque 
o  è  il  m.  e  d.  di  /,5,  il  comune  valore  dì  f.e  e  s'.é  è  un 
divisore  di  v,  ed  e,^  sono  equimultìpli  di  t'='l'.v  e  di  s'=s',v; 
siccome  t'  e  s'  sono  primi  fra  loro,  fi  (multiplo  comune  di  e, e') 
sarà  multiplo  di  t's'.  Questo  multiplo  resta  però  ancora  dipen- 
dente dalla  particolare  scelta  delle  radici  a,b. 

e)  Ricordiamo  che  [a.  XXIII]  a''  e  i/  sono  radici  primitive 
e"":  poniamo  a''=c;  sarà  [cfr.  (54)]  i/  =  c'',  dove  <j  è  un  intero 
primo  con  v.  Ne  risulta  {a''ì^f"=c'"'d'^=<f"*^'^:  osserviamo 
che,  poiché  s'  q  tf  sono  primi  fra  loro  eoe  primo  con  v,  il 
m.  e.  d.  di  s'  e  af  è  primo  con  v  :  si  possono  quindi  sempre  deter- 
minare »  e  p  in  modo  che  w'-f-Pv/*  sia  primo  eoa  e  t§^  >  Q-  VI], 
e  quindi  c"***^  sia  radice  w""  primitiva.  Allora  potrà  essere 
{a' 1^ f ''*■=' \  solo  quando  A  è  multiplo  di  v  e  quindi  ts'k  mul- 
tiplo del  minimo  comune  multiplo  di  s,t.  Adunque  se  a,ì>  sono 
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radici  primitive  rispettivamente  1^  e  ^  si  possono  sempre 
deteTtninare  due  interi  «  e  p  tali  che  ff\^  sia  radice  primitiva 
i»"",  dove  m.  è  il  minimo  comune  multiplo  di  i  ,s. 

d)  SuppoDÌamo  che  t  ed  s  siano  prim,i  fra  loro;  è  quindi 
»=!,/'  =  (, s'  =  s;  da  a),  bj  si  ha  che  il  prodotto  ab  di  due 
radici  primitive  rispettivamente  f"  ed  «■"  è  una  radice  pri- 
m,itiva  (tsf".  Ogni  altra  radice  primitiva  (isf"  sarà  [ii.  XXIII] 
della  forma  (aft)*,  dove  h  è  primo  con  t  e  s:  {abf  =  a''à^  risul- 
terà ancora  il  prodotto  di  due  radici  primitive  rispettivamente 
t^  8  s";  dunque  se  t  e  s  sono  primi  fra  loro,  ogni  radice  pri- 
jnitiva  {isy^  si  esprime  come  prodotto  di  due  radici  prim.itive, 
l'ima  f"",  l'altra  «*". 

XXV.  a)  Sia  p  intero  (assoluto)  primo,  ed  a  un  intero  (^  I) 
qualunque;  sono  primitive  tutte  le  radici  dell'equazione 

(56)  a;"*— 1=0 

che  non  sono  radici  dì  jr''^  —  1  =0  [n.  XXII]  ;  poiché  si  ha 

a;"'  _  i  =  (a'"'  -  1)  (a:»""'"*-"  +  x'^~'"-"  +  . . .  +  x'^'*+  1)  . 

sono  dunque  radici  (p*)™  dell'unità  primitive  tutte  e  sole  le  ra- 
dici dell'equazione 

(57)  a'^''  "^"  +  ce'*''  '^''  +  ...+a>^~'-\-l=0 

che  non  siano  radici  di  a;''*"'— 1=0;  ma,  se  r  è  un  numero  tale 
che  r'*""*=l,  sostituito  nel  primo  membro  della  (67)  gli  fa  as- 
sumere il  valore  1  -|-  1  +  ■  •  ■  +  1  +  *  =P  >  dunque  le  due  equa- 
zioni non  possono  avere  radici  comuni  se  non  quando  il  campo 
e  in  cui  esse  si  considerano  contei^a  il  campo  dai  numeri  in- 
teri ridotto,  relativo  al  mod.p.  Adunque  se  il  campo  S  non  con- 
tiene il  campo  dei  numeri  interi  ridotto,  relativo  al  mod.p,  m 
esso  0  in  un  suo  derivato  [n.  XIV]  l'equazione  (56)  ha  precisa- 
mente p'^'iP  —  l)  radici  pritnitive,  radici  di  (57). 
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Ne  segue  incldeatalmente  [□.  XXIII;  oh.  §  1,  u.  VI  in  nota] 


=4-7)- 


9(p-)=p-'Cp_i) 


In  un  campo  conteneote  il  campo  dei  numeri  interi  ridotto 
relativo  al  mod.^,  l'equazione  (56)  non  possiede  radici  primiti- 
ve, perehè  dovrebbe  possederne  meno  di  ?(/»")  [n.  XXIII)  ciò 
ciie,  per  la  precedente  osservazione,  è  impossibile.  Vedremo  tosto 
[D.  XXIX  (63)]  che  infatti  è  allora  af'—l  =  (a;  —  iy'  e  quindi 
(56)  ha  la  sola  radice  1,  di  multiplicità  p". 
b)  Consideriamo  ora  l'equazione  generale 

(58)  ar-\=0. 

Se  m  non  è  né  primo  né  potenza  di  un  numero  primo,  potrà 
però  scomporsi  in  un  prodotto  di  potenze  di  numeri  primi  diffe- 
renti: tale  scomposizione  sia 

(SS*)  m  =  pt'P"'  ■■■Pi*  ■ 

Da  a)  e  da  n.  XXIV  d)  segue  allora  clie  l'equazione  (58)  ha 
radici  primitive  in  un  conveniente  campo  derivato  di  itn  cam- 
po numerico  S  sempre  e  solo  quando  il  cam.po  dei  numeri  in- 
teri ridotto,  relativo  a  ciascuno  dei  lùoA.p^  [(SS*)]  non  è  con- 
tenuto in  Q  ;  queste  radici  sono  i  prodotti  di  ft  fattori  radici 
primitive  ciascuno  di  una  delle  equazioni 

a?"*"'  — 1=0       (i=l,2,...,|i)  . 
Segne  che  [ofr.  §  1,  n.  VI,  in  note] 

,w=n»(o=n''.-'('-7.)="n('-^)- 

Se  inoltre  ei  indicano  con  d^,d^,...  i  divisori  di  m  (m  ed  1  inolosi), 
dall'  essere    m    le  radici   m™    dell'  unità  in  un  oampo  sufGoientemente 
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ampio,  e  dal  fatto  che  «eae  sono  tutte  e  sole  le  radici  primitive  ri- 
spetto ad  esponenti  divisori  di  m  [n.  XXII]  segue  die  sari 

XXVI.  Applichiamo  alla  funziooe  ar  — 1  le  formole  (36)  [n. 
IX]  ;  otteoiamo  : 

a)  La  somma  delie  radici  m"*  dell'unità  è  niUla. 

b)  Il  prodotto  delie  radici  m"*  dell'unità  vale  {— !>"•  — 1 

=(-  ir**- 

Se  con  r  ai  iudica  una  radice  m™*  primitiva,  la  prima  di  queste  pro- 
posisioni  dà  [n.  XXIII  (64)]  che 

r4.r»  +  ...  +  r"  =  0  . 

Si  può  ài  dipendere  questa  relazione  direttamente  dalla  deflnìsione 
di  radice  dell'uniti,  generaliazandola  enei  alquanto:  ricordiamo  cioè  che 

jB*-  — l=(a!»— !)(«»'"-" +x*'— »'  +  ...-!- a:* +  1)  ; 

■e  con  r  ai  indica  una  radice  m™*  dell'uniti,  non  necessariamente  pri- 
mitiva, ma  ohe  non  sia  radice  A"",  sostituendo  r  a  x  e  ricordando  che 
1  =  r*"  si  ottiene 

,•+,■>  +  . ..  +  ^.-.i  +  ^._0. 

Se  invece  r  &  pure  radice  h"™  deU'unità  (onde  r*^  1)  sì  ha  imme- 
diatamente 

^ +  ,«  +  ...  +  ,*'-.> 4-^-==  1  + 14.. ..  +  i  +  i=«  . 

XXVII.  Applicazioni  dalla  taoria  ganarall  alla  fua- 
zlonl  razionali  Intara  In  campi  numarlcl  finiti.  —  Nel 

§  I,  D.  I-VIII  e  nel  §  2,  a.  XXII  abbiamo  dati  esempi  di  campi 
numerici  costituiti  ciascuoo  da  un  numero  finito  di  elementi: 
erano,  per  considerare  soltanto  campi  numerici  non  singolari ,  il 
campo  dei  numeri  interi  ridotto,  relativo  ad  un  numero  primo  p, 
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ed  il  campo  dei  polinomi  in  una  variabile  a  coefflcieati  interi, 
ridotto  relativamente  ad  im  numero  primo  p  e  ad  un  polino- 
mio P  (ÌPreduttibile  rispetto  al  mod.  p). 

Diciamo  per  brevità  che  un  campo  numerico  è  ^nito  quando 
contiene  un  numero  Anito  dì  elementi:  in  ogni  campo  numerico 
Anito  vale  un  teorema  di  Fermat  [cfr.  §  1,  o.  VII]:  Se  Q.  è  un 
campo  numerico  finito  costituito  di  N  numeri,  tuiti  i  numeri 
di  fi ,  fatta  eccezione  per  lo  0  sono  radici  dell'equazione 

(59)  «:'-'— 1  =  0  ; 

N  —  1  è  W  minimo  esponente  cut  appartenffono  tutte  queste  ra- 
dici [n.  XXI];  l'equazione  (59)  fui  quiudi  in  S  radici  primitive 
[cfr.  n.  XXVJ. 

Osserviamo  infatti  anzitutto  che  se  a  è  un  numero  di  6,  sono 
numeri  di  S  tutte  le  sue  potenze:  siccome  però  <2  è  finito, 
queste  potenze  non  potranno  essere  tutte  diverse  fra  loro:  sta 
o*  =  o*(A<ft):  ne  segue  (^-*^ljo  deve  dunque  essei-e,  io  Q, 
radice  dell'unità  appartenente  ad  un  divisore  di  ft  —  A. 

Ciò  posto,  sia  m  il  massimo  esponente  cui  appartengono  radici 
primitive,  numeri  di  €  :  è  certo  m  ^  N  —  1 ,  perchè  le  prime  m 
potenze  dì  ciascuno  dì  questi  numeri  sono  numeri  di  Q  tutti 
diversi  fra  loro  e  ::}=0  [n.  XXIII]. 

Tutti  i  numeri  di  Q,  fatta  eccesione  per  lo  0,  saranno  radici 
m™  dell'unità:  invero,  se  tale  non  fosse  il  numero  a,  apparter- 
rebbe ad  uo  esponente  n  non  divisore  di  vi  [a.  XXIJ;  sia  b  un 
numero  di  0  radice  7n"'.  primitiva  dell'unità,  e  sia  M  il  minimo 
comune  multiplo  di  m  e  n  (quindi  M>*m);  esisterebbe  in  S 
[n.  XXIV  cj]  un  numero  della  forma  a'b^  radice  M*"  primitiva 
dell'unità;  contro  l'ipotesi  che  m,  sia  il  massimo  esponente  a 
cui  appartengono  radici  primitive  in  S. 

Poiché  tutti  i  numeri  di  <S,  escluso  lo  0,  debbono  essere  ra- 
dici dell'equazione  a:"— 1^0,  sarà  pure  m^^  —  1;  dunque 
m  =  N  — 1. 

Chiameremo  N  la  potenza  del  campo  numerico  finito  consi- 
derato. 
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Il  o>mpo  dei  numeri  interi  ridotto,  reUtiTO  ftd  an  intero  primo  p  ha 
la  potenza  p  ;  il  campo  dei  polinomi  a  coefficienti  interi  ridotti  secondo 
i  mod.j),P,  doTe  P  ba  grado  p,,  ha  la  poteiua  p<*  [g  S,  n.  2XII  ]. 
Più  geaetalmente  se  £  è  un  campo  nuiaerico  finito  di  potenia  N ,  e 
se  P  è  uD  polinomio  irreduttibile  in  esso,  di  grado  fi  [cfr.  n.  XXXUj , 
il  campo  dei  polinomi  in  (S  nella  variabile  ■»  ridotto  relativamente  a 
P  [§  3,  D.  XX;  ctr.  aj  e  §  2,  n.  XXII]  (o,  aio  che  è  lo  stesBo  [§  6,  a.  V) 
il  campo  [Q,Jf])  sarìi  pure  finito  di  potensa  N". 

Applicando  le  proposizioui  dei  n.  precedenti  relative  alte  ra- 
dici dell'unità,  si  ha: 

a)  Ogni  campo  numerico  finito  è  campo  di  razionalità 
[n.  XXI  d);  cfr.  §  1,  n.  V]. 

b)  Tuili  i  numeri  di  un  campo  numerico  finito,  diversi 
da  0 ,  si  esprimono  come  potenze  di  uno  stesso  numero  del 
campo  [a.  XXIII]. 

e)  La  somma  di  tutti  i  numeri  di  un  campo  nujnerico  fi- 
nito è  nuita  [a.  XXVI  a)]. 

Si  oeaervi  che  questa  proposi lìon e  consegue  gìK  immediatamente 
dalla  defisitiose  di  campo  numerico  [§  1,  n.  2],  perchè  ad  ogni  nn- 
mero  del  eampo  corrisponde  un  opposto. 

a)  (Teorema  di  Wilson)  Il  prodotto  di  tutti  i  numeri  non 
nulli  di  un  campo  di  potenza  N  vale  (—  !}■  [n.  XXVI  b)\ 

Nel  caso  del  campo  dei  numeri  interi  ridotto  relativo  ad  un  numero 
primo  1)^2,  il  teorema  dì  Wilson  si  esprime 

l'2'...*{p—  l}s— 1  (mody)  . 

e)  (Teorema  di  Laoranoe)  Se  a, ,  a, , . . . ,  a^^,  sono  i  numeri 
^0  di  un  campo  di  potenza  N,  «' Aa  [q.  6  (11),  4;  cfr.  n.  XXVIII] 
la  relazione  fra  polinomi 

Jl  (a;  —  flj)  =  a;"-'  —  1  . 

Considerando  i  due  membri  come  funzioni  di  or,  e  facendo 
x-sO,  si  ritrova  il  teorema  di  Wilson. 

f)  Supponiamo  che  nel  campo  Q  sia  contenuto  un  campo 
oumerico  <S':  questo  sarà  necessariamente  ancora  finito;  se  N' 
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è  la  sua  potenza,  tutti  i  auoì  numeri  ^0  saranno  radici  dellV 
quaziona 

ai"'"'- 1  =  0, 

e  precisamente  esistono  Cra  essi  radici  primitive  di  questa  equa- 
zione; essi  debbono  pure  essere  radici  di  (59):  ne  segue  [n.  XXI] 
che  N'  —  1  deve  essere  divisore  di  N  —  I. 

Inoltre  anche  N'  é  divisore  di  N  ;  infatti  i  numeri  di  @  po- 
tranno ordinarsi  in  classi,  ciascuna  delle  quali  sia  costituita 
dei  numeri  che  differiscono  fra  loro  per  un  numero  di  &;  il 
numero  di  queste  classi  sarà  N.'N'. 

Si  mostra  facilmente  che  fra  (3  e  (S*  intercede  ansi  una  dìpendens» 
aesai  più  stretta  :  nel  eampo  Q  i  contenuto  (eventualmente  idenlieo  ad  etto) 
tM  etunpo  6"  iéùmorfo  al  campo  dei  polinomi  tn  wm  variabUe  in  &,  ri- 
dotti Moondo  MI  certo  polinomio  P  ;  consegueo temente  N  é  ima  potowa 
di  N'.  Indichiamo  infotti  con  a  un  numero  qualunque  di  Q  non  ap- 
partenente a  ti',  con  P(x)  una  funzione  raiionale  intera  in  iS'  di  grado 
minimo,  tale  ohe  P(a}  =  0  (una  tal  funiione  esiste  certamente  perchè 
essa  sarà  a;"'' — 1  [(59)]  o  un'altra  di  grado  inferiore).  Consideriamo 
il  campo  dei  polinomi  in  6'  nella  variabile  x,  ridotti  secondo  ìl  poli' 
nomio  F  (§  3,  n.  XX,  XXII]:  le  funzioni  da  essi  rappresentate  easu- 
mono,  per  «ss»,  valori  tutti  diversi,  perchè  la  differeoBa  di  due 
funsioni  che  assumessero  lo  stesso  valore  sarebbe  una  funsione  di 
grado  inferiore  a  P(x)  e  che  assume  il  valore  0  per  x  =  a.  I  valori, 
per  at^a ,  di  queste  funzioni  coetituisoono  dunque  il  campo  I?"  di 
cui  ai  h  affermata  l'esistenaa.  Se  P  ha  il  grado  |i ,  per  nn'osservaiione 
precedente,  il  numero  degli  elementi  di  (?"  è  N":=N  . 

Supponiamo  ora  che  Q"  nOn  sia  identico  a  Q  ;  esisterà  allora  in  Q 
un  campo  <S"  (eventualmente  identico  a  <3)  isomorfo  a  un  campo  di 
polinomi  in  &',  ridotti  aecondo  un  conveniente  polinomio  ;  il  numero 
degli  elementi  di  S"'  sarà  della  forma  N"*  =  «'"'.  Se  ©"  non  é  iden- 
tico a  €  ,  si  potrà  ripetere  la  stese»  consideniKione  ;  ma  poiohi  Q  k 
finito  non  si  potrà  proseguire  indefinitamente;  si  giungerà  cosi  infine 
a  costruire  tutto  @;  e  ai  ottiene,  come  ai  è  affermato,  che  N  è  una 
potensa  di  N'. 

Sia  precisumente  Q'  il  minimo  campo  contenuto  in  @;  esso 
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contiene  i  numeri  0,1  di  €,  e  quindi  i  numeri  2=l'f  1,3  = 
2  +  l ,  ■  ■ .  [§  1,  n.  2]  ;  poiché  S'  è  finito  si  dovrà  giungere  ad  un 
numero  k  tale  che  ft  +  I  =  0  ;  e  <2'  risulta  essere  il  (o  isomor- 
fo al)  campo  dei  numeri  interi  ridotto  relativo  ad  un  certo  nu- 
mero primo  ^  (h  =  p  —  i)  [§  1,  n.  Il,  IIIJ.  Diremo  che  ^  è  ìa 
caratteristica  di  <3.  Dalle  osservazioDi  precedenti  si  ha  che  N 
è  divisibile  per  p  e  N  —  I  è  divisibile  per  p—1. 

Pia  precisamente  anei,  N  i  una  poleiaa  di  p. 

XXVIII.  La  funzione  a;" — ce  =  x{x''-*  —  \)  ha  per  zeri  gli 
zeri  di  a;"-'—  I  ed  inoltra  il  numero  0:  al  teorema  di  Feemat 
[n.  XXVII]  si  può  quindi  dure  la  forma:  tutti  i  numeri  di  un 
campo  finito  @  di  potenza  N  soddisfano  all'equazione 

(60)  G{aj)  =  a;«  — a;  =  0  . 

In  altri  termini  la  funzione  razionale  intera  x^  —  x  è  nulla 
in  e  (cfr.  §  3,  n.  IVJ. 

Questa  proposizione  serve  a  illuminare  l'osservazione  già  fatta 
al  n.  4  che  il  teorema  d'identità  vale  soltanto,  nel  campo  Q, 
per  le  funzioni  razionali  intere  di  grado  <  N  ;  per  essa  infatti 
rappresentano  la  slessa  funzione  razionale  intera  in  Q  due 
polinomi  in  una  variabile  in  •$  ctmg}-ui  fra  lo>v  rispetto  al 
mod(<r«  — a;)  [§  2,  n.  XVI):  ne  risulta  che  [§  2,"  n.  XX]  Oifni 
funzione  razionale  intera  di  una  variabile  in  Q  può  sempre 
rappresentarsi  mediante  un  polinomio  in  <2  di  grado  <  N  :  a 
questa  rappresentazione  si  applica  il  teorema  d' identità. 

Più  generalmente,  valgono  osservazioni  analoghe  per  le  fun- 
zioni razionali  intere  di  un  numero  qualuFique  di  variabili:  se 
cioè  f{xyz  ...)  è  una  funzione  razionale  intera  in  i2  delle  va- 
riabili X  ,y,z,...,  9Ì  consideri  anzitutto  il  polinomio  che  la 
rappreiienta  come  polinomio  in  a  nel  campo  dei  polinomi  nelle 
variabili  residue:  si  potrà  ad  esso  sostituire  ~  per  rappresen- 
tare la  stessa  finzione  —  il  polinomio  ridotto  relativamente  al 
mod(a7'<  —  X)  [§2,n.XX];  il  polinomio  risultante  sarà,  rispetto 
alla  X,  di  grado  <  N  ed  avrà  per  coefficienti  determinati  poli- 
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DOmi  in  y,  z ,., .  ìa  i2  :  se  si  suppone  che  per  ciascuno  di  questi 
eia  effettuata  l'analoga  riduzione,  si  vede  che  offni  funzione  ra- 
zionale intera  in  >2  delle  variabili  x,y ,z,-..  si  pilo  rappre- 
sentare mediante  un  polinomio  In  S  che,  rispetto  a  ciascuna 
di  dette  variaititi,  é  di  grado  <N.  A  questa  rappresentazione 
si  applica  il  teorema  d'identità:  lo  si  vede  modificando  appena 
la  dìmoiitrazìone  che  abbiamo  data  al  a.  11.  Non  potendosi,  cioè, 
invocare  qui  la  uon  siogolarità  del  campo  delle  nostre  funzioni 
[§  3,  n.  IV],  consideriamo  per  un  istante  le  funzioni  razionali 
intere  in  S  delle  variabili  y,2,.,.  come  costituenti  un  modulo 
in  i?;  il  ragionamento  del  n.  2  ci  mostra  allora  [§  7,  n.  XXIIIJ 
che  f^{a;yz  ...)  ba  per  coefflcieuti  funzioni  determinate  di  y, 
z,...\  se  allora  si  ammette  provata  la  proposizione  per  le  fun- 
zioni di  n— 1  variabili  y,z,...,  si  conclude  che  essa  è  vera 
per  le  funzioni  di  n  variabili  x,y ,z ,...- . 

XXIX.  a)  Da  queste  osservazioni  traggiamo  una  conseguenza 
notevole:  formiamo  a  tal  uopo  TN™  potenza  della  forma  lineare 
aj+y+i-t- ...  :  applicando  la  formola  di  Leibniz  [§  3,  n.  VII  (5')] 
si  ottiene 

(61)    (iC  +  y  -f  ^  -f  ...)"  =  ic"  +  j/"  +  i"  +  ...  -I-  R{a;  ys  ...), 

dove  i  termini  del  secondo  membro  scritti  esplicitamente  sono 
le  potenze  N**  dei  termini  della  forma  lineare,  ed  K{xyz  ...) 
è  un  polinomio  di  grado  <  N  in  ciascuna  delle  variabili.  In  que- 
sta deduzione  le  ce  ,y  ,z  ,,. .  sono  state  considerate  come  varia- 
bili nel  senso  del  §  t;  attribuiamo  però  ad  esse  come  dominio 
il  campo  numerico  <2  [g  3,  n.  3,  7]:  i  polinomi  considerati  rappre- 
sentano allora  funzioni  razionali  intere  [§  3,  n.  13],  e,  a  causa 
di  (60),  si  ha 

a:"  -f-  y"  -1-  2"  +  . .  ■  =  i«  +  V  -1-  «  .  ■ .  =  (a;  +  V  -H  3  +  . . .)" 

e  quindi ,  da  (61) , 

K{xyz  ...)  =  0  . 

Ora  qui  si  può  applicare  il  teorema  d'identità  [n.  XXVIII]: 
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io  Q  il  polinomio  R  è  dunque  nullo,  onde  la  (61)  diviene 

(ir  -+  1/  +  2  +  . . .)"  ==3?"  +  K"  +  3«  +  . . . 

In  questa  relazione  i  due  membri  sono  polinomi  in  €;  consi- 
derando le  corrispondenti  funzioni  razionali  intere  in  £,  possia- 
mo assegnare  come  dominio  delle  variabili  un  campo  numerico 
qualunque  contenente  <3  ;  in  partìcolai>e,  assumiamo  coma  tale 
il  campo  dei  polinomi  nelle  variabili  è,t|,...  in  un  campo  6| 
contenente  fi  ;  sostituendo  a  a;,y,z ,...  convenienti  monomi 
della  Torma  a(4*ti'*. . .  (a,  numeri  di  fi,),  la  funzione  cc+y-\-z+  ... 
assume  il  valore  dì  un  qualunque  polinomio  in  S,  nelle  varia- 
bili è ,  t) , . . .  ;  ed  il  corrispondente  valore  di  x"  +  v"  ■{-  z"  +  . . . 
è  il  polinomio  medesimo  in  cui  al  posto  dei  coefficienti  Of  si 
scriva  a,"  e  al  posto  di  è .  il .  ■  ■  ■  si  scriva  S" ,  il"  >  ■  ■  ■  :  se  ne  de- 
duce che,  indic^ido  con  V{a^  a,  . . .  ;  èn  -  ■ .)  «"  polinomio  qtia- 
lunqtie  in  6, ,  avente  per  coefflcienii  i  numeri  a^,a,,...,  si  ha 

(62)  P(o,a,  ...  ;  4n  ...)"=?(«," V  ■••  ;  i'tf  •■■)  ; 

e  più  generalmente,  replicatamente  elevando  a  potenza  N~  i  due 
membri  e  applicando  la  (63)  medesima, 

(63)  P(a.a.  ...  ;  Ì-n  .  ..f=P{a*'aT ■■  ■  >  &"'il""---) 

(k  intero  positivo  qualunque). 

Supponiamo,  in  particolare,  che  fi,  sia  il  campo  6  medesimo: 
acausa  di  (60),  si  ottiene  che  se  Pfèn  ...)  è  un  polinomio  in 
Q,  si  ha 

(64)  P{£io...)-«  =  P(4«»in""...). 

b)  Da  (60)  risulta  che  se  N'  è  un  divisore  di  N ,  ogni  nu- 
mero di  e  ha  in  e  la  sua  radice  N'""  ;  precisamente,  indicato 
con  a  un  numero  di  ©,  la  sua  radice  N'""  sarà  «"="'. 

Supponiamo  che  N*  sia  la  potenza  di  un  campo  fi'  contenuto 
in  e  [o.  XX VII  ,/■;],  e  sia  P  (a,  o,  ...  ;  £"''11"''' . , .  )  un  polinomio 
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ÌD  6  ÌD  cui  le  Tariabjli  compaiuno  solo  eoo  eaponenti  multipli 
di  N'*;  applicando  la  forinola  (63)  (dove  invece  di  (2,(9,  ,N  si 
legga  S'.fi.N')  si  ha,  per  la  precedente  osservazione, 

P(a,ff,,..  ;  è'^t)"'...)=P(oS"^''''''ai"="'''-.-  ;  4  ti  ...)"'"  : 

ti  polinomio  P(a,a,  ...  ;  S"'  t|"'  .•.)  ha  cioè  in  S  la  propria 
radice  di  indice  N'"  (e  quindi  anche  di  iodice  N*"  dove  ^  ^  "i 
divisore  di  x), 

XXX.  Conseguenza.  —  Le  proposizioni  precedenti  trovano 
notevoli  applicazioni  alla  teorìa  delle  funzioni  i-azionali  intere 
ia  campi  d'integrità,  non  finiti. 

a)  Consideriamo  per  es.  le  funzioni  razionali  intere  nel  cam- 
po dei  numeri  interi:  assumendo  come  campo  Q  il  campo  dei 
numeri  interi  ridotto  relativo  ad  uu  numero  primo  qualunque 
p,  si  ha  dalle  proposizioni  del  n.  XXVIII:  condizione  necessaria 
e  sii/Jìcicnle  perchè  ima  funzione  razionale  intera  a  coefflcienli 
interi  delle  vaiiabili  x,y ,...,  per  valori  interi  delle  Da/iaìrili, 
assuma  sempre  valori  muUipli  del  numero  primo  p  è  che  essa 
sia  della  forma  (tC  — a;)  A +(v»  — v)B-|-. . . +pK  dove  A, 
B,...,K  sono  funzioni  razionali  intere  a  coefflcienli  interi 
giialungtie  delle  carìainli  x,y,...  . 

b)  Assoggettiamo  la  funzione 

f(a  l)  =  a»''"-"  +  tr'osf"-*'  + .  - .  +  ;»'<''-"  app'+  f''*-^' 

^{x*     —t'     K('^*'  — ''' )  (P  intero  primo) 

alla  sostituzione 

(65)  a!  =  z  +  t. 

Se  supponiamo  dapprima,  per  un  istante,  che  il  campo  €  dei 
coefficienti  dei  polinomi  considerati  sia  il  campo  dei  numeri  in- 
teri ridotto,  relativo  al  numero  primo  p,  si  ha,  per  (65),  (64), 
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qualuuque  sia  k;  qniudi 

ix'    —  i"    yiia"' —  i''')=z''    :3''''=3*'"^" . 

Ne  segue  che,  se  invece  si  assume  come  6  il  campo  dei  du- 
meri  lotepi,  sarà 

dove  ff(3Ì)  rappresenta  uq  poliuomlo  a  coefflcientì  iuten.  La  for- 
inola di  Taylor  [u.  1]  ci  dà  inoltre  ctie  i  termioi  di  gradi  mas- 
simo e  minimo  in  z  di  f{s+l  t)  sono  rispettivamente  z'  """  e 
f{lt)=sptr''f-^^;  quindi  il  polinomio  /"(l-i-lt)  è  irreduttibile  nel 
campo  dei  numeri  interi  [§  2,  n.  XIV].  Lo  stesso  avvieue  dun- 
que di  f{xt),  perchè  ad  ogni  scomposizione  in  fattori  di  f{xt) 
corrisponderebbe  una  scomposizione  ,di  /"(!  +  /  0-  P^^*  un'osserva- 
zione del  n.  XIII,  t(.xi)  è  dunque  anche  irreduttibile  nel  campo 
dei  numeri  razionali. 

Con  esso  sarà  irreduttibile  anche  fixì).  cui  la  forma  f{xt) 
corrisponde  mediante  il  procedimento  del  §  2,  n.  20;  se  infine  in 
f(,x\)  si  fa  r^a-  1(«^I)  si  ha  che  [n.  XXV  (57)]  l'eqìta- 
zione  cfie  ha  per  radici  le  radici  {p'')"°  primitive  dell'unità  (p 
intero  primo)  è  irreduitibite  nel  campo  dei  numeri  razionali. 

XXXI.  Come  applicazione  della  formola  (64)  vogliamo  ancora 
caratterizzare  in  modo  notevole  i  polinomi  irreduttibili  di  grado 
assegnato  in  un  campo  numerico  finito. 

Supponiamo  perciò  che  i3  sia  un  campo  numerico  fluito  di  po- 
tenza N,  e  P  sia  un  polinomio  in  esso  e  nella  variabile  £,  di 
grado  ^>0,  irreduttibile.  (Dì  tali  polinomi  esistono  certamente 
almeno  per  |i  =  l  [§  2,  n.  XIII]).  Indichiamo  con  ©"  ìl  campo 
dei  polinomi  in  iS  nella  variabile  £  e  con  Q'r  il  campo  €'  ridotto 
relativamente  al  polinomio  P  [§  2,  n.  XX,  XXII;  a.  XXVII  a)]; 
GV  sarà  finito  di  potenza  IS^"  [n.  XXVII]. 

Tutti  ì  numeri  4=0  di  Q.',  sono  [n.  XXVII  (59)]  radici  dell'e- 
quazione 

(«6)  a:'«^-'-l=0  ; 
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uuo  di  questi  numeri  è  rappresentato  dalla  variabile  4  mede- 
sima; si  ha  dunque,  io  &r, 

(67)  4'"-'- 1-0: 

£  ~  — 1,  considerato  come  uumei-o  di  6*.  è  dunque  divisibile 
per  P. 

Ma  P  è  un  polinomio  qualunque  iri-eduttibile  in  Q  di  gradu 
)i;  si  può  dunque  enunciare:  il  polinomio  £"  —  I  é  divisibile 
pet-  ogni  polinomio  irreduttibile  di  grado  \f.  in  Q. 

Supponiamo  che,  invei-samente,  per  un  certo  valore  di  v  sìa, 

in  e,. 

(68)  è""-'  —  1=0  e  cioè  4"'  =  4  ; 

sia  /"(è)  un  poliuomio  appartenente  al  campo  S";  si  ha  [n, 
XXIX  (64)] 

(69)  /($)"'=/•{$"•) 
e  quindi  anche 

/■(è)"' =/•($'")        (mod.  P)  . 

L'uguaglianza  (00)  è  cioè  vera  aucha  in  Q'r,  e  quindi,  per 
(68),  in  <£, , 

Da  (68)  segue  dunque  che  ogni  numero  di  @'r  è  radice  della 
equazione 

a?"  —m  =  0 

e  quindi,  ogni  numero  non  nullo  di  ^fp  —e  cioè  ogni  radice  di 
(66)  in  ©"f  —  è  pure  radice  di 

ar"""'— 1=0  . 

Poiché  (60)  ha  in  Q,  radici  primitive  [n.  XXVII],  ciò  è  solo 
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possibile  (n.  XXIl]  se  N" —  l  è  divisore  di  N*—  1 ,  e  cioè  se  p 
è  divisore  A\  v  ').  La  propo3Ì7.io[ie  precedeota  si  completa  cosi 
Della  seguente:  of/ni  polinomio  in  Q  nella  variabile  £,  irredut- 
libile.  di  graào  9. ,  è  divisore  di  Itiili  e  soli  t  polinomi  della  for- 
ma 5"  "  —1  in  cui  V  è  multiplo  di  n;  inversamente  quindi  il 
polinomio  i"  ~  —  1  fta  per  /"allori  irredu/iiOilt  in  Q  soltanto 
polinomi  di  grado  [i  0  divisore  di  p. 

XXXII.  Abbiamo  già  osservato  ctie  ipotesi  essenziale  dal  nu- 
mepo  prec.  era  che  polinomi  in  S  di  grado  ;ì  irreduttibili  esi- 
stessero, affinchè  fosse  possibile  considerare  il  campo  (non  sin- 
golare) 6'p  :  ma  la  proposizione  dimostrata  può  ora  servire  a 
provare  che  di  tali  polinomi  irreduttibili  esistono  realmente. 

Perciò  basta  invero  mostrare  che  il  polinomio  ^  "  —  1 ,  scom- 
posto nei  suoi  fattori  irreduttibili  ìu  €,  non  può  avere  soli  fat- 
tori di  grado  <  (t  (e  precisamente  di  grado  divisore  di  p).  A  tale 
oggetto,  indichiamo  con  f,{.%)  i  fattori  irreduttibili  (in  i3)  di 
è   "  —  1 ,  cosicché 

Scrivendo  a  al  posto  di  4,  sarà  pure 
(70)  a^''"'-l  =  n/i(«>- 

Sìa  €„  il  campo  derivato  di  Q  in  cui  l'equazione 
(66)  a>^~'-\=0 

è  completamente  risolubile  [n.  16,  XIV]:  per  (70),  ciascuna  ra- 


')  Se  cioè     v  =  ltii-f  X     («,X  'i»t*'»  ^0;  t.<V-)     *  [§3,n.  XV] 

N"  —  1  =  {N"  —  l)k  +  N"  —  1  (i  numero  intoro) 

e  quiadi  N*  —  le  divisibile  per  N'' — 1  solo  se  per  questo  numero  i 
divisibile  N^  —  1  ;  a  caus»  di  x  <  t^  i  ^  !>  '  1  ciò  implica  che  X  ^  ^- 
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dice  di  (66)  sarà  radice  di  una  delle  equazioni  ft(a;)=0.  Ma  osser- 
viamo che,  se  si  suppone  che  f,  abbia  grado  (l,'<^.  fti^)  a&rà 
anche  divisore  di  :?■  —  l  [a.  XXXI]  e  quindi  ogni  radice  di 
f.(x)=0  sarà  pure  radice  di  ir  —1=0:  ne  segue  che,  se 
tutte  le  /;  avessero  grado  <(i,  in  S^  non  esisterebbei-o  radici 
primitive  di  (66);  ciò  è  assurdo  [n.  XXV],  perchè,  essendo  N 
divisibile  per  la  caratteristica  p  di  S  [n.  XXVIIJ,  N**— 1  non  è 
divisibile  per  p;  è  dunque  impossibile  che  in  (70)  tutti  i  ffittori 
del  secondo  membro  abbiano  grado  <ii.. 

Adunque  in  ogni  campo  numerico  finito  esistono  polinomi  in 
una  variabile  irredìiUibilt,  di  ogni  grado  [cfr.  §  2,  a.  XXII]. 

Questi  polinomi,  per  ogni  grado  p  asaegnuto,  sono  d'altronde  in  nu- 
mero fiaito;  si  determina  facilmente  questo  numero  osservando  che  ì 
loro  leii  (in  un  campo  conveniente  derivato  da.  @)  —  tutti  distinti, 
e  inoiumero  di   ji  per  ciascuno  dì  detti  polinomi  —  sono  gli  seri  di 

tl^-i  «"-1 

X        —  1    che  non  sono  zeri  di  alcuna  funsiona  x        —  1  dove  v  sia 

XXXIII.  Conseguenza  dt^lla  proposizione  del  n.  prec.  è  che  se 
©  é  un  campo  numerico  qualunqtte,  esiste  sempre  un  nuo  de- 
rivato il  quale  contiene  quanti  si  vogliano  numeri.  La  cosa  è 
evidente  se  €  è  infinito,  poiché  basta  identificare  con  (3  il  de- 
rivato richiesto.  Se  Invece  Q  è  finito,  di  potenza  N,  il  n.  prec. 
ci  assicura  che  esiste  un  polinomio  P  irreduttibile  in  esso  di 
grado  (t  qualunque;  il  campo  derivato  [(2,  P]  conterrà  allora  N"* 
numeri  [n.  XXVII]:  prendendo  p  abbastanza  grande  si  può  fare 
in  modo  che  N**  sìa  grande  quanto  si  vuole. 

Interessa  notare  che,  a  causa  di  questa  osservazione,  le  re- 
strizioni che  sì  sono  dovute  porre  in  varie  proposizioni  prece- 
denti per  il  caso  in  cui  il  campo  numerico  Q  fosse  finito  cadono 
qualora  sì  convenga  che  il  dominio  delle  variabili  possa  esten- 
dersi ad  un  qualunque  campo  dei-ivato  di  S;  quando  infatti  si 
consideri  uua  funziono  f  nella  sua  rappresentazione  mediante 
un  determinato  polinomio,  sì  può  allora  supporre  che  il  do- 
minio delle  variabili  sìa  un  campo  di  potenza  più  elevata  del 
grado  di  questo  polinomio:  si  conclude  [n,  4,  XXVIII]  che  non 
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esistouo  due  potinomi  di  grado  raiaore  o  uguale  a  uà  iatero 
assegnato  m  che  rappresentino  la  atessa  funzione  razionale  in- 
tera ove  alle  variabili  si  assegni  come  dominio  un  campo  deri- 
vato di  G  convenientemente  ampio;  od  anche,  due  differenti  po- 
linomi in  (2  uon  possono  rappresentare  hi  stessa  funzione  ra- 
zionale intera  in  ogni  campo  numerico  derivato  da  <3:  si  può 
quindi  dira  brevemente  che,  ampiiando  sufficienlemenie  median- 
te derivazione  il  campo  Q ,  si  può  sempre  considerare  come  va- 
lido il  teorema  d'identità  [a.  4,  11]:  in  particolare  ne  risulta, 
anche  in  campi  numerici  finiti,  la  corrispondenza  biunivoca  fra 
le  funzioni  razionali  intere  e  i  polinomi  atti  a  rappresentarle, 
e  cessa  quindi  (^ni  pericolo  di  ambiguità  nel  trasporto  delle  lo- 
cuzioni dai  polinomi  alle  funzioni  [n.  1;  g  3,  n.  15]. 

Ne  segue  anche  che,  amplìaDdo  sufficientemente  mediante  derivasione 
il  campo  &,  si  puà  sempre  ragionare  sopra  funzioni  TMionali  intere 
ÌQ  esso  come  sopra  numeri  di  un  campo  non  eingoiare  [cfr.  §  S,  n.  IV], 
in  quanto,  se  non  è  nullo  il  prodotto  dei  polinomi  rappresentanti  date 
funiioni,  non  sarà  nemmeno  nulla,  in  un  conveniente  campo  derivato 
da  tS,  la  funiìone  da  esso  rappresentata. 

XXXIV.  Sampllflcazlons  di  un' ■quazlona  algabrlca 
in  un  campo  numarlco  Anito  —  Contagglo  dalla  radi- 
ci.—Sia 

<7i)  r{!D)=o 

un'equazione  algebrica  in  un  campo  numerico  finito  i2  di  po- 
tenza N.  Tutte  le  radici  di  (71)  (essendo  per  ipotesi  [n.  16]  nu- 
meri di  6)  saranno  pure  radici  di  [n.  XXVIII] 

(60)  G(a;)  =  fr"  — «  =  0  ; 

se  dunque  con  f(at)  sì  indica  il  massimo  comun  divisore  [§  6, 
n.  XIX]  di  /■(,•»),  G  fi») ,  le  radici  considerate  saranno  [n.  6]  tutti 
e  soli  gli  zeri  di  <f{a;).  Ricordiamo  che  l'equazione  (60)  è  comple- 
tamente risolubile  in  fi  e  non  ha  che  radici  semplici  [n,  XXVII, 
XXIIIj;  lo  stesso  avverrà  quindi  per  l'equazione  9(jr)  =  0:  uè 
risulta  che 
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1*  la  funzione  ^(a;)  compie  rispetto  alla  funzione  f{<e)  nel 
campo  finito  Q  lo  slesso  ufficio  che  la  funzione  ^(x)  del  n.  VII 
in  un  campo  il  quale  contenga  la  totalità  dei  numeri  interi. 

2'  il  grado  di  9  (a;)  è  uffimle  al  numero  delle  radici  distinte 
di  (71). 
Possiamo  quindi  oUeoei-e  facilmente  il  numero  di  queste  radici. 
Suppoaiamo,  come  è  possibile  [u.  XXVIIIJ,  che  f{x)   abbia 
grado  s£  N  —  1  :  possiamo  scrivere 

f(x)  =  a^ai"-'  +  a,  a;"-*  + . . .  +  a^_^a:  +  a^_^  , 

ammattendo  che  alcuni  dei  primi  coefficienti  siano  nulli,  se  il 
grado  di  f{ic)  è  <  N  —  1  :  per  ottenere  il  grado  di  9(0;)  basterà 
allora  [§  6,  n.  XVII]  formare  la  dilFerenza  fra  2N  —  1 ,  somma 
dei  gradi  di  f{x),G(w),  e  la  caratteristica  v  della  matrice 
[§  6,  n.  42  (83);  g  7,  d.  14  (22)] 


Aggiungiamo  gli  elementi  della  ('■*'  colonna  (i  =  l,2,...,N  —  1) 
di  R  agli  omologhi  della  (N  —  1  +  tV™  colonna:  otterremo  una 
nuova  matrice  R'  che  ha  la  stessa  caratteristica  [§  7,  n.  19];  in 
essa  le  ultime  N— 1  linee  hanno  nulli  gli  elementi  delle  ultime 
N  colonne:  da  queste  ultime  N  —  1  linee  sì  può  dunque  estrarre 
al  più  una  matrice  di  determinante  non  nullo,  formata  cogli 
elementi  delle  prime  N  —  1  colonne:  essa  è  una  matrice  unità 
'(d'ordine  N  — 1)  ed  ha  quindi  determinante  1;  chiamiamola  A; 
una  matrice  d'ordine  v  di  determinante  non  nullo,  estratta  da 
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SKfUAZIOKl  IN  UN  CAMPO  l'INlTU 


R'  dovrà  certameote  ottenersi  [§  7,  d.  XVIII]  orlando  convenien- 
temeste  A  con  le  restaatì  lìaee  e  cotonae  dj  R'.  Ma  sviluppao- 
do  il  determinante  di  una  tal  matrice  secondo  i  minori  estratti 
dalle  ultime  N  — 1  lìnee,  si  ottiene,  a  meno  del  segno,  il  pro- 
dotto di  QA=1  per  il  miaore  complementare,  e  il  determi- 
nante non  sarà  nullo  sempre  e  solo  quando  questo  minore  com- 
plementare non  è  nullo:  se  dunque  si  chiama  A'  la  matrice 
complementare  di  A  rispetto  ad  R', 


h  +  %- 


0     \ 


e  sì  indica  con  9.  la  sua  caratteristica,  sarà  v  ^  N  —  1  +  (i  ;  il 
numero  delle  radici  distinte  di  (71)  è  dunque  N  —  ji. 

Sì  voglia  per  ee.  determintire  il  numero   delle   radici   (intere)   della 

(78)  a**  +  je  +  2  =  0  (mod.  5)  . 

È  qui  [n.  XXVII]  N  =  5, 


3     2     0     1 
13     2     0     0 


"\ 


0  12  2  0 
2  0  12  0 
Vo     2     0     1     2/ 


Aggiungiamo  [§  7,  n.  19]  agli  elementi  della  penultima  colonna  gli 
omologhi  di  tatte  le  rimanenti,  e  quindi  agli  elementi  della  penultima 
lìnea  gli  omologhi  di  tutte  le  precedenti:  dette  linea  e  colonna  ven- 
gono a  oonetare  di  soli  elementi  nulli  e  ai  possono  quindi  sopprimere. 
Ne  risulta  una  ma trioe  d'ordine  4  e  di  determinante  ^0  (mod.  5);  ma 
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I  eaB&  non  ò  nullo  il  determinante  di  8"  ordine 


À'  ha  duoque  car&tteTÌstìca  S  e  la  congruenza  (78)  ha  6  —  8^2  ra- 
dici. Eaae  sono  inlatti  1  e  S. 
XXXV.  FHnzIonl  razionali  latore  di  più  variabili.  — 

Se  ad  una  funzione  razionale  intera  di  più  variabili 

/"(a;,  X,  ...  icj  s^*'^**  ....  *'  ^*'  ■  ■■  ^'' 

3i  tenta  di  applicare  il  ragionamento  del  n.  2  per  determinare 
la  funzione  mediante  i  suoi  vaLoi-i  corrispondenti  a  dati  sistemi 
di  valori  {a,j(t,j  ■■■  «„j)  (^'  =  1,2,...)  delle  variabili,  si  incon- 
tra questa  dlfflcoltà:  che  non  si  può  più  afTermare  che  la  carat- 
teristica del  sistema  di  equazioui  lineari  che  si  vengoao  a  scri- 
vere, analoghe  alle  (5)  del  n.  2,  debba  risultare  uguale  al  numera 
dei  coefficienti  di  f.  Al  contrario,  poiché  [n.  12],  nessuna  limita- 
zione a  priori  ai  può  imporre  al  numero  degli  zeri  di  una  funzione 
l'azionale  intera  di  più  variabili  di  dato  grado,  si  vede  che,  se  la 
scelta  dei  sistemi  di  valori  delle  variabili  per  i  quali  si  asse- 
gnano ì  valori  corrispondenti  della  funzione  eoo  è  fatta  con 
particolari  avvertenze,  potrà  sempre  avvenire  che  la  funzione 
non  ne  sia  determinata  e  quindi  quel  sistema  di  equazioni 
lineari  abbia  caratteristica  inferiore  al  numero  delle  incognite; 
perché,  se  ip(.T,j;,  ...  aj„)  è  una  funzione  razionale  intera  per 
cui  siano  zeri  tutti  i  numeri  (a,j  a.,^  ...  a  ) ,  f{x,  x^  . . .  j;„)+ 
^{x^a!^  ...  ir„)  assumerà,  per  detti  sistemi  di  valori  delle  va- 
riabili, gli  stessi  valori  di  f. 

Una  funzione  razionale  intera  /'(jr,  x^  ...  .t„)  di  grado  m,  ìa.Q 
sarà  certo  determinata  se,  fissati  comunque  i  numeri  a  {i  =  l^ 
2 , . . . ,  n  ;  j  =  1 , 2 , . . . .  jrt  4- 1)  —  purché  tali  che  a^^  -^^  a,»  se 
A^ft  —  sono  noti  i  valori   che  essa  assume  per  gli  (m-^I)" 
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complessi  (x,x,  ...  ccj  =  iai,  a^j  ...  a^j  ),  dove  J,,j,,.-  .,J„ 
SODO  indici  scelti  arbitrariamente  fra  1 , 2', ...,?«  +  1-  Se  infatti 
supponiamo  provata  la  proposizione  per  le  funzioni  di  n~l  varia- 
bili, si  potrà  affermare  che  ciascuna  delle  funzioni  /"(«u  a,  ...  a:J 
è  determinata  dalla  conoscenza  dei  valori  che  essa  assume  per 
[x,  ...  ic,)  =  (a,j  ...  a„j.  ),  dove  Jy,...,j\  sono  indici  scelti  ar- 
bitrari iimente  fra  1 ,2, ...  ,?H+ 1  :  nella  fatta  ipotesi  sono  dun- 
que noti  i  valori  di  f^  per  w,^a,^  (^'  =  1 , 2 , . . . ,  m  -|-  1)  ;  i 
coefficienti  di  /^  sono  allora  determinati  da  un  sistema  di  equa- 
zioni lineari  a  coefficienti  numerici  [n.'S  (5)]  nel  modulo  delle 
funzioni  razionali  intere  in  Q  di  x,,...,x^  [§  7,  n.  XXIII;  cfr. 
n.  XXVIII]. 

Ck)0  N{m  ,n)  si  indichi  il  numero  dei  coefficienti  di  un  polino- 
mio in  n  variabili  di  grado  m,  ');  il  sistema  delle  {m  +  lf  equa- 
zioni lineari  in  detti  coefficienti  che  esprimono  che  la  funzione 
da  esso  rappresentata  assume  determinati  valori  per  gii  (m-|-l)" 
sistemi  di  valori  delle  variabili  (a;,  a;,  ...  ir,)  =  {a,^  o,j  ...  «„j  ) 
avrà  dunque  una  sola  soluzione  [n.  11,  XXVIII,  XXXIII]  e  quin- 
di [§  6,  n.  33,  31]  avrà  caratteristica  N{7n,n).  Ne  segue  che 
N(m  ,  n)s£(?rt  +  1)":  che  inoltre  se  dalla  matrice  dei  coefficienti 
(di  N(»i,m)  colonne  e  di  (tn-^ì)"  linee)  si  estraggono  N(m,n) 
linee  che  defìni.tcano  una  matrice  di  determinante  non  nullo 
[§  7,  n,  19],  il  sistema  delle  corrispondenti  equazioni  sarà  equi- 
valente al  sistema  totale  [§  6,  u.  32,  33]  e  sarà  quindi  suffi- 
ciente a  determinare  i  coefficienti  di  /":  si  possono  dunque  sem- 
pre determif^are  N  {rn ,  n)  valori  per  il  cmnplesso  {cc^  ir,  . . .  x,^) 
tali  che  una  funzione  f{x,  x,  ...  xj  di  grado  m  sia  delermi- 
naia  quando  se  ne  conoscono  i  valori  corrispondenti  ad  essi. 


')  ] 


=rt")^ 


lo  8Ì  -vede  per  indueione  raatematicH,  osservando  che  ae  /(x^  x,  . . .  z„) 
è  di  grado  "i  ./^  (i",  i=,  ---  ^n-i^n)  ^*  P^^  coefficienti  funzioni  di 
n  —  1  variabili  rispettivamente  dei  gradi  0,l,...,ffl  e  applicando  le 
formole  (11),  (13)  del  §  2,  n.  VI. 
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Se  1^  è  campo  di  razionalità,  esisterà  sempre  la  funzione,  co- 
munque si  assegnino  tali  valori  della  funzione. 

XXXVI.  Funzioni  rastonall  Intera  omoB«naa.  —  Il  teo- 
rema d' identità  permette  di  trasportare  dai  polinomi  alle  fun- 
zioni 11  ragionamento  del  §  2,  n.  18:  ai  mostra  allora  che  una 
funzione  razionale  intera  omogenea  di  più  variabili  in  im 
campo  inflnilo  t2  è  sempre  rappresentala  mediante  un  polinomio 
omogeneo;  la  /Unzione  della  variabile  t  per  cui  essa  si  motti- 
plica  qvundo  luiie  te  vanabiti  si  moltiplicano  per  f  [§  3,  n.  17] 
è  quindi  sempre  una  potenza  di  t;  per  poter  affermare  che 
una  funzione  razionale  intera  di  grado  assegnalo  m  è  omogenea 
tìasta  sapere  che,  ìiioltiplicando  i  valori  delle  variabili  per  uno 
stesso  numero  non  nullo,  che  non  sia  radice  dell'  unità  appar- 
tenente ad  un  esponente  ^m,  il  valore  della  funzione  si  mol- 
tìplica per  una  potenza  di  questo  numero.  Sia  cioè  /^ir,  «,  ...  a^J 
una  funzione  razionale  intera  omogenea  in  Q  delle  variabili  x,, 
a:, .....ir^  di  grado  m,  e  sia  [§  3,  n.  17] 

/■(ir,/  a^é  ...  a:J)=^g(t)f(x^x,  ...  xj  . 
Sia 

f^al^a;^  ...  «rj  =  2 «.p. .,<«!£  ...  <      ((^,p.„4;0l 

il  polinomio  che  rappresenta  la  funzione  [n.  II].  Dovrà  essere 

f{x,t  xj,  ...  i»„/>  =  2'^«P  "  Z"***    *"  <i»S  ■■■  < 

=  2aap....ffC0<«f  ■■■■<■ 

Se  dunque  ai  assegna  a  /  un  vatora  qualunque  l^  in  @,  deve 
essere  [n.  11] 

onde 
Se  t^  non  è  nullo  né  è  radice  dell'unità  di  grado  ^m,  non 
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possono  essere  uguali  due  sue  potenze  di  esponeute  :£m,  se  non 
soQO  uguali  anche  gli  esponenti  [n.  XXIII];  adunque  la  somma 
a  +  0  -f-  -  ■  ■  +  X  deve  avere  lo  stesso  valore  In  tutti  i  termini 
(non  nulli)  del  polinomio  /l, 

S»  <2  è  finito,  il  ragionamento  preoftdaute  può  cadere  in  difetto  an- 
sitatto  perchè  non  ai  possa  applicare  il  teorema  d' identità  alla  rap- 
preaentaaione  di  f^x^  x^  . . .  x^.  Si  evita  però  questa  difficoltà  conaide- 
rando  di  /(x,  x,  . . .  x,)  la  rappresentazione  di  grado  minimo  rispetto 
a  ciascuna  variabile  [n.  XXVIII];  cionondimeno  può  darsi  che  ancora 
il  grado  complessivo  del  polinomio/,  nell' insieme  dalle  variabili  x, , 
^t  >-">*"■  risulti  ^N  —  1,  essendo  N  la  potenza  di  (3;  l'ultima  parte 
del  ragionamento  precedente  permette  allora  solo  di  concludere  che  i 
gradi  ecmplessivi  dei  termini  del  poUttomio  /(«,  x,  . . .  x^  pOMono  differire 
lolltmto  per  mtUiipli  di  N  —  1 ,  perchè  tutti  i  numeri  di  (2  sono  radici 
(N  —  1)"^  dell'unità;  resta  però  vero  che  la  funzione  g{t)  si  riduce  ad 
una  potenaa  di  t;  d'altronde  la  proposizione  enunciata  potrà  comple- 
tamente applicarsi  se  si  ammette  di  poter  sostituire  a  (3  un  suo  de- 
rìvato  sufficientemente  ampio  [n.  XXXIII]. 

XXXVII.  Trasformazioni  llnaarl.  —  Sia  definita  una  so- 
stituzione lineare  fra  le  due  serie  di  variabili  tv, ,  a;, , . . .  ,^„  e 

(74)       *,  =  2a„tf^  {i=l,2....,n  ■,J=l.2,...,p)  . 

Se  1  coefflcienti  a,^  appartengono  a  @,  e  si  assegna  6  come 
dominio  alle  variabili  y^,  (74)  definisce  il  numero  complesso 
X={a;,  ìk,  ...  J7j  di  S"  come  funzione  di  Y  =  (y,  y,  ...  jj,)  di 
e*;  scriviamo 

(74')  X  =  L(Y). 

Sia  F(i/,i/,  ...  y^)  la  trasformata  [§5,  a.  1]  per  mezzo  di  (74) 
dì  una  Ainziooe  /*(»,  ;r,  ...  trj;  sarà  [n.  10  b)) 

f(a:,x,  ...  a:,)  =  r(X)  =  r(L{y))  =  F*(Y)  =  F(V.v,  ...  y,)  ; 
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e  se  per  (74')  è 

(«[«,  ...  o.)  =  L0,  p,  ...  pp)  («i.Pj  numeri  di  S) , 

sarà  f§  3,  n.  10] 

/•(«,«,  ...  aJ  =  F{p,p,  ...  p,)  ; 

ia  particolare  affli  zeri  di  F  corrisponderanno  [§  3,  n.  9]  per 
(74),  174')  altrettanti  zeri  di  f. 

Se  /*  è  funzione  razionale  intera  di  grado  m,  anche  F  sarà 
funzione  razionale  intera  dello  stesso  grado  [g  5,  n.  2]. 

Se  f  si  esprime  come  funzione  di  date  funzioni  delle  varia- 
bili Xj.F  sarà  [§  3,  u.  lOJ  la  stessa  funzione  delle  funzioni  tra- 
slòrmate  di  queste;  supponendo  di  ragionare  di  funzioni  razio- 
nali intere,  si  trasporteranno  in  particolare  le  relazioni  di  divi- 
sibilità che  eventualmente  esistano  fra  date  funzioni  delle  va- 
riabili x^  alle  corrispondenti  funzioni   trasformate  delle  y^. 

Suppouiamo  che  sia  p  =  n  e  che  la  sostituzione  (74)  abbia 
inversa  [§  5,  u.  14,  V-VII;  §  6,  q.  XV]  e  sia  questa 

(75)  »j  =  2*'j<=o-- 

La  trasformata  di  F(y,v,  ...  (/J  per  (75)  sarà  nuovamente 
f(x^  ìb,  ...  £r„)  [§  5,  n,  14,  5],  Applicando  a  questo  passaggio  in- 
verso le  osservazioni  precedenti,  si  vede  che  tuite  le  ricerche 
relative  ai  Datori,  affli  zeri,  alla  divisibilità  di  funzioni  razio- 
nali intere  delle  par-ialnli  x^,x^,  ... , a?,  si  potranno  ricondunt 
alle  analoffhe  ricerche  sopra  le  funzioni  trasformate  delle  va- 
ritìMli  Vi  '  Vi .  ■  ■  ■ .  y« .  colla  sola  avvertenza  che  funzioni  tra- 
sformate l'una  dell'altra  assirmono  lo  stesso  valore  per  sistemi 
di  valori  delle  oariabili  corrispondenti  per  (74),  (75). 

XXXVlli.  aj  Faremo  preferibilmente  uso  di  sostituzioni  della 
forma 

(70)  »,  =  !/,  .  ^i  =  Vi  +  KVi  ('>l  ;  K  uumeri  di  6), 
la  cui  inversa  è 

(76')  fi  =  ».     <     V.  =  37,  —  Xj  K,  . 


,v  Google 
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Sia  /"(XfWt  ■  ■  ■  xj  uQa  funzioae  razionale  iatera  in  i3  di  grado 
m.  (Per  il  ca80  che  S  sia  jin  campo  finito,  cfp.  n,  XXXIII;  d'al- 
tronde le  considerazioni  che  seguono  valgono  anche  indipenden- 
temente dalle  osservazioni  di  quel  n.  se  si  ammette  che  m  sia 
il  grado  del  polinomio  di  grado  minimo  [o.  XXVIII]  che  rappre- 
senta la  funzione).  Sia  precisamente  [g  2,  n.  13] 

/■{a:,  te,  ...  ccj=     2     A„(a;, »,  ...  a^)  , 

dove  le  A,  sono  forme  algebriche  di  grado  /;  volendo  sapporre 
che  /'sia  effettivamente  di  grado  m,  dovrà  essere 

(77)  A„(a;,  a;,  ...  xJz^O  . 

Sia  F(v,v,  ...  yj  la  trasformata  di  f  per  (76);  sarà 

(78)  F(v,0...0)  =  Al/.^....^^,)=    2     A,(lX....l,)v/, 


e  si  potranno  sempre  supporre  fissati  i  numeri  \  (nel  campo  <S 
o  in  suo  ampliato,  assunto  come  domìnio  delle  a>,)  in  modo  che 
risulti 

(79)  A„(ll,  ...  Kì^O  ; 

laverò,  poiché  A,,  è  forma  algebrica  di  grado  m,  in 
A„_,  =^ai(a;^  ...  '£^)x^~^ 

i  coefficienti  a^  saranno  forme  algebriche  di  grado  i  t§  2,  n.  15] , 
le  quali,  a  causa  di  (77)  non  saranno  tutte  nulle;  sarà  dunque 

(80)  A,{la;,  ...  irj=2a,(a;,  ...  aJj^O  , 

perché  i  diversi  addendi  a^ix^  ...  xj  nel  secondo  membro  non 
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haiiDO  termÌDi  simili.  Se  il  domiaìo  6  delle  variabili  a^  è  un 
campo  influito  o  finito  di  potenza  >  m  [cfr.  poco  sopra],  la  fun- 
zioae  rappresentata  da  (80)  non  è  quindi  nulla;  e  perciò  esiste 
un  sistema  dì  valori  Xi^X^  per  cui  essa  prende  uu  valore  ^0. 
Poiché  d'altronde  F  è,  complessivamente  in  tutte  le  variabili, 
di  grado  iu,  segue  da  (78),  (79)  che 

F(I/,I/.  ■■■  yJ  =  Ci*"  +  ... 

dove  C=  A„(l  Jl,  ...  ),„)4:0,  mentre  i  puntini  rappresentano  ter- 
mini dì  grado  <m  io  y,. 

Quando  una  funzione  razionale  ìutera  di  più  variabili  digrado 
m  ha  un  termine  di  grado  m  rispetto  ad  una  variabile  asse- 
gnata (il  cui  coefltciente  sarà  quindi  costante),  diciamo  che  la 
funzione  è  regolare  rispetto  a  quella  variarle.  Abbiamo  dunque 
mostrato  che,  vtedianie  una  sosdliisione  della  fomm  (76)  si  può 
sempre  trasforniare  una  (o  più)  funzioni  razionali  filiere  delle 
variabili  x^  in  funzioni  di  nnooe  varicUtili  y,  che  siano  7'egolari 
rispetto  ad  una  di  queste  prefissata.  { Più  Tunzioni  saranno  re- 
golari rispetto  ad  una  stessa  variabile  quando  rispetto  a  questa 
sarà  regolare  il  loro  prodotto  [§  2,  n.  7]). 

Invece  di  cercare,  per  i  numeri  X^,  valori  convenienti,  con- 
verrà talvolta  estendere  [n.  XII;  §  2,  n.  12]  il  dominio  i3  delle 
^t'Vj  coir  aggiunta  di  n — 1  variabili  1,,...,!,  ed  assumere 
quindi  queste  variabili  come  valori  delle  A,  in  (76).  A  causa  di 
(80)  sarà  allora  verificata  (79). 

b)  Osserviamo  che,  se  dopo  aver  effettuata  una  sostituzione 
(76)  la  quale  trasformi  la  funzione  /"(i», x^  ...  xj  in  una  funzione 
Fd/il/i  ■-■  Vn)  regolare  rispetto  ad  y^,  si  asso^etta  ancora  que- 
sta funzione  ad  una  sostituzione  della  forma 

Vi  =  y',    '    i'(  =  2'^*i^J  (f,j  =  2, ...,»)  , 

la  nuova  funzione  trasformata  sarà  ancora  reg.jlare  rispetto  ad 
y\.  Invero  si  effettua  la  nuova  sostituzione  semplicemente  as- 
sc^gettando  i  coefficienti  di    F^  iVtVi  ■■•  !/■)    ''"*  sostituzione 
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^(  =  2  '^fjV'j  ('  1^=2, ...  ,n).  onde  non  si  altera  il  g:ra<io  in  i/,=i/', 
della  funziono;  poiché  d'altronde  il  termine  di  grado  niassimo 
ài  F^(j/,i/i  -■■  Vm)  ^  Ci/,"  (C  costante),  il  termine  di  grado  mas- 
simo della  funzione  trasformata  sarà  ancora  CV,~. 

XXXIX.  Variate  dagli  zari  di  una  ffunziana  razionala 
Intara.  —  Possiamo  ora  completare  le  osservazioni  dei  n.  12, 
SXXV  con  una  proposizione  assai  più  precisa:  di  ogni  funzio- 
ne razionale  iniera,  non  vostante,  di  più  variabili  in  tin  campo 
Q  esistono,  in  un  coneenienle  campo  derivalo  di  S,  quanti  si 
vogliano  zeri  e  qtuinli  si  vogliano  non  zen.  Sia  cioè  f(,x^  «, ...  x^ 
la  funzione  considerata  ed  abbia  il  grado  m&  1  ;  possiamo  sup- 
porla  regolare  rispetto  alla  variabile  a;, ,  perchè  in  caso  con- 
trario basterà  considerare  [u.  XXXVII],  invece  di  essa,  una  sua 
trasformata  regolare  rispètto  ad  una  variabile  (y,  per  es.)  [n. 
XXXVIlIj.  Se  allora  si  indicano  con  «,,...,«„  numeri  qualun- 
que di  e  0  dì  un  suo  derivato  tì„,  la  funzione  f{x,  o,  ...  «J  avrà 
pur  essa  il  grado  m,  ed  esisteranno  quindi  [a.  XIV],  in  un 
campo  6(  derivato  di  @„  [n.  XIIJ  convenientemente  ampio,  /  zeri 

distinti  di  essa  «„ a,,  (0<^s£m):  ciascuno  dei  complessi 

(«««t  ■■■  "«)  sarà  uno  zero  di  /".  Ricordiamo  che  [n.  XXXIII] 
si  può  supporre  €„  abbastanza  ampio  perchè  in  esso  esistano 
quanti  si  vegliano  numeri,  e  possano  quindi  scegliersi  quanti  si 
vogliano  complessi  (a, ...  a,)  diversi  fra  loro:  ne  risulta  la  prima 
parte  della  proposizione.  E  ne  risulta  anche  la  seconda,  perchè 
non  sarà  uno  zero  di  f  ciascun  complesso  O  a,  ...  a.)  in  cui 
P  non  sia  uno  dei  t^m  numeri  a,^. 

Sì  enuncia  brevemente  la  proposizione  dimostrata  dicendo  che 
una  funzione  razionale  intera  di  più  variabili  ha  sempre  in- 
finiti  zeri  ed  infiniti  non  zeri;  precisamente  se  la  funzione  si 
suppone  regolare  rispetto  ad  una  delle  variabili,  esistono  zeri 
e  non  zeri  della  funzione  in  cui  le  restanti  variabili  /tanno  valo- 
ri arbitrariamente  assegnali  in  qualunqìie  campo  deHvato  di  <S. 

Se  il  numero  delle  vai'iabili  è  precisamente  n  si  dice  che 
gli  zeri  della  funzione  costituiscono  una  varietà  algebrica  di  di- 
mensione n  —  1  ;  si  estende  la  locuzione  alle  funzioni  di  una  sola 
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variabile  iateodeudo  che  una  varietà  di  aimensione  0  è  costi- 
tutta  da  un  numero  finito  di  numeri. 
XL.  Sia 

f{WfX,  ...  i'^„)  =  ''o(*t  ■■•  ìPb)ìc|^4-«i  fa',  ■■■  ■'^n*^}'"' 

+  ...  +  a^(i;,  ...»„), 

gi3:,Xt  ...  jrj^i'ot.r,  ...  xjx\  +&,(»,  ...  xjx\'* 

+  ...+ft,(a7,  ...  a;J  : 
coQsideriamo  )a  fuuzioBe  [§7,  u.  14(22)] 

ffj    a,    ...    Op       0      ...    0 
0      flj    ...    rt-_,    o-    ...    0  I 


(81)      /({a7,...a:J=Ris(/;  .«?.)  = 


PoQiamo  (»,  ...  oij  =  («j  ...  «„):  confrontando  l'eapressioDe 
dell'ultimo  menibi'O,  dopo  i^uesta  sostltuzioue,  con  l'espi^ssioae 
[§  7,  n.  14  (22)]  di  Rl8(na',  «,  ...  «,),£?(.«,«,  ...  ««l),  si  vede 
[cfi*.  Q.  13]  che  sarà 

(Be')         A(«,  ...  «„)  =  RÌ8(na;,«,  ...  «J,f7(it,«,  ...  aj) 
se     ao(a,  ...  «,)^0,6,(«,  ...  «J^O 

(82")     A(«,  ...  aJ  =  RÌ8(/"(ar,oi,...o,),i?(a;,a,...«j)é,(a,...i»,)» 
se    aj(«,  ...  o„)  =  0    per    0^i<ft  . 

Ricordando  cba  [§  6,  n.  39]  ogni  risultante  è  determinato  solo 
a  meno  di  un  fattore  non  nullo,  si  vede  che  si  potrà  couside- 
rare  valida  la  (82'j  sempre  quando  dg(a,  ...  a„):4=0  (o,  scam- 
biando le  funzioni  f,g,  quando  (i,(«,  ...  «.)^0);  io  particolare 
si  potrà  sempre  considerare  valida  la  (82')  se  una  delle  ftaiziom 
f,g  è  regolare  rispetto  ad  ir, . 
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Ripetendo  il  ragionameato  fatto  al  a.  9  [cfr.  anche  il  prìa- 
cipio  dui  a.  XVII]  si  ha  che  condizione  necessaria  e  su/Jìcienle 
perchè  al  complesso  (a,  ...  «_)  corrisponda,  in  un  campo  suf- 
ficientemente ampio,  un  a,  tale  che  («, «,  ...  »„)  sia  zero  co- 
mime  a  f,g  è  che  sia  ^\%{f(x^a,  ...  a„ì,f?(a!,o,  ...  ««ì)=0.  Da 
(82'),  (82")  si  ha  quindi  che  per  ogni  tale  (a,  ...  «J  sarà 
*(«!  ■■■  «■)  =  0;  inversamente  se  A(«,  ...  a„)  =  0  esisterà  uno 
zero  corrnme  a  f,g  di  citi  «, , . . , ,  o„  sono  le  ultime  coordinate, 
a  meno  che  non  sia  pure  «,(«,  ...  ».)  =  fto(*i  ■■■  «J  =  0.  In  par- 
ticolare se  una  almeno  delle  funzioni  f,g  è  regolare  ri,^petto 
alla  variabile  x, ,  condizione  necessaria  e  sìifflciente  perchè  al 
complesso  (a,  ...  aj  corrisponda,  in  un  campo  nb/>astanza  am- 
pio, un  a,  tale  che  (a,  «,  ...  «„t  sia  zero  comune  a  f,g  è  che 
sia  h(x,  ...  «J  =  0. 

XLI.  Dalle  proposizioai  dui  n.  6-8.  XIV  sej;ue  che  una  funzione 
razionale  intera  di  una  varìRbile  è  determinata,  a  meno  di  un 
fattor  costante,  quando  se  ne  conoscono  gli  zeri,  colle  multipli- 
cita  rispettive,  in  un  campo  conveniente  ampliato  di  Q.  Voglia- 
mo svolgere  alcune  considerazioni  per  estendere  questa  osser- 
vazione alle  funzioni  di  piìi  variabili.  Supporremo,  come  è  per- 
.  ifiesso  [n.  XIII],  di  ragionare  esclusivamente  sopra  campi  na- 
merici  che  consentano  la  teorìa  della  divisibilità. 

Siano  f{x,cct  ...  a:J  ,g{XiX,  ...  «J  funzioni  razionali  intere 
in  6,  e  supponiamo  che  ogni  zero  della  seconda  sia  pure  zero 
della  prima.  Possiamo  supporre  che  g  sia  regolare  rispetto  ad 
iP,,  perchè  a  questa  ipotesi  ci  potremo  ricondurre,  occorren- 
do, mediante  una  conveniente  sostituzione  lineare  [n.  XXXVIII, 
XXXVIIJ.  Allora,  comunque  si  fissi  il  complesso  (a,  ...  «J,  esi- 
ste un  a,  tale  che  (a,  a,  ...  aj  è  zero  di  g  [n.  XXXIX],  e  quindi 
è  zero  comune  a  f,g:  é  dunque  sempre  [n.  XL]  A  (a,  ...  «„)  =  0, 
Quindi  [n.  11,  XXXUI]  A(aj,  ...  «J=0.  Ne  segue  [§  6,  n.  40,  XXX] 
che  f,g  hanno  un  massimo  comuu  divisore  di  grado  >0. 

Supponiamo  dapprima  che  g  sia  irreduttibile  in  «2  [n.  1, 
XXXIlI;  §  2,  n.  XII]:  il  detto  massimo  comun  divisore  dovrà 
essere  g  stesso. 

Ritornando  allora  ad  una  funzione  g  qualunque,  supponiamola 
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scomposta  nei  3uoi  l'attori  ìrreduttibili  iu  Q  (necessariameote  in 
numero  fluito  f§  6,  d.  XXXIV,  XXX  &j]):  se  ff^  è  uno  di  essi, 
ogni  zero  di  p,  sarà  pure  zero  di  j?  e  quindi  di  f;  g^  sarà  quindi 
divisore  dì  f.  Adunque  se  la  funzUnie  f{x^z,  ...  a;J  ha  per 
zeri  lutti  gli  zeri  di  g(w^w,  ...  a?,)  (in  un  campo  derivato  da 
<2  comunque  ampio),  detta  f  sarà  diqisibile  per  tutti  t  failori 
primi  di  grado  >0  di  g.  È  chiaro  che  inversamente,  quando 
si  verifica  questa  condizione,  ogni  zero  di  g  è  pure  zero  di  f, 
perchè  g  non  ha  altri  zeri  che  quelli  dei  ^uui  fattori  irivdut- 
tibilì  di  grado  >0. 

Suppoalanto  che  anche  ogni  zero  di  f  sia  zero  A\  g:  f  ^  g 
dovranno  constare  degli  stessi  fattori  primi  di  grado  >0.  Adun- 
que se  due  funzioni  f,g  hanno  la  stessa  varietà  di  zeri,  esse 
constano  degli  stessi  fattori  primi  di  grado  >  0  ;  esse  hanno 
perciò  un  massimo  comun  divisore  che  consta  esso  pure  di 
questi  failori  primi  e  possiede  quindi  la  stessa  varietà  di  zeri. 

Tutte  le  funzioni  razionali  intere  in  e  che  hanno  una  stessa 
varietà  di  zeri  constano  degli  stessi  fattori  irreduitibili  in  Q  (di 
grado  >0),  e  di/feriscono  quindi  fra  loro  solo  per  gli  esponenti 
da  Citi  questi  fattori  sono  a/fetti  e  per  fattori  numerici.  Fra 
esse  una  ne  esiste,  (definita  a  menò  di  un  fatlor  costante,  uni- 
tà del  campo  dei  polinomi  in  e  [§  2,  n.  XI]),  prodotto  dei  detti 
fattori  ìrreduttibili  colf  esponente  1  ;  essa  è  divisore  comune  di 
tutte  te  funzioni  aventi  la  detta  varietà  di  zeri,  e  può  quindi 
definirsi  come  il  massimo  comun  divisore  di  tutte  le  funzioni 
razionali  infere  in  <£  che  godono  dell'accennata  proprietà;  fra 
queste  funzioni  essa  ha  II  grado  ìniniìno,  sia  rispello  all'  insie- 
me dette  variabili;  sia  rispetto  a  ciascuna  di  esse.  Ogni  altra 
funzione  razionale  intei-a  in  G  avente  lo  slesso  grado  e  la  stessa 
varietà  di  zeri  non  può  differire  da  qìwsta  che  per  un  fattor 
costante. 

XLII.  Consideriamo  [n.  10  a)]  ciascuna  funzione  razionale  in- 
tera in  Q  delle  variabili  x^,sc,,...,x^  come  funzione  di  ic,  nel 
campo  delle  funzioni  razionali  intere  in  i2  delle  variabili  resi- 
due Xf,...,x^:  resterà  inalterato,  per  ciascuna  funzione,  il  suo 
carattere  di  funzione  riduttibile  o  ìrriduttibile  [n.  XXXtlI;  §  2, 
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n.  XII].  L'eDiinciato  finale  del  u.  prec  mostra  che  tutte  le  fun- 
zioni ìq  iC| ,  aj, , . . . ,  37,  che  hanuo  la  stessa  varietà  di  zeri  avran- 
no ancora  gii  stessi  zeri  quando  ai  considerano  come  funzioni 
della  sola  a,;  ed  inversamente,  le  funzioui  di  a?,  ,37, , ...  ,tB„, 
che  come  funzioni  della  soia  3;,  hanno  gli  stessi  zeri,  sono  i  pro- 
dotti dì  funzioni  che,  rispetto  al  complesso  delle  n  variabili, 
hanno  la  stessa  varietà  di  zeri  per  funzioni  delle  sole  ar, ,..., 
a;„.  Un  tal  fattore  indipendente  da  a;,  non  potrà  presentarsi 
se  (ciò  che  può  sempre  supporsi  [n.  XXXVII,  XXXVIII])  le 
funzioni  considerate  sono  regolari  rispetto  ad  .x,.  La  determi- 
nazione della  funzione  di  grado  minimo  in  S  che  ha  la  stes- 
sa varietà  di  zeri  di  una  funzione  razionale  intera  assegnata 
A'^i  af,  •■-  i^J  [n-  XLIJ  è  cosi  ricondotta  all'analoga  questione 
per  le  funzioni  d'una  sola  variabile;  questo  problema,  almeno 
per  il  caso  in  cui  Q  contenga  ti  campo  dei  numeri  interi,  è  ri- 
solto colle  considerazioni  del  n.  VII  [cfr.  anche  le  osservazioni 
che  s^uono]. 

Sia  e'  un  campo  nmnerico  contenente  É  (cosicchè/'(a!,iE, ...  aij 
possa  considerarsi  come  funzione  razionale  intera  così  in  6  come 
in  i?'j:  se  S  conitene  il  campo  dei  numeri  interi,  ovvero  è  fi- 
nito, una  funzione  in  <2'  di  grado  ■minimo  avente  comune  con 
f  la  varietà  degli  zeri  sarà  essa  stessa  funzione  razionale  in- 
tera in  S  (a  meno  di  un  faltor  costante);  in  particolare  non  è 
possibile,  mediante  un  ampliamento  qualsiasi  del  campo  © ,  ab- 
bassare il  gl'Udo  minima  delle  funzioni  razionali  intere  delle 
variabili  a;,  .ìT,,  ... ,a;„  che  hanno  comune  con  /■(it,a7,  ...  «J  la 
varietà  degli  zeri. 

Indichiamo  in&tti  rispettivamente  eoo  Q^  e  eoo  Q\  i  campi  delle 
funKÌODÌ  ranionali  intere  in  t2  e  in  i2'  delle  variabili  x,  ,...,x^.  Appli- 
cando a  f^  il  procedimento  del  n.  VII,  ai  dcteiminerà  una  funzione 
f  (x,)  {(28)]  i  cui  coefiicienti  appartengono  a  iT,  ;  questa  9(x,)  sarà 
dunque  rappresentata  da  un  polinomio  4>(x,  ^r,  ...  x^)  in  Q. 

Se  (2  contiene  il  campo  dei  numeri  interi,  e  quindi  lo  stesso  avviene 
di  e'.e, ,£"',,  9(x,)  ha  per  Beri  [n.  XV  a)]  semplici  tutti  e  soli  gli 
seri  di  /^  ;  essa  è  dunque  la  funzione  razionale  intera  di  grado  mi- 
nimo che  ba  gli  stessi  zeri  di  /^    (aia  che  queste  funzioni  si  conside- 
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rino  io  *2^,  eia  io  &^).  Se  /(*,*,  ■■•  «J,  e  quindi  aocho  il  «uo  divi- 
gora  9(x,)  [n.  XXXVIIIaJ],  è  regolare  rispetto  ad  x^,  <fr(x,z,  .-  x.^ 
rappreeent*  quindi  [cfr.  mpraj  la  funiione  raaionale  intera  di  grado  ui- 
aimo  (eia  in  Q,  sia  in  &  )  che  ha  la  stessa  varietà  dì  zeri  dìf(x^x^  ...  xj). 
Se  iS  è  finito  di  caratteristica  p  [n.  XXVII  j,  anche  €  e  €*  conten- 
*  gono  il  campo  dei  numeri  iaterì  ridotto  relativo  al  modj>;  allora  [n. 
VII]  ^{x^)  ha  per  seri  (sempre  semplici)  i  soli  seri  di  /,  la  cui  mal- 
tiplicìtà  non  i  multipla  dì  p;  la  funiione  raiionale  intera  di  grado 
minimo  che  ha  gli  stdssì  zeri  dì  /^  è  quindi  della  forma  ^sjif((z,), 
dove  4'(^|}  ^^  P^'  'B''  (semplici  o  multipli)  gli  seri  che  per  /^  hanno 
multìplìcità  multipla  di  p.  Corrispondeutemente ,  la  funzione  razionale 
intera  di  grado  minimo  in  @'  che  ha  la  stessa  varietà  di  seri  di 
f{x^  x^  ...  xj  sarà  della  forma 

a(x,  X,  ...  xj=»(«.  X.  ...  xJT(x.  *,  ...  xj        (♦,=?(*,) ,  'V,,=^i',))- 

Si  è  visto  ohe  4>(XjX,  ...  x^)  è  una  funsione  raiionale  intera  in  6: 
T(x,  X,  ...  xj  potrebbe  essere  una  funzione  in  S',  non  in  ©.  Si  otUene 
una  funsione  raiionale  intera  in  6,  che  ha  gli  stessi  seri  di  4'(^|)  ^i' 
videndo  /^  pel  suo  massimo  divisore  avente  gli  seri  di  f  (x,)  [cfr.  n.  VII 
(29),  u.  XTI]  ;  essa  sarà  rappresentata  da  un  polinomio  /,  (x,  x,  . . .  xj 
in  Q.  Poiché  /j ^    ha  soltanto  zeri  di  multiplicità  multipla  di  p,  sarà 

dove  Q(x,)  è  una  funzione  razionale  intera  in  un  conveniente  campo 
derivato  di  S,  ;  e  poiché  (3,  contiene  il  campo  dei  numeri  interi  ri- 
dotto relativo  al  modp,  ne  se^ue  [n.  XXIX  (62)]  che  U  variabile  x, 
si  presenterà  nel  polinomio /,(x,x,  ...  xj  soltanto  oon  esponenti  mul- 
tipli di  p  (0  incluso).  Poniamo  x,i'  =  y,  ,/,(x,  x,  ...  xj=/,'(y,x,  ...  xj. 
Sopra  /^'  e  sulla  variabile  x,  ripetiamo  le  stesse  ooneiderasioni  fatte 
partendo  da  /  e  dalla  x,  ;  troviamo  co^  per  T(x,  x,  ...  xJ  un'espres- 
sione della  forma 

^(x.x,  ...  x„)  =  *',(y,x,  ...  xjr,(ir,x,  ...  xJ 
=  »,(x,x,  ...  xjT,(x,x,  ...xJ 

dove  •fr,(X|X,  ...  x^)  è  una  funzione  in  (2,  mentre    T,(x^Xj  . . .  xJ 
potrebbe  essere  funzione  in  Q'  ;  risulta  inoltre  definita,  analogamente 
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ft  /, ,  una  funsioDe  razionai»  intera  in  Q  fi{y,^t  —  *,)=/»  (*i*i  •  ^J 
tale  che  /,  ^  ha  gli  stesa!  zeri  di  T,  ^  ,  ciascuno  con  mulUplicità  mnl- 
tipla  di  p.  In  tutti  1  polinomi  'fr[,T)>/|  1^  ''^i  bì  presenta  aolo  con 
esponenti  multipli  di  p;  lo  stesso  avviene  inoltre  per  /,  e  per  la  x, . 
Frosegaiamo  ora  operando  sopra  /,  e  sulla  variabile  x^  come  si  è  fatto 
sopra  /,  e  Zj ,  e  cosi  di  seguito  :  si  conclude  cte 

g{x^x^  ...  asjzs»»,  ...  «fr^.T^, 

dove  le  4>^  sono  funzioni  razionali  intere  in  @,  mentre  T^.,  potrebbe 
essere  fnuBione  in  S' ;  inoltre  '!'„_,{*,  *i  ■..  «J  h"  la  stessa  varietà 
di  seri  di  una  funzione  razionale  intera  /„(x,  x,  . . .  xj  in  i2 ,  e  nel 
polinomio  /_  ciascuna  delle  variabili  x^  si  presenta  soltanto  con  espo- 
neiil»  multipli  di  p  (0  incluso).  Ma  alloca  [n.  XXIX  h)] 

/,(x,*,  ...  xJ  =  P(i.*.  ...  xj» 

dove  P(z,  X,  ...  xj  è  ancora  una  funsiooe  razionale  intera  in  <3  avente 
la  stessa  varietà  di  seri  di  /„  e  dì  T,_, .  Sopra  P  si  può  ora  ricomin- 
ciare a  ragionare  come  sopra  /,  e  cosi  proseguire  finobè,  come  analoga 
delle  funzioni  /,,  non  a' incontri  una  costaute:  a  questo  si  dovrà  arri- 
vare certamente,  perchè  i  gradi  delle  funzioni  /,P,,..  decrescono: 
per  tal  modo  la  funaione  di  grado  minimo  avente  la  stessa  varietà  di 
ieri  di  /  risulta  costruita  come  prodotto  di  funzioni  tutte  nel  campo  (2. 
E  dunque  dimostrata  la  proposizione  enunciata  Essa  potrebbe  invece 
non  verificarai  [□.  VIIj  se  Q  fosse  infinito  senza  contenere  il  campo 
dei  numeri  interi. 

Quando  occorra  in  seguito,  ammetteremo  sempre  di  oonsìderare 
campi  numerici  in  cui  si  verificili  la  proposizione  enunciata. 

Rappresenteremo  la  funzione  di  grado  niiaimo  che  ha  la  stessa 
varietà  di  zeri  di  una  fuozioue  proposta  sottolineando  la  carat- 
teristica di  questa  :  così  dalla  funzione  /'{ir,  x,  ...  te,)  avremo 
la  f{OB^Xt  ...  x^. 

XLIII.  Chiamiamo  irr&tutUbile  in  i?  la  varietà  degli  zeri  di  ' 
una  funzione  razionale  intera  irreduttibìle  in  i?;  si  può   allora 
dare  ai  risultati  precedenti  la  forma  seguente,  fortemente  analo- 
ga alle  proposizioni  dai  n.  7,  8,  XIV:  la  varietà  degli  zeri  di  una 
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funzione  razionale  intera  f  in  S  si  compone  di  varietà  irredut- 
tibili  in  S,  per  ciascuna  delle  quali  è  assegnata  Tina  nttilti- 
plicilà  (la  multiplicità  della  coprispondeote  funzione  irredut- 
tibile  come  fattore  dì  f);  la  f unzione  f  è  deterìninafa,  a  meni» 
ài  un  fattor  numenco,  quando  si  conoscono  te  componenti  ir- 
redutllbili  della  sua  va?'ieià  degli  zeri,  colle  rispettive  muldpfi- 
cttà.  Una  varietà  di  zeri  iì'rediUtibtle  in  S  può  essere  riduiti- 
bile  in  un  suo  ampliato;  ma  le  sue  componenti  sono  semp/v 
tutte  semplici  (in  quanto  <S  verìiìchi  l'ipotesi  ammessa  alla  fine 
del  a.  prec). 

Merita  qui  rilievo  una  differeaza  essenziale  fra  le  vapìetà  di 
dimensione  0  u  quelle  di  dimensione  >0:  la  proposizione  del 
n.  XIV  si  può  infatti  enunciare  dicendo  che  se  una  varietà  di 
dimensione  0,  iry^duttibile  in  un  campo  <2,  contiene  più  di 
un  elemento  è  sempre  ridutttbile  in  un  conveniente  campo  de- 
rivato da  <3.  Non  esiste  una  proposizione  analoga  per  le  varietà 
di  dimensioue  >0;  al  contrario  esistono  lo  ogni  campo  €  fun- 
zioni razionali  intere  di  più  di  una  variabile  di  grado  arbi- 
trariaìnente  assegnato  le  quali  sono  trreduttibili  in  Q  ed  in  ogni 
sno  derivato.  Invero  1  polinomi  in  S  nelle  variabili  a:,,w,,..., 
a;„_j  (n^2)  costituiscono  un  campo  d'integrità  [§  2,  n.  9J  il 
quale  consente  la  teoria  della  divisibilità  [g  6,  n.  XXXI;  n.  XIII, 
XLIJ;  sì  possono  quindi  sempre  costruire  polinomi  in  a^  e  nel 

campo  i£  esteso  coll'aggiunta  delle  variabili  a^,,x ,^.-.t'  dì 

grado  assegnato,  irreduttibili  [§  2,  n.  XIV,  XVHI].  Supponiamo, 
per  (issare  le  idee,  che  un  tal  polinomio  si  costruisca  mediante 
il  teorema  di  Eisbnsteih  [§  2,  n.  XIV)  assumendo  come  p  un 

polinomio  qualunque   nelle  variabili    x,,£C ^^n~^    irredutti- 

bile  in  £  e  in  ogni  suo  derivato  (per  es.  dì  grado  1  [§2,  a.  XIII]]; 
si  otterrà  cosi  un  polinomio  nelle  variabili  jc,,^!, ,... ,  ìb,  di 
grado  assegnato  e  irreduttibile  in  e  ed  io  ogni  suo  derivata 

XLIV.  Nell'applicazione  della  proposizione  del  n.  XLl  avviene 
spesso  che  non  si  possa  verificare  direttamente  che  le  funzioni 
considerate  hanno  comuni  tutti  gli  zeri.  Ciò  non  è  realmente 
necessario. 

Supponiamo  che  le  funzioni  f,g  abbiano  comuni  tutti  gli  zeri 
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che  noD  sono  pure  zeri  di  una  fimzioBe  assegnata  p(x^x, ...  a-J: 
le  funzioni  fp.ffp  avranno  allora  comuni  tutti  g\\  zeri;  esse  con- 
steranno quindi  degli  stessi  fattori  irredtittìbili  ei  f  e  ff  stesse 
dovranno  perciò  constare  degli  stessi  fattori  in-aduttìbili  non 
divisori  di  ;},  ed  —eventualmente—  di  fattori  di  p.  Se  l'esi- 
stenza di  questi  fattori  si  può  per  altra  via  escludere,  si  potrà 
quindi  afTerniare  che  /'  e  g  hanno  comuni  tutti  gli  zeri  ed  ap- 
plicare la  proposizione  del  n.  XLI. 

Supponiamo,  peres.,  che  qiXfX^  ...  x^)  sia  un'altra  funzione 
non  avente  fattori  comuni  con  p;  e  si  sappia  che  f.g  hanno 
comuni  tutti  gli  zeri  che  non  sono  contemporaneamente  zeri  di 
p  e  ài  g;  l'osservazione  precedente  ci  permette  di  affermare 
che  f  e  ff  constano  degli  stessi  fattori,  poiché,  se  altri  fattoi'i 
comparisse^  in  esse,  questi  dovrebbero  appartenere  tanto  a  p 
quanto  a  g. 

XLV.  a)  Come  prima  applicazione  delle  cose  precedenti  vo- 
gliamo dimostrare  la  relazione  [n.  XVII] 

(46)        R(a,a,  ...  a„  ;  b,b,  ...  bJ  =  Ki{f,ff)-c       {e  costante). 

Osserviamo  perciò  che  le  due  funzioni  R.RJsC/*,^)  hanno  co- 
muni tutti  i  loro  zeri  per  i  quali  none  aj  =  6,  =  0:  questi  zeri 
sono  infatti  costituiti  fa.  9,  XVII]  da  quei  sistemi  di  valori  delle 
variabili  ai,bt  per  cui  /'(ai), ^(^)  hanno  zeri  comuni  io  un  campo 
numerico  convenientemente  ampio;  deve  soltanto  essere  esclusa 
l'ipotesi  a,=A,^0  perchè  è  condizione  essenziale  che,  per  ì  detti 
sistemi  di  valori  delle  a,,t>,.  almeuo  una  delle  funzioni  f{x),g(ac) 
abbia  grado  non  inferiore  rispettivamente  a  m,n  [n.  XVII  a),  b) 
e  n.  XL  ove  come  x^,..  .,x„  si  assumano  le  a, ,  bj}. 

Osserviamo  inoltre  che  [n.  XVII  h),  c);%7,  n.  14]  le  due  fun- 
zioni R ,  RÌS(/',  g)  hanno  lo  stesso  grado  rispetto  a  ciascuna  varia- 
bile; e  questo  grado  è  il  minimo  possibile  per  le  funzioni  che 
hanno  la  stessa  varietà  di  zeri  :  infatti,  a  causa  di  (43)  [u.  XVII] , 
(44)]  esprime  R  come  prodotto  di  fattori  lineari  nelle  variabili  a, 
(nel  campo  dei  polinomi  nelle  variabili  &,,  convenientemente 
ampliato)  tutti  distinti:  essa  ha  quindi  grado   minimo   rispetto 
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alle  Of  [cfr.  d.  XLI];  la  stessa  coaclusione  si  ha  per  le  b^  par- 
teodo  dalla  (45).  Ne  segue  [n.  XLI,  XLIVJ  la  (46). 

bj  Come  applicazione  di  diversa  Datura  vogliamo  ritrovare  il 
valore  del  determinante  di  Vandermonde  f§  7,  n.  I5ji  Osserviamo 
perciò  che  se  nel  deterrainante  D  [§  7,  n.  15  (23)]  si  considerano 
le  »;  come  variabili,  esso  risulta  un  polinomio  nelle  medesime 
[§  7,  n.  llj,  omogeneo  di  grado  e=     2      {'  —  1):  infatti  [§  a, 

n.  18]  se  al  posto  di  ciascuna  a,  vi  si  pone  a^l,  il  determinante 
si  moltiplica  per  t*.  D  i-appreseutà  dunque  una  funzione  razio- 
nale intera  delle  a^  di  grado  a.  Sono  zeri  di  questa  funzione  tutti 
i  sistemi  di  valori  delle  a^  in  cui  due  di  esse  sono  uguali,  per- 
chè per  questi  sistemi  dì  valori  due  colonne  del  determinante 
divengono  uguali.  Ora  una  funzione  razionale  intera  di  grado 
minimo  che  soddisfa  a  questa  condizione  è  evidentemente 

P=n(«.-o,): 

D  ò  dunque  divisibile  per  P  [ii.  XLI].  Si  vede  subito  che  questa 
funzione  ha  pure  il  grado  a,  perchè,  per  ogni  valore  di  i,  esi- 
stono in  P  ì  — 1  fattori  (lineari)  in  cui  a,,  è  primo  termine. 
D  e  P  difTeriscouo  dunque  al  più  per  un  fattore  numerico.  Per 
determinare  questo  fattore,  osserviamo  che,  se  si  sviluppa  D 
secondo  gli  elementi  dell'ultima  colonna,  si  trova  come  termine 
d'ordine  massimo  rispetto  alla  variabile  a„  il  prodotto  di  a'~' 
per  il  determinante  di  Vandermonoe  formato  con  a, ,  a, , ... ,  a„_,  ; 
d'altra  parte  lo  stesso  termine  nello  sviluppo  di  P  è  il  prodotto 

di  a""'  perii  prodotto  analogo  a  P  formato  pure  con  a,,  a 

«,_,  ;  ne  segue  facilmente,  per  induzione  completa,  che  il  detto 
fattor  numerico  è  I  ;  è  dunque  fcfr.  §  7,  n.  15  (94)]  D  =  P. 

XLVI.  Zarl  commii  a  più  funzioni  razionali  Inloro  di 
più  variabili. — Siano /',,/',,...  funzioni  razionali  intere  delie 
variabili  OJj.a;, ,...  ,a;„  nel  campo  (2:  ci  proponiamo  di  cercare 
se,  in  un  campo  conveniente  derivato  di  <?,  esistano  zeri  comuni 
alle  funzioni  /^ ,  e  come  essi  possano  determinarsi.  Questi  zeri 
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sì  diranno  costituire  la  completa  InferseziorK  in  Q  delle  funzioni 

/",,/■, Supporremo  [u.  XLl]  che  S  e  tutti  i  suoi  derivati 

che  avremo  occasione  dì  considerare  consentano  la  teoria  della 
divisibilità. 

Indichiamo  con  \(x,a;  ...  x^)  il  massimo  comun  divisore 
delle  /J:  nou  escludiamo  naturalmente  che  esso  possa  avere  il 
grado  0;  si  dovrà  aozi  considerai'e  questo  come  il  caso  più  ge- 
nerale. Tutu  gli  zeri  di  V  saranno  zeri  comuni  alle  funzioni 
/J;  se  il  grado  di  V  è  >0  (e  solo  allora)  si  defluisce  per  tal 
modo  una  varietà  di  dimensione  n —  1  [u.  XXXIX]  di  zeri  co- 
muni alle  funzioni  /^. 

Fra  le  funzioni  fj  fìssiamoue  ora  una  ad  arbitrio,  sia  per  es. 
/*, ,  e  indichiamo  con  G  la  funzione  che  si  ottiene  da  essa  sop- 
primendovi tutti  i  suoi  fattori  comuni  con  V.  Se  dunque  si  sup- 
pone che  V,  scomposto  nei  suoi  fattori  ìrreduttibili  in  @,  abbia 
la  forma 

(83)  V(a;,ii;,  ...  n^J  =  J[Vf{x,x,  ...  xj^, 

p 
^^  risulterà  della  forma 

(81)     /"ilJJ.iT,  ...  ls^  =  G{,x^w^  ...  a;„)J[fp(a;,a;,  ...  xji  ' 
p 
(e-p^e^    ;    RÌ8(G,^ ,  V,)i|iO)  . 

Tuia  gli  zeri  comuni  alle  funzioni  f^ ,  i  quali  non  siano  zeri 
di  V ,  saranno  zeri  comuni  a  G  e  alle  funzioni  f^  :  notiamo  che 
fra  questi  zeri  comuni  a  G  e  alle  f^  si  ritroveranno  anche  gli 
eventuali  zeri  comuni  a  G  e  a  V  ;  è  però  vero  che  inversamtnte 
hUH  gli  zeri  comuni  ade  alle  funzioni  f^  sono  zeri  comuni 
alle  date  funzioni  fj. 

Non  esisteranno  di  tali  zeri  se  G  ha  grado  0;  se  il  grado  di 
G  è  >0,  indichiamo  con  m,,m,,...  nuove  variabili  e  poniamo 

(85)  F  =  M,/;  +  M./-,  +  ...  ; 

F  e  G  possono  considerarsi  come  funzioni  razionali  intere  delle 
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variabili  x^,x,,...,x^  nel  campo  Q'  ilei  polinomi  ia  Snellii 

variabili  m,,u, (^ni  zero  comune  alle  funzioni  /]•  è  pure 

zero  di  F  ;  inversamenle  offni  zero  di  F ,  il  gitale  appartenga 
ad  un  campo  S„  derivato  ai  G,  è  zero  comune  alle  funzioni 
fj.  Se  inrattì  i  numeri  o,',  o,, ... ,  a,  appartengono  a  S„,  ap- 
parterranuo  a  !?„  auclie  i  numeri  /'^(a, a,  .. .  »,),  e  quindi 
F(«,a, ...  a„)  =  2[  «j/}(»i«t  ■■■  "J  *'*'"^  nullo  solo  se  sono  nulli 
i  singoli  coefilcieuti  delle  Uj  [§  2,  n.  12,  4]. 

Ciò  posto,  supponiamo  che  G  abbia  grado  >0  e  sia  regolare 
rispetto  alla  variabile  x,  [n.  XXXVIIJ]:  allora'apparteprà  certo 
a  un  campo  @„  derivato  di  <3  (u^ni  zero  dì  G  di  cui  le  n — 1  ul- 
time coordinate  appartengano  ad  un  campo  derivato  di  iS:  se 
infatti  a,  ,...,a„  sono  numeri  di  un  tal  campo  Q^,  il  complesso 
(i*ia,  ...  a„)  sarà  zero  di  G  quando  a,  è  zero  di  G(ir, a,  ...  a,); 
questa  risulta  una  funzione  razionale  intera  di  x,  in  <S^,  e,  a 
causa  della  supposta  regolarità  di  G ,  il  suo  grado  è  il  grado 
medesimo  di  G  (e  quindi  >0);  quindi  anche  a,  apparterrà  ad 
un  campo  derivato  di  «3  [d.  XV  b)].  In  seguito  a  questa  osser- 
vazione la  proposizione  precedente  prende  la  forma:  saranno 
zeii  comuni  alte  funzioni  f^  appartenenti  a  campi  nunieticì 
derivali  da  <2  tutti  e  soli  gli  zeri  di  \(x,x,  ...  xj  apparte- 
nenti a  tali  campi  e  gli  zeri  comum  alle  funzioni  F ,  G  nei 
quali  le  ultime  n  —  1  coordinate  appartengono  a  campi  deri- 
vali da  S. 

La  conclusione  resta  vera  anche  se  G  ha  grado  0;  G  non  ha 
allora  zeri  e  quindi  la  considerazione  dagli  zeri  comuni  a  F,G 
diviene  illusoria. 

Indichiamo  eoo 

(86)  H(M,M,  ...  ;  w,  ...  ;r„)  =  RÌ8(F„  ,  G^  ) 

la  funzione  analoga  a  (81)  [n.  XL]  costruita  per  le  funzioni  F,  , 
G^  ;  siccome  F  e  G  non  hanno  comun  divisore  di  grado  >0,  è 
H:4=0.  Ogni  zero  comune  a  F.G  ha  per  ultime  n— 1  coordinate 
le  coordinate  di  uno  zero  di  H;  inversamente,  ogni  zero  di  H 
che  appartenga  ad  uo  campo  derivato  dì  S  è  costituito  dalle  ul- 
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time  n  — 1  coordioattìdi  uno  zero  comuiie  a  F,G,  appartenente 
a  un  campo  derivato  da  Q.  Sia  cioè  (a,  ...  oj  un  tale  zero:  le 
fuQzioDÌ  F(x,a,  ...  a^,G{x^at  •■■  "•,)  avranno  un  massimo  co- 
mun  divisore  di  grado  >0  che  potremo  indicare  con 

(87)  Cf(3;,  ;  a,  ...  O  ; 

esso  sarà  funzione  razionale  intera  di  x,  iu  un  campo  derivato 
da  Q  (e  sarà  cioè  indipendente  dalle  variabili  u^),  perchè  tutti 
i  suoi  zeri  soqo  zeri  di  G(aj,  »,  ...  oj,  ed  appartengono  quindi 
a  un  campo  derivato  di  <2  [cù\  le  linee  prec.  e  n.  IX].  Se  a,  è 
uno  di  questi  zeri,,  (a, «,  ...  aj  sarà  zero  comune  a  F,G;  e  si 
ottengono  cosi  tutti  gli  zeri  comuni  a  F ,  G  che  hanno  a, , . . . ,  a„ 
come  ultime  coordinate. 

Supponiamo  sviluppato  H  come  polinomio  nelle  u^  (privo  di 
termini  simili):  ì  coefllcientì  dei  singoli  termini  saranno  funzioni 
/■,jO'  =  l  .2,...)  delle  variabili  a:,,...,a;„  in  S;  e  saranno  zeri 
di  H  appartenenti  a  un  campo  derivato  da  Q  tutti  e  soli  gli 
zeri  (appartenenti  ad  un  tal  campo)  comuni  alle  funzioni  f,j. 
Riassumendo  si  conclude  quindi  che  la  determinazione  delta 
completa  intersezione  in  e  delle  funzioni  f^  delle  n  variteli 
a», ,  a;, , . . . ,  a7„  si  ricondiwe  alla  determinazione  : 

1°  degli  zeri  della  funzione  V(x,a^,  ...  xj  appartenenti  a 
campi  derivati  di  Q  ; 

2"  degli  zeri  cofmtni  alle  funzioni  f,j  delle  sole  variatali 
i»,  ,-■,«, .  appartenenti  a  Q  o  ad  un  suo  derivato. 

La  ricerca  indicata  in  1"  si  deve  ritenere  esaurita  in  conse- 
guenza di  quanto  si  è  detto  al  n.  XXXIX  ;  quella  indicata  in 
2*  è  della  stessa  natura  di  quella  proposta  al  principio  del  n.*, 
colla  semplificazione  che  il  numero  delle  variabili  si  è  abbas- 
sato di  unità. 

Osservazione.  È  utile  rilevare  che,  come  già  si  è  osservato 
uel  corso  del  ragiona  mento  precedente,  non  ha  nessuna  impor- 
tanza per  le  considerazioni  fatte  sopra  F  ,  G  la  definizione  di  G 
espressa  da  (84);  questa  determinazione  di  G  è  essenziale  sol- 
tanto in  quanto  si  propone  di  determinare  tutti  gli  zeri  comuni 
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alle  funzioni  f^  Potrebbe  sostituirsi  a  G  uoa  funzione  qualun- 
que della  variabili  a:,  .x, , ...  ,.r„  in  @.  o  iu  un  suo  derivato, 
noQ  avente  con  le  f^  dirisori  comuni  :  alittra  le  considerazioni 
precedenti  porterebbero  alla  determinazione  degli  zeri  comuni 
alle  /)  e  alla  funzione  G  prescelta. 

XLVII.  Colla  proposizione  del  n.  prea  ai  può  considerare  riso- 
luto il  problema  proposto:  invera  l'ipotesi  complementare  che  ab- 
bianxi  dovuto  fare  —  che  cioè  la  funzione  G  fosse  regolare  rispetto 
alla  variabile  x^  —  si  può  sempre  rendere  soddisfatta,  asso^et- 
tando  le  funzioni  proposte  ad  una  conveniente  sostituzione  li- 
neare [n.  XXXVIII];  la  ricerca  degli  zeri  comuni  si  trasporterà 
dalle  funzioni  proposte  alle  funzioni  trasformate  [n.  XXXVll}. 

È  però  ancora  interessante  enunciare  con  una  certa  precisione 
i  risultati  generali  cui  si  arriva  con  questa  ricerca. 

a)  A  tal  uopo,  osserviamo  anzitutto  che  la  trasformazione 
delle  funzioni  razionali  intere  sulle  quali  si  opera,  dì  cui  or  ora 
si-  è  fatto  cenno,  potrà  rendersi  necessaria  pili  volte  successi- 
vamente; e  cioè  ogni  volta  che,  secondo  il  procedimento  indicato 
nel  n.  prec,  si  opererà  per  ridurre  la  questione  relativa  ad  uu 
certo  numero  di  variabili  a  quella  relativa  ad  un  numero  dì 
variabili  minore  di  una  unità.  Per  liberarci  da  queste  succes- 
sive trasformazioni ,  assoggettiamo  subito  le  funzioni  proposte 
/',,/',,...  alla  sostituzione  lineare 

■<< 

Essa  è  il  prodottA  delle  aucceaeiTe  eoatituiioni  della  forma  (76) 

/x,  _«„  ,  X,   =x„  +  )i„.„  (.■>!) 

,    \x„  =  x„  ,  ...-x,,  ,  x„  =  x„  +  X„x„  (.>«) 

(88')  ;  "  «-»... 

che  poaeono  essere  neceesarie    [n.  XXXVIII  a)\    seoendo   quanto  lì  è 


Di3iiizedb,G00gle 


be  SI  pone 

(SS)        s, ....«,  =  .K„   ,  3u  =  ■'•,.  +  K^u        a  >  1) 


(90) 


a;, .  =  {/(  (1  =  1.  -iì 


si  vede  subito  che 

(91)  T  =  S,T,  ; 

e  siccome  la  sostituzione  T,  opera  effettivamente  aoltaoto  sopra 
il  sistema  di  vurìabiii  x,,,..,a;,^,  faceodo  solo  cambiare  di  nome 
alla  a:„,  si  avrà  [d.  XXXVIII  bj]  che,  se  si  fissano  le  X,f  JD 
modo  che  la  trasformata  per  S,  di  una  prefissata  delle  /^,  per  es. 
dì  f, ,  sia  regolare  rispetto  a  ce^, ,  la  trasformata  della  stessa 
ruDzione  per  T  sarà  pure  regolare  rispetto  a  y, ,  comunque  si 
siano  scelte  le  X,',.(^>1)  ;  si  può  quindi  ancora  disporre  dei  va- 
lori di  queste  Vi  P^>*  scopi  futuri. 

È  utile  notare  subito  che  la  sostituzione  T  ha  inversa:  ciò 
consegue  immediatamente  dall'essere  essa  il  prodotto  delle  so- 
stituzioni (88')  [0.  XXXVIII  (76),  (76');  §  5,  n.  V];  lo  si  vede  pure 
per  induzione  completa,  a  causa  di  (91);  e  si  ottiene  [n.  XXXVIII 
(7ff);  §  5,  n.  V]  che  detta  inversa  è  rappi*esentata  da  [cfr.  an- 
che §  4,  n.  IX,  (12).  (14),  (15)j 

«  ''■■  l"',  =  r'+2ft,..,     (..,=  -»,,-  2    K^„:t»). 

Quando  non  sia  detto  il  contrario,  noi  supporremo  che  te  ì^ 
siano  delle  variabili  [cfr.  u.  XXXVIII  a)};  indicheremo  allora 
con  fJ{X  ;  p,  y,  ...  yj  ')  la  trasformata  per  T  di  /;(a7,a;,  ...  arj; 

')  Il  segno  X  sta  a  rìchiamarQ  la  dìpendenBa  delle  funzioni  in  cui 
esso  è  scritto  dalle  variabili  X,,;  ai  può  interpretare  X  =  |X^J  come 
una  variabile  avente  per  dominio  un  modulo  di  numeri  compleasi,  di 
cui  le  X^  saranno  le  coordinate.  Lo  stesso  dicasi  di  analoghi  segni  ab- 
breviati che  si  useranno  in  seguito. 
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JDdichereiDO  inoltra  con  <2'^'  il  campo  <3  esteso  coll'ag^uuta  delle 
Tartabili  1,,.  Come  si  è  osservato  al  d.  cit.,  una  qualunque  delle 
^(^  ;  l/il/i  ■•■  VJ>  cousiderata  come  fuozioue  razionale  iutera 
delle  y^  io  <2'^\  sarà  i-egolai-e  rispetto  ad  y,. 

iQdichiamo  cou  \\{X  ;  y^y,  ...  yj  il  massimo  comua  divisore 
delle  /^'(X  ;  y,y,  ...  yj,  eoa  G,(X  ;  y,  y,  ...  yj  la  fuuzioae  defl- 
uita come  la  G  del  q.  prec.  [(84)j  ove  ai  legga  /"/,  V,  al  posto  dì 
/■,  ,V.  Osserviamo  che  [d,  XXXVII]  le  fuuzioui  V,  ,G, ,  sono  le 
trasformate  per  la  sostituzioue  T  delle  funzioni  V(a;,/r,  ...  xj}, 
G(a:,  ir,  ...  ii:J,  definite  rispetto  alle  l'utizioui  /j  come  esse  souo 
definite  rispetto  alle  /]';  He  d'alfra  parte  alle  X,^  si  attribuiscono 
arbitrariaraeute  valori  X",,  iu  £  o  iu  un  suo  ampliato,  le  l'un- 
zioni /-/(X'  ;  tf,  y,  . . -  i/J ,  V,(l'  ■,y,y,...v„). G,(X''  ;  y, i/,  . . .  i/) 
che  cosi  si  deliuiscuno,  sono  ancora  le  traslormate  di  /^,V,G, 
per  la  sostituzione  T*  rappresentata  da  (88)  per  X^^X°,ì;  uè 
risulta  Lu.  XXXVIIJ  che  V,(X»;i/,v,  ...  tf.),G,(X°  ;  (/,  I/,  ■■  tfJ. 
avranno  rispetto  alle /^'(^°  ;  Vi  Vi  ---  vj  l^t  stessa  definizione  che  le 
■V,(X;v,v,..  y„),G,(X;i/,i/,...i/J,  rispetto  alle  /;■('>  i  J/,  V.  -  VJ- 

V,{X  ;  l/,y,  -■.  vJ,G,{X  ;  j/,j/,  ...  |/„)  ed  ogni  loro  divisore  sa- 
ranno regolari  rispetto  ad  y^  per  ogni  sistema  di  valori  delle 
Xrf  per  cui  è  regolare  rispetto  ad  y^  la  l'unzione  /■,'{X  ;  y,  y, ...  yj 
[n,  XXXVIIIj. 

bj  Indichiamo  ora  con  u\,u\,...  delle  variabili  e  pouiamo 

(85.)    F,(X  ;  u\  H\  ...  ;  jf, ...  !/,)=F,(X  ;  ?(' ;  y)  =  2  »i /"/  U  ;  l/. .-  J/J 

(86,)    H,(X  ;  «'  ;  v, ...  y„)  =  RÌ8{l^,  (X  ;  »'  ;  v).G,^_(X  ;  y, ...  i/J)  . 

Se  alle  X,,  si  attribniscimo  v;iliii'i  X*^  per  cui  /"/(X*  ;i/,  y, ...  y,) 
risulti  regolare  rispetto  a  y^,  sarà  |n.  XL(82'),  (8'3')] 

H.(X''  ;  u'  ;  y, ...  y„)  =  cRÌ8(K,^  fX*  ;  «'  ;  y) ,  G,,  (X"  ;  y,  ...  yj) 

(e  costante  ;  F,(X»  ;  ;*'  ;  y)  =2  tt'^f'^iX"  ;  y/y,  ...  yjì  . 

Pouiamo  in  particolare 

X°„  =  X',i  variabili    .    X°,=0(s'^2): 
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Va  sostituzione  T*  diviene  allora  identica  alla  S,  [(89)]  (a  par- 
te Ih  diversa  denom inazione  delle  variabili);  quindi  [(91)]  le 
fli^  ;  ViV,  ■■■  Vn)'  ^\0^  ''  "'  ;  1/).G,(ì  ;  y,  v,  ...  i/„)  sono  le  tra- 
sformate per  T,  delle  /j'il,"  ;  a'„ x,,  ...  a;,J  ,  F, (X"  ;  ^('  ;  aJ„) , 
tì,(l*  ;  «,,  iC,,  ...  aj,„);  osservaudo  che  T,  upera  elTettivatneDte 
soltanto  sopra  le  variabili  aj,,,.-..»;,,,  (riducendosi,  rispetto 
atta  x^,  a  scrivere  y,  al  luogo  di  essa)  se  ne  conclude  che 
anche  H,(jI  ;  u'  ;  v,  ...  ^„)  sarà  la  trasformata  della  funzione 
H,(l°  ;  «'  ;  a;,,  ...  cc,J  mediante  1\  [cfr.  (81)  ')]. 

Se  dunque  indichiamo  con  ^,(l.  ;  y,  ...  |/J,/'i,()i  ;  Vi  —  y„),— 
i  coefHcieuti  di  H,(X  ;  u'  ;  y,  . . .  y^  espi>esso  come  polinomio 
nelle  Mj  [cfr.  n.  XLVI],  queste  /^^(X  ;  y,  ...  yj  saranno  le  tra- 
sformate per  T,  delle  fi^ii."  ;  ìT,»  ...  .t,J:  osserviamo  che  T,  è, 
rispetto  alle  m  — 1  variabili  fl?„,...,a;„,  della  stessa  forma  dì  T 
rispetto  alle  n  variabili  3!,,eB,,...,a)^;  ne  concludiamo  (come 
per  T  si  è  fatto  dalle  (89),  (90),  (91))  che,  le  X,^  essendo  varia- 
bili (0  per  valori  convenienti  di  esse),  le  /".^(l  ;  y,  ...  yj  risul- 
teranno regolari  rispetto  ad  y,. 

Proseguendo  nell'analoga  conclusione  ad  ogni  successiva  ri- 
duzione del  numero  delle  variabili,  è  chiaro  ora  come  si  possa 
applicare  successivamente  il  procedimento  del  n.  XLVI  senza 
che  occorra  effettuare  ulteriori  sostituzioni  lineari  sopra  le  va- 
riabili Vii  chiameremo  dunque  V,(X  ;  y,  ...  i/_)  il  massimo  co- 
mun  divisore  delle  f,j(X  ;  ]/,  ...  j/J;  G,().  ;  y,  ...  y„)  la  funzione 
deSoita  rispetto  a  /",,  e  a  V,  come  G,  rispetto  a  /",'  e  a  V,  ; 
porremo  inoltre 

(85.)    F,(X  ;  «", ...  ;  y, ...  !/J  =  F,(X;«";  v)  =  2ttV.;l^  i  l'i  ■■■  VJ  - 


')  Sebbene  la  cosa  si  veda  qui  nel  modo  più  immediato  dall' esame 
-  dell' eapressione  (81)  del  risultante,  vele  la  pena  di  osservare  chel'af- 
formasione  del  («sto  non  è  che  un'applicazione  particolare  della  pro- 
posizione del  n.  XL  ;  invero  l'effettuare  la  sostituzione  T,  non  è  altro 
che  una  attribusione  di  valori  alle  variabili  z,, ,  x,.  , ... ,  x^^  [§  5,  n.  1]  ; 
nel  caso  presente  questa  attribuzione  di  valori  lascia  inalterato  il  grado 
dì  tntte  le  funzioni  rispetto  alla  variabile  x,|  =  y, . 
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7i'\,u'\  ,  ...  rapprBsentaado  delle  variabili,  e 

(86.)    H.(A  ;  m"  ;  y, ...  vJ  =  RÌ8(F^ jX  ;  it"  ;  y) ,  G,^a  ;  y, ...  yj); 

e  cosi  via  successivameate. 
Sarà  dnaque  geaeralin^ote 

(85.)  F,(X  ;  n';' ...  ;  y^ ...  ffJ=F/i  ;  u'^'  ;  y)=2 »/'/;_„ (X  ;  K, ...  f/J 
186J    H,(X  ;«'"  ;  y^, ...  yJ  =  K${P^{X  ;  «"■'  ;  y},G^a  ;  y, ...  yj) 

m,ì  r*,a:y,y, - i/J  =  r;(^iy,y, - yJ      0  =  1,2,...) 

(9Sr)  /"rjl^-itfr+i-yJ        coelHcienti  dì        KiX;  u'"  ;  y^,  ..  .yJ 
espressa  come  polinomio  nelle  w^'' 
(rfel  ;^  =  1,2,...) 

(94,)   V,(i  ;  y, ...  yJ  =  m.  e.  d.  delle  rr^,^{X  ;  y, ...  jrj 

(95,)  G,iX  ;  y, ...  yJ  =■  divisore  di  f,_i ,  'X  ;  y, ...  yJ  di  grado  mas- 
simo, primo  con  V^lX  ;  y,. ...  y„). 

e)  Delle  funzioni 

(96)        V,(X;y,y....ì/J    .     V,(X  ;  y, ...  yJ V,(X  ;  yJ 

alcune,  eventualmente  anche  tutte,  possono  avere  grado  0.  Sup- 
poniamo che  abbia  grado  >0  la  V,(X  ;  y^ ...  yJ,  e  indichiamo  con 
(j,.{X;i/,.  ...  !/„)  un  .luo  divisore  di  grado  >0  (che  non  si  esclude 
possa  identincai'sì  colla  V^  medesima):  consideriamo  [n.  XXXIXj 
la  varietà  di  dimensione  «—/■  degli  zeri  di  )v()i  ;  y,.  ...  y^)  ap- 
partenenti a  &^'  o  a  campi  derivati  da  esso:  si  otterrà  uno  di 
questi  zeri  fissando  arbitrariamente  per  le  y,.+,,...,y^  ì  valori 
?r+i'---'P.i  il  'S'^',  o  in  un  suo  derivato,  e  determinando  un  p, 
che  sia  zero  di  v^iX  ;  v,P^j  ...  P.)  (esso  apparterrà  quindi  pure 
ad  UD  campo  derivato  di  6'^',  poiché  ».  è  regolare  rispetto  a  y^); 
(PrP.+i  •■•  P«)  sarà  uno  degli  zeri  cercati  —  e  tutti  questi  zeri 
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si  possono  pensare  determinati  in  tal  modo  [n.  12].  0,p^,  ...  p,) 
sarà  [(94J]  zero  comune  alte  funzioni  /^.^(J.  ;  v,.  ...  pj  e  quindi 
sarà  zero  di  H,  ;  le  fbbzioni  F,_,  (JL  ;  itj''"'"  u^'""  ...  ;  y^,  %  ...  pj , 
Gr_i{l;  Vr_i  Pr  ■■  Pn)  ST^anno  un  comun  divisore  di  grado  >0  [(87)} 

(8Vtl  rf-id/.-  ;  P.  -  PJ  : 

se  p,_,  è  nuo  zero  di  esso,  {p^^,p^  ...  %J  sai-à  [n.  XLVl]  uno 
zero  comune  alle  fiinzioui  /",_,j(i  ;  i/,_,  ...  y,,);  esisterà  quindi 
un  massimo  comuu  divisore  di  gi'Hd>>  >  0  delle  due  fuozioni 

Fr-.(^  :  "'r"  <-"  ...  :  I/r^.P..,  ...  P,).0,.,(X;ì/,.,P,_,  ...  pj, 

(87,._j  'C_.(Vr^.  ;  P,.-,  ■-  PJ  . 

di  cui  si  dovrà  ancora  cercare  uno  zero  p^_,.  Così,  successiva- 
mente rimontando,  si  determinerà  una  snccossione  di  numeri 
Pr-i  .P,-i>  •-■.  Pti  tutti  appartenenti  a  campì  derivati  da  i?'^' , 
tali  che  (p,  ...  p,_,p^  ...  p„)  risulterà  essere  uno  zero  comune 
alle  funzioni  /"/(X  ;  y,  y,  ...  yj. 

Se  ora  in  (88)  si  pone  if,=:p^,  si  ottiene  per  ciascuno  di  que- 
sti complessi  (p,p,  ...  p„l  un  corrispondente  valore  («,«,  ...  a,) 
del  complesso  (ar,  »,  ...  cc^.  Tutti  e  soli  i  complessi  f«,  «,  ...  »J 
cosi  determinati  saranno  gli  elementi  dell'intersezione  in  t?'*' 
[n.  XLVI]  delle  fuozioni  /;(ir,  a?,  ..,  :c,)  [n.  XXXVII]. 

(P, P,  ...  pj,(a,  a,  ...  «„)  si  (liraooo  zeri  comuni  alle  f^  o,  ri- 
spettivameote,  alte  /j  corrispondenti  a  (P^  ...  p,). 

Cosi  ad  ogni  elemento  della  varietà  ad  n—-r  dimensioni  deli- 
nita  dalla  funzione  v^(\  ;  y^  ...  y„)  corrispondono  uno  o  più  zeri 
comuni  alle  funzioni  proposte:  in  ogni  caso  però  sempre  un  nu- 
mero finito  perchè  ciascuna  rielle  funzioni  d_,  sopra  conside- 
rate non  può  avere  più  zeri  che  unità  il  suo  grado.  Diremo  an- 
cora che  Inlti  gli  zeri  comuni  alle  funzioni  /}  coiTÌspondenii 
nel  modo  ora  descritto  affli  zeri  della  funzione  i\(X  ;  y,  ...  yj 
costituiscono  una  varieti  v,_,.  di  dimensione  n  —  r  parziale  inter- 

teziOM  in  ©*'  delle  funzioni  /',,/', La  varietà  'V„_,.  che  per 

tal  modo  corrisponde  a  V,  si  chiamerà  ima  totale  intersezione 


□igitizedbyGoOgIc 


406  FUNZIONI  RAZIONALI  INTBRR  I.  §  8. 

di  diììiensiòne  n—r  delle  fuozìooi  f.\  essa  si  compoae  di  tutti 
gli  elementi  dello  v^^,  parziali  iotersezioni  di  dimensione  n—r. 
Più  generalmente,  se  un  divisore  qualunque  tv(X;i/,  ...  yj  di 
V^  si  compone  dei  fattori  w^,/^....,  la  corrispondente  varietà 
v^r  si  comporrà  degli  elementi  delle  varietà  «•„_,,  t„_r  .■■ .  che 
corrispondono  a  questi  fattori;  ciascuna  di  queste  varietà  si  dirà 
una  parte  di  dimensione  n  —  r  di  v,_^. 

Si  dirà  che  una  varietà  v„.^  è  irredn/Ubiie  quando  è  irredut- 
tibile  la  corrispondente  funzioue  tv(X  ;  y^  ...  j/J  [cfr.  n.  LVUl  aj]. 
d)  Osservazione,  (ili  elementi  di  v„_^  sono  gli  zeri  comuni 
alle  /)  (appartenenti  s  campi  derivati  da  S'*')  cui  corrispondono 
per  T  zeri  di  G,(i:y,  ...]/„)  ,G,(3i  ;v, ...  yj  ,...,  «,_,().;  y,_, ...  i/„), 
v^{X  ;  y,  :.  yj.  Ripetendo  l'osservazione  fatta  in  fine  al  n.  XLVI, 
si  può  quindi,  ove  occorra,  trascurare  In  defìoizione  (05^)  delle 
G,  e  supporre  che  esse  rappresentino  funzioni  qualunque  in  ©*' 
rispettivamente  delle  variabili  y^ v„  e  non  aventi  fattori  co- 
muni colle  funzioni  che  allora  risultano  deGnite  analogamente 
alle  V^(X  ;  y^  ...  i/„)  [{86,_,),  (9a,_,),  {94,)J;  non  si  determine- 
ranno allora  più  tutti  gli  zeri  comuni  alle  t^,  ma  solo  qnelli 
cui  corrispondono  per  T  zeri  delle  G,.  fissate. 

XLVIH.  La  discussione  contenuta  nel  n.  prec.  non  risponde, 
a  dir  vero,  esattamente  alla  questione  posta  al  principio  del 
n.  XLVI,  perchè  con  essa  si  sono  determinati  gli  zeri  comuni 
alle  funzioni  /',,/',,...'  le  cui  coordinate  appartengono  a  campi 
derivati  da  e"*',  mentre  era  richiesto  più  precisamente  che  queste 
coordinate  appartenessero  a  campi  derivati  da  iè.  La  determina- 
zione di  questi  zeri  si  ottiene  però  immediatamente  se  si  ri- 
toma un  istante  sopra  le  osservazioni  iniziali  del  n.  prec.  [a)\: 
si  è  cioè  notato  che,  invece  di  interpetrare  le  i.^  come  variabili, 
si  poteva  attribuire  ad  esse  valori  X^,  uel  campo  €  od  in  un  suo 
derivato,  assoi^ettandoli  alla  sola  condizione  che  per  essi  cia- 
scuna delle  funzioni  f^_,,{\*;y^  ...  |/„)  risulti  regolare  rispetto 
ad  |/,.(7'=l,2,...,n  — 1).  Fissato  un  tal  sistema  di  numeri  X,°, 
si  legga  i^  al  posto  dì  X,,.  in  tutto  il  n.  prec.  ;  sia  ancora  T* 
ciò  che  diviene  allora  la  sostituzione  T,  e  T"  la  sostituzione 
inversa  (espressa  dalle  (9-2)  per  X^  =  X,°j.  Fissata  inoltra  una 
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Or(i>°;p-  ■■■  V»)  di  grado  >0  [n.  XLVII  cj],  scegliamo  arbitra- 

i-iainente  per  le  y,^ (/„  i  valori  pl!^,,,..,p*  Ìq   (3  o  in  ao 

suo  derivato  e  proseguiamo  quindi  nel  calcolo  indicato  in  cJ  del 
D,  prec;  determineremo  successivamente  i  Qumeri  P°,P°_,,..., 
P,  apparteneoti  a  campì  derivati  da  S  e  tali  che  (p°  PÌ  ...  Pi),) 
sarà  uno  zero  comune  alle  funzioni  /"/{l"  ;  y, y,  ...  y„).  A 
(P*  p°,  ...  p^)  la  sostituzione  T'  farà  infine  corrispondere  un  com- 
plesso (a,  a.  ...  «„)■  '-ero  comune  alle  /;  appartenente  a  un  campo 
derivato  da  <S. 

Reciprocamente  si  determi ueraunu  iu  tal  mudo  tutti  gli  zeri 
comuni  alle  fj  appartenenti  a  campi  derivati  di  Q,  perchè  a  cia- 
scuno di  questi  zeri  corrisponde  per  T"  uno  zero  comune  alle 
fj'i^*  iVtVt  ■■■  yj  appartenente  a  @  o  u  un  suo  derivato. 

Potrà  interessare,  nel  seguito,  di  dare  una  forma  esplicita 
alla  condizione  imposta  ai  numeri  1°  ;  ricordiamo  perciò  che  [n. 
XXXVIII  a)]  il  coefficiente  del  termine  dì  f^,,(ì-;Vr  •••  Vj  'lì 
grado  massimo  in  y^  è  un  polinomio  in  Q  nelle  variabili  X„; 
indichiamo  con  A,(>.)  questo  polinomio  e  la  funzione  da  esso 
rappresentata,  quando  alle  11,^  si  assegna  come  dominio  ogui 
campo  derivato  da  S.  I,a  condizione  a  cui  debbonsi  assogget- 
tare i  valori  X°,  è  quindi  che  risulti  [cfr.  n.  XXXVIII] 


n 


A  ciascuno  zero  comune  alle  ^ ,  appartenente  a  campi  derivati 
dì  @,  la  sostitu7.ione  T',  inversa  di  T,  fa  corrispondere  uno  zei>o 
comune  alle  funzioni  /'/(X;y, y,  ...  yj,  appartenente  a  S'*',  Di- 
remo che  ffli  zeri  comuni  alle  funzioni  f^  appartenenti  a  campi 
derivali  da  Q  ed  appartenenti  ad  una  stessa  v„_,  [n.  XLVII  e)] 
intersezione  parziale  di  (fette  funzioni  in  &^'  costituiscono  una 
v^,  (varietà  di  dimensione  n—r)  intersezione  parziale  di  dette 
(unzioni  in  S;  diremo  ancora  che  questa  v^^  è  Irredttftibile  se 
è  irreduttibite  [n.  XLVII  c)\  la  v„_r  intersestione  parziale  io  6'*' 
che  la  contiene. 
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Nei  n.  seguenti  (XLIX-LX)  ai  approfondisce  la  distri buiione  della 
oompleta  intersezione  delle  funzioni  f.  in  iS  fìra  le  varietà  parziali  in- 
tenezioni  che  la  compongoDO,  secondo  la  definizione  che  precede.  Que- 
sto  studio  ha  importanza  essenziale  anche  pel  seguito:  cionondimeno 
il  lettore  il  quale  voglia  cogliere  dapprima  le  sole  idee  direttive  può 
utilmente  eorvolure  su  questi  n.'  in  una  prima  lettura,  ammettendo 
provvisoriamente  i  pochi  richiami  che  ad  essi  sono  fatti. 

XLIX.  Sia  («,  a,  ...  a,)  uno  zero  comune  alle  fuuziooi  /^,  ap- 
partenente a  un  campo  6„  derivato  di  €.  e  sia  (^,  P.  -■-  PJ  '' 
corrispondente  zero  comune  alle  funzioni  /]'(l;y,  y,  ...  p,).  È 
f(92)J 


le  coordinate  p,  sono  dunque  polinomi  nelle  variabili  \^,  nel 
campo  <2„;  rappresenteremo  queati  polinomi  con  B,(X); 

(98)  ^-\[\)  . 

In  particolare  è 

=  B,(X)  =  o„  —  X,,«,  —  i,„a, —  ...  —  !.,_,,«,_,  4- r,' 

dove  r  rappresenta  un  polinomio  nelle  variabili  X^  avente  soli 
termini  di  grado  >  l .  La  parte  di  grado  ^  1  di  p,  ha  per  coeffi- 
cienti le  coordinate  «.,»!,«, a„_,  dello  zero  considerato: 

ne  segue  che,  inversamente,  questo  zero  è  comptetartìente  deter- 
minato dalia  conoscenza  del  corrispondente  valore  di  p„. 

Questa  osservazione  illumina  notevulmente  il  posto  che  ha  la 
funzione  v,{i.;y^  ...  yj  nella  definizione  di  una  v„_,,  parziale 
intersezione  in  <3  delle  funzioni  A, ,/',,.■>;  essa  mostra  infatti 
che  tosto  che  si  sappia  che  a  uno  zero  O^  ...  ?„)  dì  questa  fun- 
zione corrisponde,  mediante  il  procedimento  del  n.  XLVII  cj,  uno 
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zero  comuae  alle  /J,  appartenente  a  detta  v..^,  questo  zera  è 
senz'altro  noto,  senza  che  occorra  eseguire  la  determi Dazione 
delle  restanti  coordinate  p^_,,...,^, ,  e  quiudi  dedurne  le  a,, 

a ,«„  mediante  la  sostituzione  T;  ma  viceversa,  per  quanto 

riguarda  l'effettiva  determinazione  di  questi  zeri  la  diretta  ap- 
plicazione del  procedimento  del  n.  XLVII  e)  alla  v^(X  ;  v,  •"  V.) 
si  mostra  del  tutto  insufflciente,  perchè  non  abbiamo  criterio  a 
priori  per  sapere  se  a  una  determinata  scelta  delle  P^i. ■'■>?« 
corrisponda  uno  zero  comune  alle  fj  appartenente  ad  un  campo 
derivato  da  fi  ovvero  appartenente  soltanto  ad  un  campo  deri- 
vato da  &^'  ;  e  la  ricerca  di  un  tal  criterio  è  senz'altro  iden- 
tica alla  completa  determinazione  degli  zeri  cercati. 

La  considerazione  delle  funzioni  v,{k;y^  ...  y^)  serve  Adun- 
que a  ordinare  gli  zeri  comuni  alle  /^  in  varietà  delle  differenti 
dimensioni,  indipendentemente  dai  particolari  valori  che  si  deb- 
bono attribuire  alle  X"^  eseguendo  1  calcoli  del  n.  prec;  mala 
determinazione  di  questi  zeri  non  può  farsi,  in  generale,  cbe  me- 
diante questi  ultimi  calcoli;  dopo  di  che  resta  ancora  da  ese- 
guirsi la  effetiina  assegnazione  dì  questi  zeri  alle  singole  varietà 
definite  dalle  dett<^  v,. 

L.  Una  parieià  v„_^ ,  parziale  intersezione  di  dimensione  n~r 
delle  funzioni  f^ ,  può  contenere  elementi  appartenenti  pttre  a 
varietà  di  dimensione  maggiore  costituenti  la  detta  interse- 
zione; tali  elementi  sono  tutti  e  soli  gli  elementi  comuni  a  delta 
v,^  e  alla  *V,_^,  totale  intersezione  di  dimensione  n—r-\-\ 
delie  fj  [n.  XLVII  e)].  Poniamo  infatti,  qualunque  sia  t, 

osserviamo  che  [(85,),  (di,)]  F,(X;""';i/)  è  divisibile  per  V,; 
ne  segue  [(86,),  n.  XVII  e);%l,  n.  IX)  che  H,  è  divisibile  per 
^t+i  •  poiché  questa  Tunzìone  non  dipende  dalle  u|,",  sarà  quindi 
divisibile  per  U^^,  ciascuna  Z",^  e  quindi  anche  V,^,, .  Adunque, 
se  O.  Pi+i  -  PJ  è  """  S'ero  comune  a  V, ,  G,  (e  quindi  {^^^^  ...  ?„) 
è  zero  U^^  [n.  XL]),  (p,+,  ...  P,)  è  anche  zero  di  V^^, . 
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Ciò  posto,  sìa  (a,  a,  ...  a.)  uno  zero  comuae  alle  f^  apparte- 
nente a  v._,  e  sia  (piP,  ...  P,>  il  corrispondeate  zero  comune 
alle  f^  ;  (^^  ...  p„)  sarà  uno  zero  della  w^().  .y,  ...  y^)  che  defi- 
nisce v,_,  [n.  XLVlIc;!.  e  [a.  XLVII  tì)]  (P,  ...  p,  ...  pj  ({<>') 
sarà  zero  di  G,.  Se  duuque  («,», ...  a„l  appartiene  pure  a  *V,_^ 
(e  quindi  (p^_  ...  p,  ...  pj  è  zero  di  V,_p),  per  l' ossepvaziooe 
dell'alinea  prec.  {P,._ft+t  .■■  P,  ■■.  P„)  sarà  pure  zero  di  V,_^,;  e 
quindi  (se  p>2)  (P„^+,  ...  P»)  sarà  zero  di  V,_^, ,  e  cosi  via; 
infine  (p,,_,  p,. ...  p.)  sarà  zero  di  V^_,  ;  si  vede  così  che  («,  «, ...  a.) 
apparterrà  a  'V,.,^. 

Elementi  comuni  a  v,_^  e  a  'V„_^i  esistono  d'altronde  in  ge- 
nerale, se  r<«;  precisamente  essi  cortispondono  uno,  eUmena, 
a  ciascuno  zero  cmnune-  a  v,.'i  ;  y^ ...  j/J  e  a  U^d  ;  y^  ...  v.)  [d. 
XI,].  Sia  infatti  v^{\  \  P,  ...  P„ì=0;  operando  secondo  il  a.  XLVll 
e),  si  dovrà  determinare  un  p^,  zei-o  comune  di  F^_,iX  ;  u"-'  ; 
i/_,p, ...  p.)  e  di  G_,{1  ;  i/„,  p, ...  pj:  se  è  pure  U,(X  ;  p, ...  p.)  =  0 
—  e  solo  allora  — ,  fra  questi  zeri  ve  n'è  almeno  uno  comune 
a  V,_,  (i  ;  y^_,  P^  ...  p,)  e  a  G,.,(X  ;  i/^_,  p,  ...  p„>;  se  questo  si 
chiama  P',,-ii  ^  'PV-iPr  ■■■  P«l  corrisponderà  uno  zero  comune 
alle  /)  appartenente  a  *V„.^, .  Si  noli  però  che  non  si  esclude 
con  ciò  che,  oltre  a  detto  p,_, ,  possa  esistere  anche  un  p^_,  zeiv 
comune  a  F,_,(J.;  /*"■-"  ;  y^.p,.  ...  pj  e  a  G,._,(X  ;  j/,^,  ...  p,)  e 
non  a  V^_,(i  ;  Vr-iPr  ■■■  PJt  a  O,,  ...  p.,>  corrisponderebbe  allora 
anche  uno  zero  appartenente  a  v„„  e  non  a  'V^_^^ . 

Diremo  che  uno  zero  comune  alle  ^  è  essenziale  di  rango  r 
per  la  loro  intersezione  quando  esso  appartiene  alla  'V,_,  to- 
tale intersezione  di  dimensione  n—r  delle  dette  funzioni  e  aoii 
appartiene  alla  ^l'„_^^.,-  Diremo  inoltre  che  una  v^_,.  irreduttibiie 
[n.  XLVII  e)}  intersezione  parziale  (io  S  o  in  S'^')  delle  f^  è 
essenziale  per  l'intersezione  delle  /J  quando  ad  essa  apparteo- 
guQO  zeri  essenziali  di  rango  r\  una  v._,  riduttibile  si  dirà  pure 
essenxiaie  per  l'intersezione  delle  /;  quando  essa  si  compone  e- 
sclustvameiite  di  varietà  irreduttlbili  essenziali  per  detta  inter- 
sezione. 

Dalla  definizione  risulta  subito  che,  per  ottenere  lacomplela 
intersezione  delle  funzioni  /^ ,  basta  considerare  tutte  le  vw^età 
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essenziali  per  delia  intersezione:  ed  il  portare  lu  nostra  atten- 
zione aopra  le  sole  varietà  essenziali  ci  darà  il  modo  di  supe- 
rare Ih  diincoltà  accennata  alla  One  n.  prec.  Si  iatuisce  come 
ciò  avvenga  mediaute  l'osservazIoDe  seguente. 

LI.  Sia  9'(Jl  ;  y,  ...  y„)  una  funzione  razionale  intera  delle  va- 
riabili t/t  nel  campo  Q'^' ;  e  sia  9'i;a;,  a;,  ...  aj„l  la  sua  trasfor- 
mata-per  la  sostituzione  T'.  La  trasformata  di  if(ì.°  ;  a.',  .t,  ...  xj 
per  T*  sarà  ^'(i'' ;  y,  ...  v„). 

Supponiamo  ora  che  i  numeri  a,, a, ,...,«,  appartengano  ad 
un  campo  Q^  derivato  di  S  ,  e  al  complesso  (a,  a,  ...  a„)  corri- 
sponda per  T'  il  complesso  (p,  P,  ...  P„);  e  sia  questo  uno  zero 
ài  v'(^'<V<  -■-  Vn)  -  sarà  di  conseguenza  f().;a,a,  ...  ci,)^0. 
^{X■,a^(x,  ...  aj  sarà  cioè,  nelle  X,,,  un  polinomio  nullo,  e  per- 
ciò, comunque  si  fissino  le  X*,  sarà  pure  y(l°;a,o,  ...  «j  =  o. 
Sia  ora  (Pj  pj  ..•  P°)  il  complesso  corrispondente  a  («,«,  ...  aj' 
per  T'*;  sarà,  di  conseguenza,  anche  ip'(l,*  ;  pj  pj  ...  p^)  =  l). 
Dall'ipotesi  che  (p,p,  ...  p,)  sia  zero  di  <p'(l.  ;  y,  ...  yj  consegne 
dunque  c/ie  (Pj  pj  ...  p*)  e  zero  di  ^'(V  ;  y,  ...  yj:  inversamente 
quindi  se  ip'i>.*;P"PJ  ...  p;)4:0,  sarà  pure  ^Hi^ìPiPi  ■■■  P»)*^0. 

Supponiamo  ora  che  (o,  «,  ...  O  sìa  zero  comune  alle  funzio- 
ni /•;  e  aia  VX3l*;P:  ...  P„°)=0.  ma[(99)]  U,(X*  ;  pj  ...  p;):^=0; 
l'osservazione  precedente  ci  permette  di  affermare  che  («,  «, ...  a,) 
avrà  rango  >r  pw  l'intersezione  delle  /'■  Invero  dalla  fatta 
ipotesi  segue  [n.  L]  che  V^.,(3l'';P'_,  ...  p*)^0;  è  dunque  pure 
V,_,(X;p,_,  ...  p,)4:0,  e  quindi  V^_,(X  ;  p,_,  ...  PJ4;0,  qualun- 
que sia  />0;  nulla  può  invece  affermarsi  a  priori  circa  l'an- 
nullarsi 0  non  annullarsi  di  \Va  ;  p,,  ...  pj. 

Quest'osservazione  fornisce  un  criterio  che  restringe  notevol- 
mente la  possibilità  di  attrit>uzione  alle  singole  varietà  essen- 
ziali per  l'intersezione  delle  ^ ,  degli  zeri  comuni  alle  fj  in  campi 
derivati  da  {£,  calcolati  mediante  il  procedimento  del  n.  XLVIII; 
senza  opportuni  complementi,  il  problema  della  distribuzione  di 
detti  zeri  fra  le  diverse  varietà  non  ne  è  però  ancora  comple- 
tamente risoluto,  perchè  essa  assegna  soltanto  un  limite  infe- 
riore per  il  rango  di  uno  zero  prefissato  (a,  a,  ...  »„)■ 
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A  questo  più  miauto  esara«  sono  destiuati  i  a.  seg.  (LU-LV). 

LII.  1*  Gli  zeri  essenziali  di  rango  I  sono  gii  seri  di  V(ar,  r, ...  xj 
[u.  XLVII  a)];  essi  sodo  inratti  quelli  che,  per  T,  cornspon- 
doDo  agli  zeri  di  V,(X;v,  y,  ...  yj.  Offni  v,_,  è  duoque  essen- 
siale  per  V  intersezione  delle  f^  (n.  L]. 

2*  Poniamo 

(100)     V,().;y,  ...  ffJ  =  I.(X;j/,  ...  yJE.fi;!/,  ...  y.) 

dove  1^  si  compone  dei  fattori  irreduttibili  dì  V,  che  apparteii- 
goao  a  U,  L(dO)].  mentre  E,,  si  compone  dei  fattori  irredutlìbili 
di  V,.  che  DOD  appartengouo-it  U,..  Ponendo 

(ioi)  -i.(X;y..+,  ...  ì/.)  =  Ris(U.„  ,E,„) 

è  dunque 

(1021  J.()i;i/,+,  .-  I/J=l=0  ; 

ed  E,  è  il  massimo  divisore  di  V,,  per  cui  questa  disuguaglìauKa 
si  verilìca;  I,  è  il  fattore  complementare. 

Ad  ogni  zero  di  I^  corrisponde  almeno  uno  zero  comune  alle 
fj  essenziale  di  rcmgo  <  r  (con  ciò  non  si  esclude  però  ancora 
che  ad  uno  zero  di  1^  possa  corrispondere  inoltre  uno  zero  co- 
mune alte  f^,  essenziale  ili  rango  r)  \\\.  L;  cfr.  u.  LUI,  LV]. 

Cigni  fattore  irreduttìbile  di  E,,  ha  zeri  non  comuni  con  l;. 
[il.  XLIJ,  ai  quali  corrispondono  quindi  esclusivamente  zeri  es- 
senziali di  rango  r  per  l'inter-sezioue  delle  /^;  dunque  [n.  L]  la 
varietà  £„_,.  parziale  intersezione  dette  /"  corrispondente  a  E. 
è  sempre  essenziale. 

LUI.  Queste  osservazioni  bastano  per  esaurire  1"  analisi  Jel 
caso  n=a2.  Infatti  sì  deve  allora  soltanto  considerare  te  totali 
iutersezioiii  "V,  e  "V^  corrispondenti  rispettivamente  a  V,(X;(i,!*,) 
e  a  V,(X  ;  i/,).  La  prima  è  essenziale  [n.  LII  TJ;  della  seconda 
la  parte  £„  [n.  LII  2°]  è  essenziale;  mostreremo  che  la  parte 
3^  corrispondente  a  I,  e  non  essenziale. 
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a)  Osserviamo  aozitutto  che  la  varietà  'V, ,  tot^e  interse- 
zione dette  f^  in  6'*'  corrispondente  a  "V^H  ;  y,)  è  interamente 
contenuta  nell'intersezione  dette  f^  in  S,  Infatti  •1'^  è  costituita 
dagli  zeri  comuui  alle  fuiizioai  /^,G  (in  campi  derivati  da  S'*'): 
per  determinare  questi  zeri,  riferiamoci  per  uà  istante  alle  cuD- 
siderazioni  dei  u.  XLVllI  iu  cui  si  leg^a  <5'"  al  posto  di  €:  do- 
vremo dunque  anzitutto  assoggettare  le  funzioni  /^,G  ad  una 
sostituzione  T*,  per  cui  la  trasformata  di  G  sia  regolare  rispetto 
a  y,  ;  e  una  tale  sostituzione  si  potrà  determinare  fissando  per 
JlJ^  un  valore  appartenente  a  i2  o  a  un  suo  derivato  (perchè  S 
ècoutenutoin  @'^')  tale  che  A,  (X'^^0  [(97)].  Si  dovranno  quindi 
corcare  gli  zeri  comuni  a  F,(X' ;  m' ;  y,  y,) ,  G,().' ;  y,  y^,  e  dì 
questi  cercare  i  complessi  corrispondenti  per  T".  La  seconda 
coordinata  degli  zeri  comuni  a  F, (X*  ;  w' ;  i/,  vJ,G,(i'*  ;  y,  t,)  è 
zero  di  V,(X*  ;  y^\  appartiene  quindi  [n.  XIV,  XV]  ad  un  campo 
derivato  di  @;  lo  stesso  avviene  quindi  [n.  XLVIj  anche  perla 
prima  coordinata.  Ma  allora,  poiché,  per  ipotesi  X^,  appartiene 
pure  ad  un  campo  derivato  di  e ,  anche  i  corrispondenti  com- 
plessi per  T*  hanno  le  lom  coordinate  in  un  campo  derivato  di  £. 

Il)  Siano  dunque 

I 

("»i  *»i)       (A  =  J  ,  "J , . . . ,  M  ;  «M ,  «M  numeri  di  t2^ 

gli  elementi  (distinti)  di  "^o-  '^'i  ^^i"'  *^i  ^\^\vi)  sarauno  [n. 
XLIX  (dS^I  i  binomi  «»,  — «i^i'^ii  ''^"^  variabile  X„  (e  in  <2 J  : 
a  elementi  diversi  di  "^f,  corrispondono  zeri  differenti  di 
V,(X;v,).  È  [n.  XLIl] 

(103)    V,(3i;y,)  =  ('JJ(|,,-(«„-«„X„))       (f  numero  di  t2). 


e)  Ne  segue  che  ad  ogni  zero  di  V,(X  ;  y,)  —  in  particolai-e 
quindi  ad  <^ni  zero  di  E,(X;vJ  e  di  l,(X;i/,)—  corrisponde 
un  solo  elemento  dell'intersezione  delle  f^,  e  quindi  [n.  Llia*] 
i^rli  zeri  di  1,(1  ;  j/,)  corrispotidono  esclusivaìnente  zeri  di  ran- 
go  1  per  detta  intersezione,  ed  agli  zeri  di  E,()l  ;  i/,)  esctust- 
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camenle  zeri  di  ranffo  2.  Id  altri  termìDì  soltanto  £4  e  inter- 
sezione essenziale  di  dimensione  zero  delle  f^ . 

d)  Per  particolari  valori  dì  ).°,  potrà  avvenire  che  ad  uno 
sttiij;^)  zero  di  V,(X*  ;  y^  cornspooda  più  di  ud  elemento  di  'ì},; 
ma  ciò  potrà  avvenire  soltanto  perchè  due  o  più  dei  numeri 
«u  — a^gX^,  risultino  uguali,  la  particolare  ad  uno  zero  di 
^1(^*1  Vi)  corrisponderà  uno  zei-o  comune  alle  /^  di  rango  I  e 
uno  di  rango  -i  quando  [(lOOJ  J|('^°)  =  0. 

LIV.  Digressione.  —  Prima  ili  procedere  allo  studio  del  caso 
dì  un  numero  n  qua)uu(|ue  dì  variabili,  occorre  che  facciaiao 
alcune  osservazioni  di  cui  uu  germe  è  contenuto  in  a)  del  11. 
prec. .  Osserviamo  cioè  che  le  operazioni  descritte  al  a.  XLVil 
b),  e)  sono  sostanzialmente  dirette  alla  determinazione  dell'in- 
tecsezioue  dalle  funzioni  /^'  in  iS'^',  e,  come  tali,  possono  conside- 
rarsi come  un  ca^o  particolare  del  procedimento  del  n.  XLVIII. 
dove  invece  delle  /]  si  considerino  le  /^'(X;v, v,  ...  i/„),  e  al 
posto  del  campo  i3  sì  consideri  iS'^'.  Più  generalmente,  se  in  n. 
XLVII  &),  e)  si  trascura  tutto  ciò  che  ha  riguardo  alle  f,^  per 
/<p— 1,  il  detto  procedimento  si  riduce  alla  ricerca  dell'ia- 
tersezioue  delle  ff^t^Q-Wa  ■  ■  ■  1/J  in  S'^'- 

Pensiamo  ora  che  il  problema  della  determinazione  di  questa 
intersezione  ci  sia  posto  a  priori:  per  maggior  generalità,  indi- 
chiamo anzi  con  1)  un  campo  contenente  @'^',  e  supponiamo  at- 
tribuiti alle  variabili  y^,,.-,yB  ('^p)  valori  p,^,,...,p.  in 
'■3';  le  /■  ,j  diventano  cosi  funzioni  delle  sole  variabili  y^,  ....if,. 
Ci  proponiamo  di  determinare  l'intersezione  in    9   di  queste 

/f-.C^SVp  ■■■  !/.?-+.  ■•■  P-)- 

Se  alla  trattazione  di  questa  questione  vogliamo  applicare  il 
procedimento  del  u.  XLVII,  dovremo  anzitutto  asst^ettare  le 
Tunzìoni  proposte  ad  una  sostituzione 


(104)       T  ...  ,  _ 


analoga  a   T    [(88)].    Indichiamo   le    funzioni    trasformate   con 
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t._,,(x  ;s  ...  3,)  e  con  "^i'"'  il  campo  esteso  di  '3  per  ra^jgiunta 
delle  variabili  x,, . 

Completiamo,  per  ragion- di  simmetria,  la  sostituzione  t  colla 
posizione 

fl04'(  ì/^^  ?,        jier        i  <p        «        i>  9 

e  assoggettiamo  ad  essa  tuttu  le  l'unzioni  f'^jO^  ',lf,Vt  ■-.  y^, 
V.(i  ;  V.  •■■  I/J.  0,(1  ;  V,  -  yj,  H,(l  ;  y,  ...  vj,  r,^(X  ;  y^,  ...  yj, 
per  ^<p,  attribuendo  quiudi  alle  Sg^,,...,z^,  aelle  lunzioai 
trasformate,  i  valori  p„, , ... ,  p„  dianzi  fìssati  per  le  p„^, , ... ,  y^  ; 
si  vede  subito  ohe  fra  le  fuiiziouì  così  ottenute  passauo  le  stesse 
relazioni  espresse  dalle  Tormolu  (85,),  (86,),  (93,),  (94,),  (^,)  (mu- 
tatovi y,  in  3,j  che  passauo  fra  le  fuuzionì  primitive:  ed  invero, 
poiché  si  effettua  la  sostituzioue  t  sopra  una  funzione  delle  va- 
riabili y, y^  {(<.(>)  mediante  un  semplice  cambiamento  di 

uome  della  variabile  y,,  ed  operando  inoltre  la  sostituzione  so- 
pra i  coellicieuti  del  poliuomio  in  y,  che  rappresenta  la  funzione, 
si  verifica  che  [cfr.  n.  XL  (81)  e  l'osservazione  analoga  già  fatta 
al  n.  XLVIl  b)]  si  mantengono,  per  la  detta  sostituzione,  le  (85,), 
(86,),  (93,);  ed  anche  [u.  XXXVIlJ  si  mantengono  per  essa  le 
<94J,  (05,),  almeno  finché  sì  astrae  dall'attribuzione  dei  valori 
p,  alle  z,  (i>?j;  questa  attribuzione  di  valori  farebbe  cessare 
di  valere  ledette  relazioni  solo  se  per  essa  le  l'unzioni  ^,_,j,G, 
venissero  ad  acquistare  fattori  comuni;  ma  ciò  non  può  avve- 
nire nel  caso  presente  perché,  le  funzioni  f,j  essendo  regolari 
rispetto  a  y^t  (e  le  loro  trasformate  rispetto  a  ^^.J,  nessuna 
H,  [{86,)J  si  annulla  per  ì  detti  valori  delle  i/,  =  <j  (i>v)- 

Indichiamo  con  I,j(x;  j,^,  ..,  z,)  le  funzioni  che  si  otten- 
gono dalle  f^-{}.  ;  V,  V,  ...  ]/«)  effettuando  la  sostituzione  t  e  po- 
nendo quindi  ij="pi  (i>o);  osserviamo  inoltre  che  il  prodotto 
delle  sostituzioni  T,t  è  della  stessa  forma  di  T: 


Tt  . . .  ,  „ 
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dOTe 

!•,(  =  J^        per        s  <  p        e  s  Se  ct 

»^=^+  2  Vp.-p^,i       per  P-£.s<'7    ,    i>a 

«,<  =  '',-M-p  +  ^.  +  2  ^-p.-p>-.-  per       P^s<i£9. 

Sarà,  per  te  osservazioui  precedenti, 

(./'';»,-5i  ■-■■  V  =  /".j(8;s.-».  ■■■  «.Pow  •■-  PJ 

V..'*;^?  ■■■  --'=/V«.f*:=f  ■■■  *-P-«  ■■■  P-'- 

Ricordiamo  \u.  XL]  die,  a  causa  della  regolarità  delle  fuo- 
zioai  /'ij .  si  ottieue  lo  stesso  risultato  effettuaDdo  su  di  esse  le 
operazioni  (85^),  (86^),  e  attribuendo  quindi  valori  assegnati  alle 
variabili  di  indice  >  a  ic>  h).  ovvero  effettuando  prima  la  so- 
stituzione di  questi  valori  e  quindi  le  operazioni  (85J,  (86^).  Ri- 
cordiamo inoltre  cte,  sempre  a  causa  dell' acceoData  regolari- 
tà, H^  non  può  annullarsi  a  causa  dell'assegnazione  di  valori 
alle  variabili  di  indice  >9,  se  A<9.  Segue  allora  che,  se  cou 

«•^'«^s^  ■-■  -!,),  *^,j(x;3^^,  ...  zj   {r  =  [},\ <j-p) 

si  indicano  le  funzioni  analoghe  alle  V,,,/'^^  [n.  XLVII  (94,i, 
(03,)]  defluite  a  partire  dalle  t  ,^(x;3^  ...  ^J  (considerate  al 
posto  delle  f\^), 

(108)  t^^(x  ;  z^^  ...  s„)  =  /'^^.(O  ;  z^.^, ...  ;;„?,+,  ...  pj 

(109)  V(x; v.."*»*  =  V^'-V-^''P»*-'-P-'    P*'"    '•<"''■ 
se  invece  r==o  —  p,  si  può  solo  affermare  che  », (x  ;  z,)  è  divisi- 
bile per  V„(e  ;  ^bP,+,  ...  P„)  (potendo  risultare  H,((l  ;  p»^, ...  p,)=0. 

e  cioè  le  ra_,j(x  ;  3,)  =/;_,j(0  ;  2,p^,  ...  p.)  potendo  avere  an- 
cora un  fattor  comune  con  Gaifti^^p,^,  ...  pj);  sarà  dunque 

(110)  »,'x;  V  =  V„(6;J.P.^.,  ...  PjK(.3;,)  . 
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Notiamo  che,  occorreudo  dì  attribuire  alle  x.^  valori  nume- 
rici (ìq  «5»)  (n.  XLVIIIJ,  si  può  porre  x„  =  0;  (108),  (109),  (110) 
danno  allora 

(108-)    (^.,(0 ;  y^^,^,  ...  j,,)  =  /^^.(i  ;  |,^^, . .  y.p,,,  ...  p.)      , 

(109')     V(<*  •  V?^  ■"  y')=^^(^  ■'  Vp*^  -  V.P.*.  -  PJ  (''<'-P) 
(HO-)    1D,(0  ;  v,)=  V,(X  ;  |/.p„. ...  PJK°((/,) 

dove  K*(i/,)  è  ciò  che  divieue  K(?J  per  x^^O.^.™!/»- 

LV.  Veniamo  ora  allo  studio  dei;lt  zeri  comuai  alle  funzìoui 
ff  che  corrispoudoQO  [n.  XLVII  cj]  ad  un  deteriuinato  complesso 
IPr+i  ■-■  P«)>  zei'o  comune  alle  /;.^(1  ;  y^^,  ...  yj  in  un  campo  de- 
rivato di  S!^'.  La  determinazione  di  questi  zeri  consiste  nella 
successiva  determinazione  degli  zeri  comuai  ai  sistemi  di  fun- 
zioni /;-,j(>-  ;  y^-fcn  •■■  CrPr+i  ■■•  K)  (t  =  l,2,...)  appartenenti 
a  campi  derivati  d*  t£'*'.  Se  in  particolare  facciamo  i  =  2,  tro- 
viamo, come  problema  intermedio,  quello  di  determinare  gli 
zeri  —in  G'^' —  comuni  alle  funzìoui  CjCÌ.  ;  Vr-iVr^'+i  ■••  PJ- 
Potremo  applicare  le  osservazioni  e  le  notazioni  del  ti-  pi-ec.  per 
ff=r,p  =  j'— l  '),  e  le  conclusioni  del  n.  LUI. 

a)  Ad  ogni  zero  comune  alle  /"^,j(X  ;  y,_,V,P^,  ..•  PJ.  di 
l'Ungo  1  per  la  toro  inlemezìone,  corrisponde  Tielt' intersezione 
delle  fj  uno  zero  di  rango  <  r.  Invero,  se  (P„,  p,)  è  lo  zero  con- 
siderato, e  se  (Y,._iYr)  ®  i'  complesso  corrispondente  per  t,  è 

v.-ii*  ;t,-,t.)=o  , 

onde  [n.  LL  LIV  (109')] 

»,_,(0;P.-,P,)  =  V,_,(X  ;  P^(p,P,^,  ...  PJ  =  0  . 

*}'È  appena  da  avvertire,  a  cagione  di  chiarezza,  ohe  questa  r  DOn 
ha  legame  con  quella  del  n.  prec.  [(108),  (109),  (108),  (109')];  l'in- 
dice r  hft  la  tutto  questo  B.  un  valore  fisso,  mentre  si  suppone  qua- 
lunque (sotto  le  condizioni  assegnate)  nel  n.  prec;  precisamente,  pei 
valori  ora  assegnati  a  9,p,  la  r  del  n.  prec.  potrà  prendere  ì  valori 
0,  l  [(108)],  ovvero  il  solo  valor  0  [(lOK)]. 
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Se  dunque  («(Oi  ...  aj  è  uoo  zero  comune  alle  f^  di  rango 
fer,  e  ae  (Pjp, ...  pj  è  il  complesso  corrispondente  per  T,  (?,_,?,) 
aarà  zero  comune  alle  /;_,j  {i  ;  v,_,v^P^,  ...  P„),  di  rango  2 
per  la  loro  intersezione. 

b)  Per  giungere  alle  conclusioni  cui  noi  tendiamo  occorre 
che  introduciamo  esplicitamente  l'ipotesi  fn.  XLIX,  LIJ  che 
(«,a,  ...  «J  appartenga  all'intersezione  delle  /^  in  €.  Si  ha  al- 
lora [il.  XLIX] 

(III)        p^  =  B^,(l)  (A  =  1,2 H-r): 

ed  anche,  poiché  ^^(.-".P,,  sono  pure  le  ultime  coordinate  del 
complesso  corrispondente  a  (a, «,  ...  oj  per  Tt  , 

(111')        P,^*  =  B^(fl)  (/i  =  l,2,...,«-r). 

Indichiamo  con  A,,../  delle  variabili  e  formiamu  ì  polinomi 

(U2)         *,{h.  :  ()-/-„„(i  ;  l  B^,(A)  ...  B.(A))  ; 

essi  rappresentano  funzioni  razionali  intere  delle  variabili  !i^,i 
in  un  campo  (5^  derivato  da  <3.  Poiché  essi  si  ottengono  dai  pe- 
linomi /■^,j(X  ;  VrPr+i  ■■■  K)  semplicemente  cambiando  i  nomi 
delle  variabili  ì^.f,  in  A,,,^,  da  ogni  scomprsizione  dì  questi 
ultimi  polinomi  in  fattori  si  deduce,  col  detto  cambiamento  di 
variabili,  una  scomposizione  in  fattori  dei  corrispondenti  poli- 
nomi (112),  per  modo  che  a  fattori  irreduttibili  corrispondono 
fattori  irreduttibili,  a  fattori  uguali  fattori  uguali,  a  fattori  di- 
versi fattori  diversi.  Se  dunque,  in  particolai-e,  W{A  ;  /)  è  il 
massimo  comun  divisore  del  polinomi  4>j(A  ;  l),  il  massimo  co- 
mun  divisore  delle  /)._,j(X  ;  y^&^,  ■■■  PJ  sarà  W(l  ;  y,)  e  sarà 
[n.  LIV] 

(113-)  1»,(0  ;  1/,)  =  W(1  ;  »,). 

Se  poi  In  (118)  si  pone  \„=9„,l=i,,  si  ha  (dV.  (Ili'),  (107)] 

(IH)      ♦,(«  ;  !,)  =  /•„„ (e  ;  3..f^,  ...  W-t,_„(»  ;  J,)  . 
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Ad  Ogni  scomposizioae  ìq  fattori  dei  poliuomi  (112)  corrispoade 
una  scomposizione  dei  poliDoiiii  (114)  (che  si  ottiene  dalla  prima 
mediante  la  sostituzione  A„=  8,;, /==i,);  ed  ancora  u  fattori 
uguali  corrisponderanno  fattori  uguali;  non  si  può  invece  più' 
affermare  a  priori  che  a  fattori  irreduttibili  corrispondano  fat- 
tori irreduttibili.  a  fattori  diversi  fattori  diversi,  perchè  le  9^ 
non  souo  più  variabili,  bensì  rappresentano  la  espressioni  (106). 
A  questa  ulteriore  conclusione  si  ginnge  però  immediatamente 
se  si  osserva  che,  considerando  i  polinomi  (114)  come  rappre- 
sentanti funzioni  delle  variabili  x,,,)^,.,  [cfr.  (106)],  si  riottea- 
gODO  i  polinomi  (112)  come  valori  di  e;!se  per  x„  =  0,ì„=iA^. 
Ne  segue  iu  particolare  che  il  massimo  comun  divisore  delle 
funzioni .t,_,j(x  ;  z,)  è  [n    UV,  cfr.  (113')] 

(U3")  llt,(x  ;\)=»W(6  :  z,.)  . 

Gli  zeri  di  li),(s(  ;  sj  sono  tutti  [n.  LUI  bj]  della  forma 
p,— p,_,x„  (dove  p,  e  p,.,,  sono  numeri  di  un  campo  derivato  da 
<2'^');  e  se  ne  ottengono  gli  zeri  di  1II,(0  ;  i/,)  facendovi  x^^O: 
a  causa  dell'osservata  coE'rispundenza  fra  1  fattori  irreduttibili 
di  (113"},  (113'),  da  zeri  distinti  di  W^(x  ;  z^)  si  otterranno  par 
tal  modo  zeri  distinti  di  »^(0  ;  j/J. 

S«  cioè  si  conaideraDO  V,.(X  ;  tj,  111,(0  ;  yj  come  funsioni  delle  vfr< 
riabili  X,,]  X,,  ,z,. ,  j/,.,  e  si  I adica,  al  solito,  con  V,.(x  ;  i^)  la  funsione 
di  grado  minimo  che  ba  gli  stessi  «eri  di  V,t,K  ;  «,,),  da  (US'),  (118")  a^ 
gue  [d.  XLIj  che  V,.(0  ;  y,.)  Karà  la  funzione  di  grado  minimo  che  ha 
gli  stessi  seri  di  10^(0  ;  j/J.  Allors  [n.  XLII]  V^^^  (x  ;  «,)  e  »,^  (0  ;  y^) 
hanno  soli  zeri  semplici  (dietinti)  od  —  eventualmente,  qualora  6  aia 
Unito  di  caratteristica  p  —  anche  zeri  multipli  secondo  potenze  di  p; 
i  quali  ultimi  però  apparterranno  a  fattori  corrispondenti  delle  due 
funsion! ,  in  cui  la  variabile  (i,  o  y,.  rispettivamente)  compare  solo  con 
esponente  multiplo  di  p. 

Si  conclude  che  [a),  n.  LUI  bJ,  d)]  se  (et,  a,  ...  «J  è  uno  sei-o 
comiine  alle  /'unzioni  f.,  apparlenente  alla  loro  interseziotte 
in  i5 ,  essenziale  dì  ranflO  ^  r  per  questa  intersezione,  e  se  ad 
esso   rortisponrle  per   T    il   complesso    (p,  p,  ...  P„),     ad    Offm 
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elemento  dell'intersezione  delle  /}  in  i2'"  corrispondente  a 
OrPr+i  ■■■  PJ  corrisponderà  la  slessa  oì'dinala  ff,_,  =  p^,. 

Se  lo  zero  ^a^  «,  . . .  a.)  ha  precisamente  rango  r ,  si  potrà 
applicare  ripetutamente  la  proposizione  enunciata  consideran- 
dolo successivameDte  come  avente  rango  uguale  o  maggiore  di 
r,r — 1,...,1;  sì  ha  quindi  che  a  0,P^,  ■..  ?,)  non  corri- 
sponde altro  elemento  dell'intersezione  delle  f^  in  S'^'. 

Obsbbvazione.  Nel  ragionamento  preo.  l'ipotesi  che  (^r^^,  ■'■  ^^ 
siaao  le  ultime  coordinate  del  trasformato  per  T  di  uno  aero  comune 
alle  f.f  appartenente  alla  loro  int^reeeione  in  Q,  può  ampliarsi  Dot«- 
volmente;  in  eeeo  importa  cioè  soitnnto  che  ^r+i'"-)Pn  siano  espressi 
dai  polinomi  B,^l).)  [(lll)ì  in  un  campo  derivato  da  (2,  ma  non  oc- 
corre che  i  numeri  t^.^,  meiiante  i  quali  se  ne  formano  i  coefficienti, 
siano  le  coordinate  dì  uno  zero  comune  alle  /..  Si  può  quindi  enun- 
ciare con  ma^ior  generalità;  k  a  uno  ztro  e»»eiaiale  di  rango  ^  r  p«r 
r  intertetione  delU  fumioiti  f.  (m  S  )  corrùponde  per  T  un  oompUtso 
(P[  P,  . . .  PJi  ''•  "wt  'e  ooordinaU  p^^, , . . . ,  P„  nano  aprane  da  polinomi 
in  un  campo  derivalo  da  t?  della  forma  (111),  ad  ogni  elemento  dell' inUr- 
tetiime  d^e  /.  in  (2  oorrigpondenU  a  (p^p,^,  .-.  PJ  eorritponde  la  aletta 
ooordinala  y^,  =  p^_, , 

LVI.  Consideriamo  ora  di  nuovo  i  fattori  I,,E^  di  V^  fn,  LII 
(100)]: 

a)  Tutti  gli  elementi  dell'  intersezione  delle  ^  in  *?  corri- 
spondenti a  zeri  di  I,.(A  ;  y y^  hanno  rango  <  r.  Invero,  se 

a  uno  zero  di  I^(i  ',  y^  ...  y^  corrispondesse  un  elemento  del- 
l'intersezione dalle  fj  in  £  di  rango  ^r,  non  corrisponderebbe 
ad  esso  altro  elemento  dell' intersezione  delle  f^  in  i2'''  [n.  LV  b}]; 
ciò  contraddirebbe  all'osservazione  \n.  LII  2*]  che  ad  ogni  zero 
di  I^  corrisponde  almeno  uno  zero  comune  alle  /^  di  rango  <r. 

b)  Avvicinando  questa  proposizione  a  quella  in  fine  del  n. 
LII  si  ha  che  sono  essenziali  per  l'intersezione  delle  /).  in  Q 
tutte  e  sole  le  varietà  corrispondenti  a  faitort  delle  funzioni 
E,(JL  ;  V,  . . .  v„)  (^  =  1 , 2 , . . . ,  «),  purché  si  mostri  che  ad  t^ni 
fattore  v(\  ;  y^  ...  yj  di  E^  appartengono  zeri  cui  corrispondono 
elementi  essenziali  di  rango  r  dell'intersezione  in  @  delle  /]. 
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Indicbiiimo,  a  questo  scopo,  con  c(X  ;  v,  ■  ■  ■  l/„)  il  prodotto  dei 
rattori  iiTeduttibili  di  E^  iioq  comuui  a  v  ;  poiché  v  non  ha  at- 
tori comuni  con  U^  [n.  LII  (102)],  né  con  alcuna  'V,(X  ;  y,  •■■  yj 
{Or)  (pei-chè  qusstu  non  dipendono  da  y^  mentre  »,  conside- 
rata come  funzione  delle  sole  y^,  è  regolare  rispetto  ad  y^  [n. 
XXXVIll]),  si  può  determinare,  in  un  campo  derivato  da  (3,  un 
sistema  di  numeri  1,,°,?,.°,  ■.. ,  P„'  tali  che 

(115)  ciX"  ;  p,."  ...  p„°l  =  0, 

(liti!  e[X'  ;  p,' ...  ^^V.JV  ;  P/ ...  P.'ìIIV.'A'  ;  P,'- P/}nA>.(X't:*=0. 

Assumendo  questi  X^°  come  valori  delle  X,;,  al  complesso 
'Pr*---  P,')  corrisponde  [n.  XLVIIl]  uno  zero  comune  alte  /},  ap- 
partenente allii  loro  intersezione  in  <£.  Sia  (a,  «,  ...  «,)  questo 
zero  e  sia  'PiP,  ..•  P„)  il  complesso  corrispondente  per  T;  dalle 
(115),  (116)  segue  che  (a,  a,  . . .  a„)  sarà  precisamente  essenziale 
di  rango  r  e  (P,.  . . .  pj  sarà  zero  di  v(^  ;  y^  .  ■ .  j/J.  Invero 
(p,  pj  ...  pj  apparterrà  all'intersezione  in  €'^'  delle  /J',  e,  come 
tale,  corrisponderà  fn.  XLVII  e)]  ad  uno  zero  di  qualcuna  delle 
funzioni  V,(X  ;  y,  ...  y^);  ma  poiché,  per  l>r,  ViiX"  ;  P,*  ...  P,')=t^ 
[(116)],  sarà  [u.  LI] 

y.(X  ;  p,  ...  p,)z^O  (^>r)  ; 

e  poiché  [fUó)]  V,(X'  ;  p/  ...  p/)=0  e  [(116)]  U,(l.*  ;  p/  ...  P/}4:0, 
sarà  pure  [n,  L,  ove  si  legga  \'  invece  di  X,J  VjiX'  ;  p," ...  p/):^0 
per  ^<r,  e  quindi  [n.  LI] 

V,(l  ;  g,  ...  pjz|=0  (/<»■). 

È  dunque  V,(X  ;  p, ...  PJ=0,  e  poiché  [(116)]  e(X'  ;  p;  ...  pJ^jz^zO 
onde  [n.  LT]  e(X  :  p,  ...  PJ4:0,  precisamente 
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LVII.  Si  deve  qui  fai-e  un'osservazùme  impoi-taut«:  nell'ese- 
guire  le  operazioni  del  n.  XLVIl  si  deve  scegliere,  per  ogni  /, 
uoa  fra  le  f,^  da  chiamarsi  /,,;  vogliamo  dimostrare  che  i'asse- 
gnazione  degli  zeri  comiiuì  alle  /^  ai  dilTerenti  ranghi  noti  di- 
pende però  da  questo  elemento  arbitrario;  precisameote  le  fun- 
zioni E,  sono  indipendenti  dalle  delle  scelte. 

Suppoaiamo  iiil'atti  fissato,  in  un  campo  derivato  da  "2 ,  un 
sistema  di  numeri  X,,"  tali  che 

(117)  ][KO-'')-KO-''\V.^.  ■■■  J/-)=t=0: 

sìa  («,  a,  ...  «„)  un  elemento  dell'intersezione  delle  funzioni  f- 
in  <2,  e  siano  (P,  P,  -..  p„) ,  (p,*  P," .  • .  p„*j  i  complessi  corrispou- 
deutì  per  T  e  per  T°;  se  inoltre  è 

(118)  J,(r  ;  p;^. ...  ?,l)  JJ  E.(X°  :  p:  ...  PD^o  , 

(a,  oij  ...  «J  ha  i-ari^o  ^r.  Precisamente  esso  ha  allora  rango 
r  sempre  e  solo  quaudo  E^(X'  ;  P/  . . .  P,*)  =  0;  invero,  poiché 
[(118)]  J,(r  ;  p»^,...p,')=t:0,  sarà  [(101)]  V^iì."  ;  p,.° ...  p^-jilnO, 
e  quindi  [cfr.  u.  prec.J,  per  ogni  t<,f,  V,(X  ;  p,  ...  fiJ-^O. 

Ciò  posto,  supponiamo  fissate  due  diverse  scelte  di  funzioni 
/■„  e  distinguiamo  le  varie  funzioni  relative  ad  esse  applicando 
alle  caratteristiche  funzionali  rispettivamente  uno  o  due  apici: 
supponiamo  fissato  un  sistema  di  numeri  i„.*  iu  modo  da  soddi- 
sfare alle  due  condizioni  analoghe  a  (117);  gli  zeri  comuni  alle 
/■j,  in  campi  derivati  di  (3,  cui  corrispondono  per  T"  complessi 
(P,°  ...  p,°)  che  soddisfano  alle  due  condizioui  analoghe  a  (118) 
hanno,  rispetto  a  entrambe  le  scelte  delle  funzioni  /),,  raugo 
^r.  Se  noi  supponiamo  di  sapere  che  fra  essi  sono  gli  stessi 
quelli  di  rango  </",  concluderemo  che  sono  pure  gli  stessi  quelli 
di  rango  r;  e,  per  l'osservazione  dell'alinea  precedente,  otter- 
remo infine  che,  fra  i  detti  complessi  (p/  ...  p„'),  quelli  che  sono 
zeri  di  E,'(X°  ;  y^  ...  yj  sono  gli  stessi  di  quelli  che  sono  zeri 
di  E/(X°  ;  y yj. 
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Ricordiamo  ancora  che,  (Issato  il  sistema  di  numeri  X^",  ad 
ogni  zero  di  E,(il'  ;  y,  ...  //„),  in  un  uampo  derivato  da  £ ,  cor- 
risponde sempre  un  elemento  dell'  intersezione  delie  /*^  in  €  ; 
possiunio  dunque  affermare  che  se  si  sa  che,  per  due  differen- 
ti scelte  delle  funzioni  /), .  si  attribuiscono  a  ranghi  <r  gli 
stessi  <.-lemeuti  dell'intersezione  delle  /^  in  @,  e  sì  considerano 
E/(>.  ;  y^  ...  i/J.  E"(X  ;  y^  ...  y,')  come  funzioni  (io  e)  delle  va- 
riabili \t,ì/^ y,.  questa  due  funzioni  hanno  comuni  tutti  gli 

zeri  per  cui  non  è  nulla  la  funzione 

IJaIw-JIaI'wx 

n  E,(X  ;  y,  ...  j/J  ■  J[  e;  (1  ;  y,  ..   i/J  ■  .l',  (X  ;  Vr^,  -  Vj  j"  (^  ;  !/.+,  -  ! 

E/(X  ;  V,  ...  yj  ed  E,"(l  ;  y,  ■■■■y. )  debbono  dunque  constare 
[n.  XLIVJ  degli  stessi  l'attori  ii-reduttibili,  ed,  eventualmente, 
di  fattori  della  detta  funzione.  Fia  questi  fattori  ci  interessano 
solo  quelli  che  dipendono  dalle  variabili  y,,  e  di  questi  nessuno 
può  essere  fatloi-e  di  E/  o  di  E"  perché,  nou  dipendendo  essi  da 
I/,,  non  sono  regolari  rispetto  a  questa  variabile  fn.  XXXVIIIJ. 
Nella  l'atta  ipotesi  si  ha  dunque 

Gli  zeri  comuni  alle  /}  di  rango  1  sono,  per  qualsiasi  scelta 
delle  funzioni  /;,,  gli  zeri  dì  \{w,cCf  ...  .rj  [n.  LII  1*J:  si  ha 
dunque  che 

E'.(X  ;  y,  ...  V„)=E;'().;  V,  ...  yj 

e  sono  pure  gli  stessi  gli  zeri  di  rango  3;  ma  allora  si  ha 
E,'  =  E,"  e  quindi  sono  ancora  gli  stessi  gli  zeri  di  rango  3.  Così 
l».;r  induzione  completa  risulta  provata  la  proposizione  enunciata. 
Chiameremo  intei-sesiotie  coìnplefa  di  dimensione  n  —  r  in  <Z 
(felle  funzioni  fj  la  varietà  £„_,.  definita  da  E,(X  ;  y, ...  y„>;  essu 
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coDtiene  tutte  le  v,_,,  intersezioni  parziali  essenziali  in  i2  delle 
f^,  di  dimeiisione  n  ~  r.  L'intersezioae  completa  delle  fuazìoni 
f^  la©  [q.  XLVI]  è  rìusieme  delle  loro  intersezioni  complete 
delle  diverse  diiDeosiooi. 

LVIII.  É  facile  vedere  —  e  risulterà  evidente  dall'insieme 
delle  cose  che  seguono  —  che  una  stessa  varietà  v„_^  può  es- 
sere rntersezione  parziale  di  più  sistemi  di  funzioni  razionali 
intere:  però  ad  ogni  varietà  \„_,,  intersezione  parziale  essen- 
ziale in  S  di  funzioni  ra-Aonali  intere,  corrisponde  una  fun- 
zione (di  grado  minimo)  o(il  ;  i/^  •■ .  ì/J  completamenle  deter- 
minata (indipendentemente  dal  sistema  di  funzioni  considerate, 
iti tersecan tisi  in  v„_^). 

Siano  cioè  f^.f^,...  ;  f,  ,f due  sistemi  di  funzioni  ra- 
zionali intere  in  6  delle  variabili  x,.,it^,...  ,x„',  e  siano  rispet- 
tivamente E,{X  ,v^---  !/J,E,,(A  ;  y,  . . .  1/ J  le  funzioni  che  ne 
defÌDiscoDO  le  intersezioni  parziali  essenziali  di  dimeasioae  n—r; 
siano  v(k  ;  V.  . . .  i/J  e  o(X  ;  V,  , . .  y.)  divisori  rispettivamente 
di  E,,  e  di  E,.,  i  quali  deliniscano  una  stessa  varietà  di  dimen- 
sione n  —  r;  sarà 

H*-  '  y. —  vù = ^{^  ;!/,■•■  vù  ■ 

InFero,  nella  contraria  i[K>tesi,  esistei-ebbe,  in  un  campo  deri- 
vato da  (3,  un  sistema  di  numeri   \i  .^° p^"  che  soddisfa 

alla  condizione  (HO)  rispetto  al  sistema  di  funzioni  f^,  e  alla 
condizione  (97)  rispetto  al  sistema  delle  fj.  e  tale  che 

«a°  ;P.V..  p;)=0     .    o(X°  :  p/  ...  p/)r^O. 

Fissata  la  trasformazione  T'  [n,  XLVIII]  mediante  i  detti  va- 
lori delle  X^,  a  0/ ...  p/)  corrisponderebbe  [n,  LVI  b)]  uno  zero 
comune  alle  f^,  appartenente  alla  v„_^  intersezione  di  queste  in 
©  defluita  da  v{X  ;  j/^  . . .  y„ì,  il  quale  non  apparterrebbe  fn.  LI] 
alla  parziale  intersezione  delle  f^  in  fi  definita  da  u(X  ;  y^ ...  y^. 

Inversamente  ogni  rarietà  \\_,..  intersezione  parziale  essen- 
ziale in  S  di  funzioni  l'azionali  intere,  è  cotnpletaniente  deter- 
minala dalla  corrispondente  funzione  »().  ;  y,  ...  v.). 
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La  propoaizione  non  è  evidente  a  priori;  invero  al  n.  XLVII  e)  la 
determinazione  degli  zeri  comuni  alle  l'unzioni  f.  appartenenti  ad  una 
determinata  v^^  si  è  fatta  dipendere,  oltreché  dalla  risolusione  della 
corrispondente  equasione  v{X  ;  y^  ...  yj  =  0,  ancora  dalla  rìaolusione 
di  una  eucceseione  di  equazioni  della  t'orma  (8T^_jJ,  le  quali  si  deter- 
minano volta  per  volta  mediante  la  eonsiderasione  delle  funEtonl  F^.^  , 
G^_j^  e  delle  coordinate  già  determinate  dello  zero  cercato. 

La  proposizione  è  verltlcata  im mediatamente  per  r=:  1  [a.  LII 
1',  XLVII  a)]. 

Essa  è  implicita  nelle  osservazioni  del  n.  LUI  per  r=»  =  2; 
abbiamo  .visto  infatti  che  a  ciascuno  degli  zeri  di  E,(i  ;  i/,>  cor- 
risponde uno  zero  comune  alle  funzioni  considerate;  d'altronde 
tutti  gli  zeri  di  E,(X  ;  y,)  sono  della  forma  ««  — )l„o„  ;  ed  i  coef- 
ficienti «„,«»,  sono  le  coordinate  dei  corrispondenti  zeri  comuni 
alle  dotte  funzioni;  questi  zeri  sono  dunque  determinati  dalla 
funzione  E,(X  ;  y,).  senza  ulteriore  conoscenza  delle  funzioni  di 
cui  si  considera  l'intersezione. 

Per  n>2,  r>  1 ,  riprendiamo  un  istante  le  considerazioni  del 
n.  LV ,  die  riconducono  ladeterminazione  degli  zeri  comuni  a 
date  funzioni  alla  ripetuta  applicazione  dei  caso  r=n=Z:  dimo- 
streremo agevolmente  che  se  f,,f,,  —  ;  Ti .  Vi . -  sono  due  sistenìi 
di  funzioni  razionali  intere  in  S  delle  variaìnli  w^,x^,.,.,x^ 
ed  E,(A  ;  y,.  .  ■  ■  V,.)  ■  ^À^  \  y,  •■■  I/J  sono  le  fvnzioni  che  ne  de- 
finiscono rispettivamente  le  complete  intersezioni  di  dimensione 
n—r;  e  se  «().  ;  y,.  ...  yj  è  un  divisore  comune  a  queste;  se 
infine  (p,.  ...  pj  è  uno  zero  di  v  cui  corrisponda  un  elemento 
(«,  a,  ...  «„)  dell'intersezione  delle  funzioni  fj  in  £,  ad  esso  cor- 
risponderà pure  (a,  a,  ...  cj  nell'intersezione  delle  <tj-  Invero, 
per  l'ipotesi  che  a  0,.  ...  pj  corrisponda  (o,  a,  ...  aj  nell'interse- 
zione delle  fj ,  p,.^, , ... ,  p,  saranno  espressi  [n.  XL!X],  mediante 
queste  0|,0i ,... ,  «„,  dalle  formule  (111);  ne  segue  [n.  LV  ÒJ  •  Os- 
servazione] che  la  coordinata  y,_,  corrispondente  ad  uno  zero 
comune  alle  9j  il  quale  connspouda  a  (p^p,^  ...  P,)  è  individuata 
da  questo  complesso;  ed  a  causa  di  (113'),  (113").  (lU)  e  di 
quanto  si  è  detto  per  il  caso  r  =  n=2,  essa  ha  precisamente 
lo  stesso  valore  p,_,  che  le  compete  rispetto  all'intersezione 
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delle  /^,  tale  che  P^— x„Pr-i  è  zero  di  t>(»  ;  -,p^,  ...  P„).  Le  fun- 
zioni /;_,j(l  ;  Vr-iK  •-  PJ.9,-ii('L  :  !/,._, P,  -  K)  hanno  dunque 
lo  zero  comune  P^_,=B^,(X).  Applicando  la  stessa  argomentitzioiie 
mutato  r  in  r— 1,  si  ottiene  che  la  coordioata  y,._,  coprisponden- 
te  ad  uno  zero  comune  alle  /'ovvero  comune  alle  fj,  il  quale  cop- 
pispoada  a  0,_,  p,  ...  PJ  ha  sempre  lo  stesso  valore  p,_, ,  tale  che 
Pr-i  — "iiP^^i  *  ''fifo  coniuoe  alle  /"^^fO  ^  3„,  P^p^,  ...  P,)  e  alle 
9^_,j(ft  ;  -»,_,  PrPr+i  -  Pn)  (precisamente  è  P^., —  "nP^,,  =8,^,(9)) 
E  così  via  riniOntaudo,  si  trova  che  a  (P^  ...  p„)  corrisponderà, 
neir  intersezione  delle  y'^,  lo  stesso  zero  (p,  p,  ...  p„)  che  nel- 
r  intersezione  delle  fj,  e  quindi  aell'  intersezione  delle  ifj  lo  stes- 
so zero  (',  >,  ...  a„)  che  uéll' intersezione  delle  fj. 

LIX.  Variate  algabricha.  —  aj  La  proposizione  dimostrata 
dà  alle  varietà  intepsezloni  parziali  essenziali  in  Q  di  sistemi 
di  funzioni  razionali  intere  in  ^  una  cousistenza  intrinseca,  per 
cui  ciascuna  di  tali  vapieta  viene  a  cojicepii'si  separatamente 
dalle  altre  che  con  essa  possano  costltuìpe  la  completa  inter- 
sezione di  un  sistema  di  funzioni  Astraendo  da  ogni  particn- 
Iflpe  defìnizione  come  intersezione  di  funzioni  assegnate,  cia- 
scuna v„_^  si  chiama  perciò  semplicemente  una  varietà  algebrica 
di  dimensione  n  —  r  iiv@  [ci'r.  u.  XXXlXj. 

A  ciascuna  varietà  algebrica  di  dimensione  n  —  r  corrisponde 
una  determinata  funzione  di  grado  minimo  v{X  ;  Vr  ■  ■  -  If.)  che 
la  definisce  [u.  LVIIIj;  si  chiama  ot-ditie  della  varietà  ìt  grado 
di  V  rispetto  alle  variabili  y^.  Poiché  v  è  regolare  rispetto  a  y, 
(considerando  le  >.,(  come  costanti),  l' online  di  v,_,,  è  anche  il 
grado  di  v„ . 

b)  Sia  v{X  ;  y yj  una  qualunque  funzione  che  abbia  gli 

stessi  zeri  di  v{X  ;  y,  ...  yj:  ad  essa  la  sostituzione  T  [(9i))  fa 
corrispondere  una  funzione  !0(X  ;  i]c^x^  ...  ccj  i  cui  zeri  sono 
[d.  XXXVII]  i  corrispondenti  per  T  agli  zeri  di  v;  gli  zeri  di 
w,  appartenenti  a  campi  derivati  di  (3,  saranno  dunque  tutti 
e  soli  gli  elementi  di  v„_,. . 

Pensiamo  espressa  w(X  ;  a:,a;,  . . .  »,>  come  polinomio  nelle 
vapiabill  )i„;  esso  avrà  coma  coelllclenti  funzioni  razionali  intere 
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ia  e  delle  variabili  a:,,w^, . .  .,w^,  e  saranno  zari  di  w,  appar- 
tenenti a  campi  derivati  di  @,  tutti  e  soli  gli  zeri  comuni  a 
queste  funzioni  (appartenenti  a  campi  derivati  di  <2).  Si  ottiene 
cosi  che  Offni  varietà  algebrica  è  complefa  intersezione  in  Q 
di  sistemi  di  funzioni  razionati  intere. 

Pi&  geDeralmeote  qu<Utinqwe  titlema  di  varietà  tUgtbriehe  v',  v",...  'i 
pici  tUfinire,  Tul  tuù  iiuitme,  comt  completa  intersezione  di  fuittìoni  raxionali 
intere  :  ee  infatti  ai  suppone  che  v"'  sia  completa  intersezione  delle  fnn- 
sioni  /|'"',/j''i  ■ .  - ,  bì  formino  tutti  i  prodotti  della  forma  /|f".^^^ 
gli  elementi  di  v',v", —  aono  zeri  per  ciascuno  di  eeai;  viceversa  se 
un  complesso  (a,  a,  ...  aj  non  appartiene  a  nessuna  delle  varietà 
v'",  eslate,  per  ogni  *,  una  /,'"  di  cui  esso  non  è  zero;  esso  non  sarà 
dunque  zero  del  prodotto  dì  queste  funzioni.  Il  aistema  delle  funzioni 
della  forma  fj /" ■  ■  ■  •»*  dunque  per  completa  intersezione  il  sistema 
delle  varietà  assegnate, 

E  chiaro  che  U  /unzioni  r<aionali  intere  di  x, ,  x, , , . . ,  z^  in  i2  che 
hanno  per  zeri  gli  elementi  di  aigegnale  varietà  v',  v", . . .  eo»tiiuitco»o  un 
modulo  nel  campo  delle  funzioni  razionali  intere  di  x^,Xj, . .: ,  x^  in  Q  , 
perchè  gli  zeri  comuni  alle  Juneioni  /,,/,  appartengono  pare  a  cia- 
scuna funzione  della  forma  F,/,  +  F,/, ,  dove  F, ,  F,  sono  funzioni 
rasionalì  intere  qualunque. 

cj  Sia  fi.f,,...  un  sistema  di  funzioni  razionali  intere 
avente  v„_^  come  completa  intersezione:  se  ad  esso  sistema  si 
applica  il  procedimento  del  ii.  XLVII,  verranno  a  maucure  tutte 
le  varietà  intersezioni  essenziali  Ji  dimensione  diversa  da  n—r, 
e  si  avrà  quindi 

"       V,(X  ;i/,  ...  i,J=l  per    t<r  ; 

V.(X;y.  ...  l/J  =  E,(i;i/,  ...yj, 
con 

K(^  ;  V.  -  ■  ■  1/J  =  £(>■  ;  V.  ■' .  i/J  ; 

infine,  par  />  r 

V.(X;!/.  ...i/J  =  I,(X;i,,  ...  t/J  ,^a;y,  =  yj  =  \. 
Se  allora  si  fissano  per  le  i^  valori  XJ",  in  un  campo  derivato 
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da  S,  convenieoti  (tali  cioè  che  si  vei-ifìchi  per  il  sistema  di  l'un- 
zioni /",,/',,...  la  condizione  (97)),  ad  ogni  zero  della  f un  zif.ue 
f().*  ;  Vr  ...  vj,  in  un  cmiipo  derivato  da  <?,  corrispowteì-à 
[q.  XLVIII].a/»ie»o  un  elemento  di  v^_,. 

Questa  oaservaiione  ha  notevole  interessa  se  si  confronta  col  ragiona- 
meato  del  n.  LVI  6^;  anche  là  si  è  considerato  uno  lero  (^/^*^,  —  ?,'; 
ài  v(X*  ;  y^  ...  1/^),  appartenente  a  un  campo  derivato  da  6,  ma,  per 
eliminare  il  dubbio  ohe  ad  esso  potessero  corrispondere  soltanto  ele- 
menti dell' in  tersesi  one  delle  X  Qon  appartenenti  a  v__^,  ai  è  dovuto 
imporre  alle  coordinate  ^"^i,---,?^"  delle  condiiioni  [(116)]  che  la 
presente  oaservasione  mostra  superHiie. 

LX.  Una  varietà  algebrica  di  dimensione  0  è  costituita  dn 
un  numero  finito  di  elementi  [cfr.  n.  XXXIX];  il  numero  di  que- 
sti elemenli  è  venale  all'ordine  della  varietà.  Sia  inratti  v,  la 
varietà  considerata  e  sia  definita  dalla  funzione  v(X  ;  y^  di 
grado  M.  Consideriamola  [u.  LIX  b}]  come  completa  interse- 
zione delle  funzioni  /", ,/",,...,  e  flssianio  un  sistema  di  numeri 
X,*,  appartenenti  ad  un  campo  derivato  da  (2,  e  tali,  che  [(97)| 
U  A,{X°)4:0  e  Oiscrtf(l°  ;  i/J4:0;  v(X'  ;  yj  avrà  M  zeri  di- 
stinti a  ciascuno  dei  quali  corrisponde  [a.  XLVIIIJ  almeni)  un 
elemento  dell'intersezione  delle  /^  in  0,  e  cioè  almeno  un  ele- 
mento della  vj  considerata.  D'altra  parte  il  numei-o  di  questi 
elementi  non  può  supei-aro  M,  perchè  a  ciascuno  di  essi  cori'i- 
spoude  un  diverso  [n.  LV  ft)]  zero  di  w(l  ;  vJ. 

Siano  preci-samente 

(119)  («»,»„  ...  O        (/i  =  l,2,....M  ;  «j,.  numeri  di  SJ 

gli  elementi  di  v^;  i  corrispondenti  valori  di  y^  saranno  [(W): 
cfr.  n.  XLIX} 

ftn  =  I*.-  «*1  +  1*1»  «M  +  ■  •  ■+  K-tn  »»--t  +  «.-  ■ 

Sarà  quindi 

(120)  »(X  ;  i/J  =  e  II  (v,  —  p»J  (e  costante) 
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LX[.  Rlsultant*  di  una  funzione  razionale  inlara  rl- 
spotlo  ad  una  varietà  algebrica  di  dimensione  zero.  —  , 

a)  Siano  assegaati  gli  M  aumeri  di  <3^ 

(il9)  («,.«„  ...  O  (S=1,2,...,M), 

e  sia  p(4o  £,  ...  ;  x, .-»,  ...  a„)  ima  funzione  razionala  intera  delle 
variabili  .e, ,  ar, , . . . ,  i/!„  avente  per  coefficienti  le  variabili  4,; 
(aduofiue  una  l'unzione  razionale  intera  nel  campo  delle  fun- 
zioni razionali  intere  delle  4,  in  (2).  Chiediamo  di  esprimere  una 
condUione  necessaria  e  suffìcietile  cui  debbano  soddisfare  va- 
lori altribuiti  alle  è, .  affinchè  il  corrispondenle  valore  di  p  sia 
una  funzione  avente  per  zero  qualcuno  dei  complessi  (H&). 
La  domanda  ha  risposta  immediata:  basta  osservare  che  il 
sistema  di  valori  cercato  per  le  %,  dovrà  essere  uno  zero  di 
una  almeno  delle  funzioni  (lineari  omogenee  delle  variabili  £,) 
_p(èj4,  ...  ;  o^,  a„  ...  «;,,):  è  perciò  necessario  e  svfflciente  che 
delio  sislema  di  valori  per  le  4,  sia  uno  ze>v  delia  ftmzione 

(121)    P(è„4, ...  )  =  nJHi4,  ■■■  ;«»,«*.  ■■■  «*-)■ 

Ci  servirà  osservare  che  il  secondo  membro  di  (151)  esprime, 
per  la  funzione  P(4o^i  ■•-  )<  u"^  scomposizione  in  fattori  irre- 
duttibili  in  i2„  e  distinti  fra  loro;  infatti  p  è  della  forma 

(123)  ;)(4,S,  ...  ;  x,Xt  ...  a?J 

=  i  + £, J7. +  £. a;, +  .■■+£, 07, +  /(è^,  ...  ;ir.  ...  a;J  , 

dove  /  contiene  soli  termini  di  grado  >1  nelle  Wf-,  ciascuna  delle 

(1320  P{ÌA,  ...  ;«M'H,  ■•■  O 

=  è.  +  4,«„  +  i«»,  +  ...  +  i.«»„+i(4^,  ...  ;  «M  ...  O 

è  quindi  irreduttìbile,  perchè  lineare  nelle  4,  ed  avente  un  coef- 
ficiente 1  [§2,  n.  XIII];  e  tutte  queste  espressioni  sono  diverse 
fra  loro  (e  non  riducibili  l'una  all'altra  mediante  moltiplìcazioue 
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per  uu  numero  di  ^.)  perchè  t&li  sodo  i  gruppi  di  teriDÌoi  scritti 
esplìcitamente. 

b)  Suppooiaroo  ìq  particolare  die  i  complessi  (119)  costitui- 
scano UDa  varietà  algebrica  \\  di  dimensione  0,  intersezione 
parziale  essenziale  in  »2  delle  funzioni  /■,,/■,,•-.;  col  n.  prec. 
si  atferma  che  esiilc  ttiia  funzione  razionale  intera  in  Q^  [(121)] 
delle  variabili  4,  t  cui  zen  sono  tutti  e  noli  i  sistemi  di  valon 
fli  dette  4,  per  cui  /?(£,£,  ...  ;  x^w,  ...  trj  [(122)]  dicietie  mut 
/'unzione  delle  ar,  avente  comune  colle  f  uno  zero  appartenente 
a  v^.  Dalle  precedenti  osservazioni  circa  la  scomposizione  di  P 
io  fattori  lineari  risulta  anche  che  (121)  è  la  Ainziiine  in  S^ 
di  grado  minimo  che  ha  la  detta  varietà  di  zeri;  essa  dipen- 
de solo  dalla  varietà  v,  e  dal  grado  m  ài  p;  la  ìudìcheremo 
quindi  con 

(121')  PCv.  ,  m  ;  i4.  ...  )  . 

Tenendo  conto  della  deflnizioue  di  v,  come  intersezione  par- 
ziale delle  ^,  possiamo  ora  trovare  per  questa  fuuzioDe  P  una 
diversa  espressione  che,  confrontata  colla  precedente,  ce  ne  for- 
nirà importanti  proprietà. 

cj  Supponiamo  perciò  per  uu  istante  attribuiti  alle  varia- 
bili 4,  valori  4,'  io  '^  o  in  suo  derivato,  e  poniamo 

/j(è('  4,*  ...;»,  /K,  ...  a7j  =  /"(a?,  a;,  ...  a?,)  . 

Se  le  i,°  costituiscono  uno  zero  di  (121).  questa  Aa^c'^i  ■■-  »J 
avrà  almeno  uno  zero  comune  colle  /^,  appartenente  a  v,  ;  esolu 
allora.  Applichiamo  ì!  procedimento  del  u.  XLVIl  per  rintrac- 
ciare questo  zero  (o,  eventualmente,  questi  zeri). 

Conserviamo  ai  simtfoli  gli  stessi  significati  che  nei  n.  ppec. 
(particolarmente  n.  XLVIl);  sia  inoltre  v{X  ;  yj  la  funzione  che 
definisce  v,  [n.  LVIII]. 

Gli  elementi  di  v,  saranno  [n.  XLVlI  cJ]  gli  zeri  comuni  alle 
/",  cui  corrispondono  per  T  zeri  delle  funzioni  G,(X  ;  (/,  ...  y,)i 
G,(X  ;  t,  ...  y„),...,G„_,a  ;  v„_,  vJ . ''(A  :  fj- 

Ji  questo  che  avrà  imporUnza  principalo  in  quanto   diremo;   l' ipo- 
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tedi  che  V,  aia  intersezione  parziale  enemiale  ìa  <2  delle  /.  è  utile  qui 
solo  per  fiasicurare  che  tutti  gli  zeri  che  soddiMano  alle  condisioni  ìd- 
(licate  apparteogono  a  campi  derivati  da  @. 

Saramio  dunque  zeri  di  f  apparteneuti  a  %•„  gli  zeri  comuai 
alle  Tuiizìodì  /',fj  cui  corei  spondono  per  T  zeri  di  G,  ,G, ,.. , 
G„_i .  V  [cfr.  D.  XLVIl  d)];  iadjchiamo  quindi  con  /'„(X  ;  y,  y, ...  j/„) 
la  tj-as formata  per  T  di  /"  e  poniamo  [n.  XLVlI  (85,),  (86,)] 

(t23.)  F\a  ;  "'  ;  !/)=";c+2"y.j="y».+fi 

(124.)     «^(1  ;  w,  »;...:  1/.  ...  yj 

=  RÌa(F;,_().;  »:  ;y),G,,a  ;  i/.  ■■.  vj)  : 

indichiamo  con  /',j{X  ',  y,  ■  ■  ■  vj  i  coefficienti  di  H,  considerata 
come  polinomio  nelle  variabili  ii'j,  e  poniamo 

(123,)    ¥[(X  ;  M"  ;  v)=2»yù 

(124.)   H,*(X ; u"  ;  v. ...  vj  =  RisfFL/x  ;  »'  ;  !/) . G., a  ;  V. ...  yj)  ; 

indichiamo  con  f,^{X  \  y,  ■  ■  ■  vJ  i  coefficienti  di  H,  considerata 
come  polinomio  nelle  u",  e  poDìamo 

(123J  F](X;  »'";  !/)  =  2 '^' /"-'j 

cosi  proseguendo  tino  a  formare  la  F^(X  ;  «'"'  ;  yj;  saranno 
zeri  di  questa  funzione  i  valori  di  y„  cui  corrispondono  zeri  co- 
muni alle  funzioni  /"„„ ,  /■„, , . . .  e  alle  Gj ,  G, , . . . ,  G._, .  Noi  dob- 
biamo affermare  che  Ira  questi  ne  esistono  di  quelli  che  sono 
zeri  di  v(X  ;  yj;  dovi'à  cioè  essere 

(125)       H;(X  ;  ^.■")  =  RÌ8(f;(X  ;  «'"'  ;  yj  ,  r(X  ;  vj)  =  0  . 

Per  giustificare  le  (i34,),(124,). .. .  occorre  osservare  che  la 
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condizioue  che  G^  duo  abbia  fattori  comuni  col  massimo  comuu 
divisore  delle  /;_,^  [n.  XLVII  dj]  è  certameote  soddisfatta,  per- 
chè altrimenti  esisterebbero  zeri  comuni  alle   funzioni   f„,fti, 

/"„,,...,  tì, G^ ,  —  e  quindi,  a  più  forte  ragione,  comuni  alte 

sole  /°oi  1  /"o, .  ■  ■  - ,  G, ,  G, , . . . ,  G,.  —  ,  in  cui  le  y^, ,...,(/,  hanao 
valori  arbitrari  contro  la  definizione  delle  G, .  Lo  si  verifica 
d'altronde  facilmente:  si  osservi  infatti  che 

H.{i;0«;...;y,  ...yJ  =  H,(X;  «;...;  v.  ...  !/J  ; 

quindi  fra  le  f^^  sono  tntte  le  f^J  ;  poiché  G,  non  ha  un  fattor 
comune  con  tutto  le  f^^  non  avrà  nemmeno  uu  fattor  comune 
con  tutte  le  f,^;  indichiamo  ora  con  n'  le  variabili  «"  che  iu 
(123,)  sono  coellicieuti  delle  /ij  ;  sarà  ugualmente 

Hia  :  00  ..  u';<...  ;  y,  ...  vJ  =  H,(X  ;  7i\...  ;  y,  ...  yj. 

e  quindi  fra  ie  /ij  vi  sono  tutte  ,le  f,j  ;  perciò  G,  non  ha  un  fat- 
tor comune  con  tutte  le  /",j  ;  e  cosi  via. 

d)  Osserviamo  ora  che  tutti  i  calcoli  indicati  in  (123,), (12-1,), 
(123,),..  .,(1^)  si  possono  eseguire  nel  campo  numerico  6'*'^', 
esteso  di  Q'^'  coll'aggiunta  delle  variabili  è,,  assumendo  4,  nie- 
desima  come  valore  £,*:  a  /*(*,  a?,  ...  icj  si  sostituirà  ajlora 
semplicemente  la  funzione  j7{^o^,  ...  ;  ^, ^,  ■■-  ^.). 

Indichiamo  con  F;^'(X  ;  4  :  "'"  ;  y)  -  H,'^'(X  ;  5  ;  m''"'  ;  v)  le 
funzioni  che  vengono  a  prendere  il  posto  delle  V^{X  ;  u'"  ;  y)  e 
delle  H^()L  ;  u""'  ;  y)  rispettivamente. 

Poiché  le  G^,(!  sono  indipendenti  dalle  i,  (o,  sé  sì  vuola, 
considerate  come  funzioni  delle  y, ,^,  sono  regolari  rispetto  a 
I/^,V„  rispettivamente)  sarà  [n,  XL] 

H^CX  ;  tt'^'  ;  y^,  ...  i/J=c,h1V  ;  4°  ;  "'"  ;  tf^,  -  Vj  . 

dove  c^  rappresenta  un  numero  di  <3'^'  ;  iu  particolare 

H*(X  ;  ?('»')  =  e, h'*'(X  ;  Ì°  ;  ?*'"')  . 
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Da  {125}  si  ha  dunque  che  condizione  necessaria  e  su/flcien/e 
[icìvhè  per  5,  =  è,°  la  funzione  P(k^^t  ...  :  a:^o\  ...  ;i^^)  oaiga 
ad  avere  coinè  zero  un  elemento  di  v„  è  che  sìa   . 

tì'}\X  ;  i"  :  «■•")  =  0  . 

Nui  iibbiamu  supposto  che  le  £,°  l'ossero  iiumei-i  di  un  c:tm[)0 
derivato  da  i2:  H„'^'().  ;  è°  ;  «'"')  risulta  allora  uu  polinomio 
uelle  variabili  \j,vj'",  e  duvruuuo  pssere  nulli  tutti  i  suoi  coef- 
ficienti: se  dunque  indichiamo  con  /(j{4o$,  ••■  )  i  ooefllcienti 
dì  H„'^'(X  ;  è  ;  »'"')  considerata  come  polinomio  nelle  variabili 
Kt''*j'*^>  Is  condizione  trovata  sì  riduce  a  che  le  è,"  sinno  le 
cooì-dinale  di  imo  zero  coìnimc  alle  funzioni  /ij{4o4i  ...  )- 

Avvicinando  questa  conclustoue  alla  proposizione  stabilita  in 
a),  si  ottiene  che  tutti  e  soli  gli  zeri  comuni  alle  funzioni 
/'j(^4,  ■■■  )  sono  gli  zeri  della  funzione  P(v,,9/*  ;  èoS,  ...  ) 
[(121')].  Considei'iamo  per  un  istante  le  hj{i^i,  ...  )  come  fun- 
zioni razionali  intere  nel  campo  fi^,  cui  sappiamo  appartenere 
i  coefficienti  di  P:  ciò  è  possibile  poiché  i  coefllcienti  delle 
Aj  appartengono  eHettivameute  a  €;  si  ha  allora  [  n.  XLI] 
che  le  funzioni  A^{4„i,  ...  )  hanno  un  ■masHtìnn  comun  divi- 
sore di  gra-in  >  0 ,  il  quale  ha  per  zCì-i  tutti  e  soli  gli  zeri  di 
P(vi) .  ?«  ;  4,,  4i  --.  )■  Non  esistono  altri  zeri  comuni  a  queste  fun- 
zioni, all' infuori  di  quelli  di  questo  massimo  comun  divisore. 

Indichiamo  questo  massimo  comuu  divisore  con  R(4|,4,  ...  ): 
poiché  le  Aj  sono  funzioni  razionali  intere  in  i2,  lo  stesso  avviene 
di  11  [n.  XIII],  Esisterà  quindi  una  funzione  razionale  intera  in 
©  di  grado  minimo  fra  quelle  che  hanno  gli  stessi  zeri  di  11  [n. 
XLI],  e  sarà  determinata  a  meno  di  un  fattor  costante  (dì  (?); 
la  chiameremo  il  risultante  della  funzione  generica  di  grado  m 
rispetto  a  v„,  e  la  indicheremo  con  RÌ8(v„.)«).  ovvero,  per  porre 
jn  evidenza  le  variabjli,  con  Ris(vn,?/i  ;  4„4,  .„)  o  K\i{v^;m  ;  è). 

Se,  come  vogliamo  supporre, ,  io  S  si  verilica  la  proposizione 
del  a.  XLII  (par  es.  0  contiene  il  campo  dei  numeri  interi  ov- 
vero è  finito),  un  ampliamento  dì  Q  non  permette  di  abbassare 
ulteriormente  il  grado  di  questa  funzione;  ora  si  è  visto  in  a) 
Lbvi  38 
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che  la  funzione  di  grado  mioimo  in  ©„  che  ha  gli  stessi  zeri  è 
I'(v«i"i  !  ^^1  ■-•  )i  queste  funzioni  non  differiscono  dunque  che 
per  UQ  fattor  costante;  e  poiché  appunto  un  fattor  costante  è 
arbitrario  in  R,  potremo  scrivere 

.(126)      RÌ8(v.,OT  ;  4)  =  cPK,m  ;  4.4,  ...  )  =  R(èo4,  ...)  . 

In  a)  si  era  trovato  che  P(v,,j>ì  ;  $,4i  --.  )  è  luazione  ra- 
zionale intera  in  S^;  le  osservazioui  precedenti  mostrano  più 
precisamente  che  i  suoi  cuellfctenti  diventano  numeri  di  Q  me- 
diante moltiplicazione  per  un  fattor  comune. 

Osservazione.  Il  nuovo  significato  che  qui  ai  viene  od  attribuire 
alla  nozione  di  <  ritultante  *  e  quindi  ni  segno  RÌ8  non  è  che  un'esten- 
sione dì  quello  che  ad  essi  compete  secondo  il  §  6,  □.  42  (§  7,  n.  14);  m 
cioè  V,  è  [n.  XXXIX]  la  varietà  degli  zeri  della  funzione  g(x),  m  è 
il  grado  di  /{x),  e  ^^  i  4|  <  —  sono  i  coefficienti  di  questa  funzione  sup- 
posti  variabili  [cfr.  n.  XLV  aj],  RIsCv,,!»  ;  4)  ^  la  funzione  di  grado 
minimo  che  ha  per  zeri  i  sistemi  di  valori  della  ^  per  cui  /(x),g(j) 
vengono  ad  avere  uno  zero  comune;  essa  non  può  dunque  diSerire  che 
per  un  fattore  costante  (arbitrario)  dal  ftìs(/,g)  [n.  XVII,  XLT  a)]. 

LXIl.  a)  Dall'espressione  (121),  P  risulta  prodotto  di  M  fun- 
zioni lìneitri  om(^enee  delle  variabili  4,;  quindi  [§  2,  n.  17;  §3, 
n.  17;  (126)]  Rl8(v,  ,»i  ;  4)  è  una  funzione  omogenea  di  grado 
M  dette  variabili  4,.  Si  ha  inoltre,  da  (121),  (122'), 

P(v„.m  ;  è,  0  0  ..,  )  =  4."  : 

adunque  RÌ8(vo ,  ;«  ;  4)  ha  precisamente  grado  M  rispetto  aita 
variabile  £. . 

h)  Confrontando  con  (126)  si  ottiene  inoltre  che  il  termine  di 
grado  M  in  4,  di  R(4oè,  ■■-  )  sarà  e4,":  la  costante  e  in  (126) 
è  dunque  un  numero  di  (?  (non  soltanto  di  £„);  ed  i  coefficienti 
di  P,  che  in  a)  si  erano  affermati  numeri  di  G„,  sono  numeri 
razionali  derivati  da  <i  [§  1,  u.  XI;  u.  XIII  1'],  col  denominator 
comune  e. 

Se  Q  è  un  campo  di  razionalità,  si  potrà  dunque  senz'altro 
supporre  e  =  1. 
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Se .  ìQvece  S  è  campo  &'  integrità,  si  può  sempre  assmno-e 
per  e  un  prodotto  di  soli  fattori  dei  coe/flcientl  dei  polinoìui  tiel- 
le  X^  t  quali  sotto  coe/Jìcienti  dei  termini  di  grado  massimo  W- 
spettiramejite  in  G,,,  ,G„  -- 1  G„_,y  ,v;  è  infatti  facile  vedere 
che  soltanto  questi  fattori  entrano  a  costituire  i)  coefficiente  del 
termine  dipendente  dalla  sola  ^,  in  una  alnieuo  delle  funzioni 
A^(è,è,  ...  ),  A  tal  line  teniamo  presente  che  si  ottengono  i  ter- 
mini delle  sinj^ole  A/^^i  •■■  )  indipendenti  da  4,,^, ,...  ponendo 
in  esse  4|  =  &,  =  ••■  =  0.  PonJamo 

/■{*,.r.  ...  .rJ  =  /-„(X  ;  y,  ...  1*^=^0  ; 
sìa  inoltre 

si  ottieoe  [a.  LXI  (124,),  n.  XL  (82");  §  7.  n.  14  {2i}] 
H;«'(X  ;  4oOO  ...  ;  u\00  ...  ;  y.  ...  vJ  =  fi,.»'Rl8«4.,G,^^) 

dove  8'  indica  un  e.'^poiiente  conveniente;  adunque  fra  i  coefH- 
cieoti  /"ij'^'  di  Hj'^',  considerata  come  polinomio  nelle  u'j,  ve  o'è 
uno  nel  quale  il  termine  indipendente  dalle  è, ,^, ,...  è  della 
forma  Sj/So"'. 

6„  è  indipendente  dalle  variabili  y,,...,y„  {pei-chè  G,  si  sup- 
pone i-egolare  rispetto  a  y,);  ragionando  analogamente  al  prece- 
dente alinea,  si  ottiene  quindi  che  fra  le  /\J^'  ve  n'è  una  in  cui  il 
termine  indipendente  dalle  4i  .è,  1 .  -  è  della  l'orma  *,„''"" iio*" £„"'"" 
(dove  fijoi/,""  è  il  termine  di  grado  massimo  di  G,,,  ),  e  cosi  vìa. 
Infine  fra  i  coefficienti  dì  H,'*'  {chiamiamoli  kjiX  :  4»^,  ...  ) 
[cfi".  d)])  ve  n'è  uno  in  cui  il  termine  indipendente  da  £,,£,,  .•• 
ha  la  forma  6,,*'*,,*"  ■.-  6«o*"  V.  <lo^'e  8',  »",...  .S'-'.v  sono 
esponenti  convenienti:  sviluppando  il  prodotto  delle  5;,*''',  si  ot- 
tiene nn  polinomio  nelle  X^  i  cui  coelllcieuti  sono  i  coefficienti 
delle  hj  di  cui  si  voleva  provare  l'esistenza. 

e)  Da  (121),  (126)  si  vede  pure  che,  se,  come  al  n.  XXXV,  si 
indica  con  N  (»*;',  n)  il  numero  dei  termini  di  una  funzione  razlo- 
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naie  intera  completii  di  grado  ìo'  di  n  variabili,  è,  per  '«)'<»!, 

RÌ8(v„.;,i'  ;  4)  =  RÌ8(v,,»i  ;  4,4,  ...  4„„„,  „,.,  0  0...). 

lu  particolare 

Ri8K,i  ;  ij  =  RÌ8K,73)  ;  4„4,  ■■■  S„oo  ...)  . 

Si  lia  preci samiiii te  Ris(v, ,  1  ;  è)  da  (1-26),  (121),  (122"),  po- 
nuiido  in  (juest' ultima  espressione  l(%^,  ...  ;  a»,  ...  ai,)  =  0. 
Facciamo,  in  particolare,  4o  =  l/„.4,  =  —  Ji,„  (1  ^':£'*  —  1)- 
4,^^—1,  e  conl'roiitiiinio  co»  (120);  ai  ha 

(1--Ì7)  jì(//.     -li,,,  ...  -ti„_,,.    -IO...) 

=  fl'Cv„,i  ;  y„    -»».„... -P„.,„    -1)=ì:(ì  :  i/J  . 

d)  \\  ragionamcuto  del  q.  prec.  si  può  ripoture  anche  sup- 
ponendo attribuiti  alle  X^^  valori  \'  soddi^ra centi  alla  condizio- 
ne (97):  una  nindificazione  occorre  soltanto  nella  conclusione, 
in  quanto  ll„"(i*  ;  «'■')  e  H„'^\l°  ;  %  ;  u'"')  appariranno  poli- 
nomi nelle  sole  ii."':  e  si  otterrà  cos'i  che  anuhe  il  massimo 
comuQ  divisore  delle  funzioni  k^iy."  ;  ègè,  ...)  coellJcienti  di 
H„'^'(X*  ;  4  ;  «'"')  sarà  costituito  dai  soli  l'attori  di  RÌ8(v,,  j»  ;  4). 
e  potrà  serviit!  a  determinare  questo  risultante. 

Ne  segue  facilniente  che  S.\%^  4i  -  ■  .)  è  aoclie  il  massimo  comiin  di- 
visore delle  fiinaioni  iyX  :  4„4,  ...)  ooefticienti  di  H„'^'(X  ;  %  :  «'"'; 
espressa  come   polinomio  nelle  variabili  u.'"'. 

e)  Sì  può  supporre  che  il  sistema  di  l'unzioni  f^,f^...  sia 
scelto  per  modo  [n,  LIX  b)\  che  v„  sia  la  loro  completa  interse- 
zione in  (3. 

La  ricerca  degli  zeri  di  /"(.^,  cc^  ...  j:^  apparteueuti  a  v,  si 
riduce  allora  alla  determinazione  dell'intersezione  delle  fun- 
/■, A. /■,,--..  ed  i  calcoli  precedenti  [n.  LXI  v)\  si  identilìcano 
coi  calcoli  prescritti  a  questo  scopo  al  u.  XLVII  h).  E  utile 
osservare  che  le  funzioni  G|.(ì,, , . . ,  G„_,  si  ideutiflcauo  allora 
colle  fai.fn /n_,  1  relative  alla  determinazione  della  in- 
tersezione delle  /},   oude  alle  Cormole   (ia4,),(124,), . ..  ,(1-J4„_,) 
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.sì  S().stiluii'aiiii()  le 

(124',,}   e'ax  ;  «'^'  ;  i/)=Rì8(f;  a  ;  "'"  ;  v),C-,,,(x  ;  y. ...  vj) . 

ConiH  .il  II.  LXI  rj,  ai  vede  che  Ira  i  co(i(Iìcieiiti  /'„_,.  di  H,_, 
sono  tutte  le  /„_,_,.  ;  r  è  il  ni.  e.  d.  di  queste  /'^_,j\  ma  poiché, 
come  si  osservò,  si  tratta  ora  di  giudicare  dell'esistenza  di  uno 
zero  qualunque  comune  alle  f',f^.  e  qiiiiidi  dell'e-sistenza  di  un 
coraun  divisore  qualunque  alle  /'„_,j,  si  potrà  sostituire  alla 
condizione  (125)  l'altra 

(128)       I-l',(X  ;  »''■')  =  Ks{Fla  ;  """  ;  vù  .  /"„_, .  (X  ;  yj)  =  0  . 

Se  infine,  invece  della  /"(.-f, .-p,  ...  .'»■„),  si  introduce  in  questi 
calcoli  la  fuuzioue  p(4jè,  . . .  ;  a;,  a,  . . .  xj  a  coelllcieuti  va- 
riabili, si  definiranno  [n.  LXI  dJJ  funzioni  EJ^'(X;i;u"'';y);  e 
per  la  nuova  HJ^'(X  ;  è  ;  n'"')  [cfr.  (128)1  varranno  tutte  le  cose 
dette  dianzi. 

LXIII.  Intersezione  di  una  varietà  algebrica  con  una 
funzione  razionale  Intera.  —  l.f-  considerazioni  dei  u.  prec. 
[LXI.  LXII]  troiano  un'importante  applicazione  nello  studio  delle 
eventualità  che  possono  pi'esentarsi  riguardo  agli  zeri  di  una 
l'unzione  razionale  intera  /'(•-», jr,  ...  xj,  i  quali  appai'tengano 
ad  una  varietà  algebrica  assegnata  (in  ©)  v„_g,  di  dimensione 
n~e.  Diremo  che  questi  zeri  costituiscono  l'intersezione  di  /"  B 

«>■._.. 

a)  Supponiamo  perciò  anzitutto  che  detta  v„.o  sia  deter- 
minata come  intersezione  parziale  delle  funzioni  /^(a;,  ir,  ...  a;,) 
(^  =  1,2,,,.).  Applicando  a  queste  /}  il  procedimento  del  D. 
XLVII,  si  determineranno  le  successive  funzioni  G[ ,  G, ,... ,G,_, 
[(ffij] ,  Va[(9Ja)];  infine  a  un  divisore  v(ì.  ;  y,  ...  ;/„)  di  questa 
V,  corrisponderà  [n.  XLVII  cj]  la  «,_,  assegnata. 

Per  determinare  gli  zeri  della  f  appartenenti  a  v„_,  appli- 
cheremo ora  il  procedimento  del  n.  XLVII  d)  [cfr,  n.  LXI  c)\  al 
sistema  delle  funzioni  /■,/■,,/■,,...,  assumendo  come  funzioni 
(J,,(j,....,Ga_,  le  stessa  oim  nominate:  si  c'isti-uiraniio  cosi  lu 
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funzioni  (123,) , (]24,) ,  (|-23,) , (121,) , . . . , (12J„_,)  ;  si  dovranno  in- 
fine cercare  gli  zeri  comuni  alla  fun^tione  v  ed  alle  f„_,j. 
Poniamo  perciò 

(iSft)       nx  ;  1/,  . . .  i/J  =  ^(X  ;  V,  . . .  yJwiX  ;  y,  . . .  i/J  , 

dove  il  Tattore  /  comprende  tutti  {e  soli)  i  fattori  di  v  che  ap- 
partengono pure  al  massimo  comun  divisore  dalle  /',_,y  Sarao- 
no  zeri  di  /■  appartenenti  a  v„_,  : 

1°  gli  elementi  di  y^_,  che  corrispondono  agli  zeri  di 
/(X  ;  1/,  ...  i/J;  essi  cnstitniscono  ancora  una  varietii  t„_„  di 
dimensione  «  — ct. 

2*  gli  elementi  che  corrispondono  agli  zericomuni  alle  /"^,^ 
e  a  tc(X  ;  y,  ...  //„);  essi  costituiscono  l'intersezione  di  /"  e  della 
varietà  «-^.^  definita  da  te  [n,  LVIII],  Si  determineranno  que- 
sti zeri  ponendo  ancora 

{12:V  VUX  ;  n^"  ;  v)  =  2^^'rl^^i 

(130)     hI(X  ;  11'°'  :  v)  =  RÌ8(F;,  a  ;  u'"  ;  y)  ,  w^fX  ;  y,  ...  yj) 

e  cosi  proseguendo  come  al  n.  XLVll;  essi  costituiscono  dunque 
varietà  di  dimensione  <  h  —  ct  ,  ed  il  problema  proposto  al  prin- 
cipio si  riduce  allo  studio  di  queste  sole  varietà.  (Si  noti  però 
che  qualcuna  di  queste  varietà,  essenziale  per  l'intersezione  di 
/'e  «■„_,,  potreljbe  risultare  non  essenziale  per  l'intersezione 
di  fé  v„-o.  perehè  contenuta  in  *,_„). 

Osservazione.  Le  precedenti  conclasioni  permettono  di  mettere  in 
rilievo  ana  proprietà  cnrfttteristicH  delle  varietà  irreduttibilj :  se  cioè 
v„_o  è  irreduttibile,  e  quindi  è  ìrreduttibile  v{X  ;  i/,  ...  i/J,  una  delle 
funzioni  t,u'  [(129)]  si  riduce  all'unità;  ei  ha  quindi 

^{X  ;  y,  ...  yJ  =  ((X  ;  y,  ...  j/J 

"(>■  ;  y»  ■■■  »»)  =  "■(>■  ;*<.-■-  Vn)  ■ 

Nella  prima  ipotesi  [1°]  v,.,  è  interamente  ooatituita  di  ieri  di  /; 
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nella  seconda  ipoteai  [2°]  l' intersezione  di  v^^  con  /  risulta  intera- 
meDte  di  varietà  di  dimeosione  <n  — cr.  Dunqua  te  ima  /unzione 
/(i,  x,  . . .  xj  non  ha  par  zeri  tvtli  gli  elemetUi  di  una  v,_a  irreduttibUe 
[a.  XLVII  o)],  la  $ua  interseaione  con  qaetta  v,,„  non  può  contenere  una 
varietà  di  dimeneioae  n  —  a. 

In<oenamaUe,  te  queeta  proprietà  ti  verifica,  la  v„_g  i  irreduttibile,  per- 
chè se  v^^g  fosse  riduttibile,  e  w„_a  fosse  una  sua  parte  di  dimensione 
n  —  a,  DOD  tutte  ]e  funzioni  di  cui  w^_„  è  completa  iatersezione 
[a.  LIX  b)]  avrebbero  per  zeri  tutti  gli  elementi  di  v^^. 

bj  Dobbiamo  ora  upprofoodire  lo  studio  dell' intersezione  di 
f  cou  la  componente  di  dimensione  n — a  di  v,_,,  la  quale  non  è 
costituita  interamente  di  zeri  di  f.  Possiamo  supporre  che  v,_, 
ai  riduca  a  questa  sola  parte;  supporremo  inoltre  [n.  LIX  b)] 
che  essa  sia  la  completa  intersezione  delle  funzioni  /■,,/",,...• 

Questa  ipotesi  non  i  veramente  essenEiale  per  il  ragionamento  cbe 
segua:  d'altronde  è  ben  naturale  che  ciò  sia,  perchè  nulla  si  muta  al 
problema  proposto  mntanlo  il  modo  di  definizione  della  v,_,  ;  senza 
di  essa  però  qualche  particolare  richiederebbe  maggiori  spiegazioni  ; 
cosi,  ad  es.,  l'afEermazione  che  airintersezione  che  noi  tosto  determi- 
neremo in  Q'^'  corrisponda  eifettivamente  una  varieUi  in  Q;  essa  ai 
presenta  d'altronde  opportuna,  per  uno  stretto  rigore,  affine  di  con- 
nettere direttamente  la  considerazione  di  questa  intersezione  alla  defi- 
nizione generale  di  varietà  algebrica  [a.  XLVII  e  seg.]. 

Si  tratterà  di  cercare  gli  zeri  comuni  alle  funi^ioni  /"./"i ,/",,. -■ 
Applichiamo  dunque  il  procedimento  del  n.  XLVII,  assumendo 
[cfr.  n.  LXn«J]  come  funzioni  ^^l  =  0,,f^,==G,,...,^o.|^  =  Gt,.^ 
le  stesse  che  occorrono  nella  duterminazioue  di  \'„_g  come  inter- 
sezione delle  /J.  Come  ai  u.  LXI,  LXII,  indicheremo  ancora  con 
r'-,i(i^  ;  y.  .-  vJ,f'(X  ;  «■-'  ;  i/).h'(X  :  ?*'-'  ;  y^,  ...  yj  le  fun- 
zioni analoghe  alle  /",._, j,  tV,  H,,  del  u.  XLVII,  relative  alla  de- 
terminazione dell'intersezione  di  /',/■,,/",,-.-;  osserveremo  [n. 
LXI  e}}  che  fra  le  f,_,j{r^o)  si  trovano  tutte  le  /"...^  che  oc- 
corrono nella  determinazione  dell'intersezione  delle  /^  .  11  ni.  ed. 
delle  /"a.jj  è  vi}.  ;  j/,  - . .  yj;  ma,  per  ipotesi,  esso  non  ha  fattori 
comuni  con  tutte  le  f^.,j',  adunque  le  f„_,j  non  hanno  divisor 
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comuTie  (dì  gt-ailo  >0)  e  si   piilrà  porre  |  cfi-.  n.  LXU  ej  (I:i8)| 


Chiatnandu  ancora  fgj  i  cueUicÌBiitì  di  H,  espressa  cointt  {xili- 
uoiuio  nelle  /(j"",  dovremo  porre  fu.  XLVII  (fil,.)] 

(l.-ll)      V,^,  {X  ;  v„^,  . . .  ;/„)=  m,  e.  d.  ilelle  /^^(X  ;  y,^,  ■ . .  1/ J  ■ 

Se  questa  Vo+,  ha  ucado  >0,  essa  defluisce  una  1',.o_,  del- 
l'intersezione  in  S"  delle  ruitzioiii  /",/j;  e  ijiiesta  'V^_,_,  sar;i 
certo  essenziale,  perclié  udii  esistouo  varietà  di  dimensione  mag- 
gioi'tì  costitnenti  questa  intersezione;  essa  detiuirà  quindi  pure 
una  '-1'^  ,,,  appartfiifnttì  all'intL'i'sezioiie  in  £  delle  /",/'  e  cioè 
all' intersezione  di  fa  della  v'„_, . 

L'hilersezi-me  di  f  ^  lii  •■Vo  ^  coslituila  da  questa  'V^.^.i. 
quaiitfi)  c$.''a  esisfe ;  in  nes.tìin  cnso  enxa  confiene  altri  elententi 
che  (piclli  di  qiii'fil'i  "l'n.,., .  Nelle  linee  [irecedeuti  è  infatti  pi*o- 
vato  che  '^l'„_g_,  appartiene  all'intei'sezione  cercata;  per  mo- 
strare che  a  questa  intersezione  non  appartengono  altri  elementi 
occorre  qualche  più  minuta  considerazione. 

Siano   ^n^, p„   numeri   di  un  «ampo  derivato  di   6":  a 

Off+.  '.■  P,J  corrisponderà  [n.  XI-iVll  c^]  uno  zero  comune  alle 

runzionì  /■,/■,./", quando  esiste  uno  zero  comuiie  alle  l'unzioni 

r'iX  ;  i/.  ...  y,K^,  ...p,)./";ti  ;  V,  .-.  tf.P»,  .-■  PJ  (.;=i  ,^,...). 
L'intersezione  delle  funzioni  f^{\  ;  y,  ...  VoPatt  ■•■  P»)  ^  ""^ 
varietà  v'„  di  dimensione  0,  jfli  elementi  della  quale  hanno  per 
coordinate  le  prime  9  coordJEiate  degli  elementi  di  v„_„  corri- 
spondenti a  (Po,.,  ...  P,)-  Si -ottiene  facilmente  la  funzione  che 
definisce  questa  v',,  uppllcaudo  le  considerazioui  del  u.  LIV  itve 
si  faccia  p^i;  poicliè  fn.  LIX  c)\  per  i'<^a  è  V,.(>1  ;  y^ ...  yj  =  l, 
segue  [n.  LIV  (100') .  (109)J  che  anche  U.(x  ;  3,  ...  2,)  =  I; 
onde  la  completa  intersezione  delle  f^iX  ;  y,  ...  ì/oPo+i  ■  ■  ■  PJ 
sarà  la  varietà  v'„  definita  dalla  W„(x  ;  ;,ì  [n.  LIV  {110)J,  m.cd. 
delle  l'unzioni  /'o.ijCd  ;  -JoPnn  ■-.  PJ:   P*""  l'ipotesi  che  v,_,  sia 
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la  coiujjluta  intei-sezioiie  disile  /\.  sai-à  ci>si 

(Vii)  vjx  :  s,)=£(6  ;  -„p„^,  ...  p„)  . 

Se  M  è  l'onliiitì  di  v^_„  (e  cioè  il  grado  di  /'(X  ',  y,  ..-  yj), 
l'npdiue  di  v',  sarà 

(133)  M':^M  , 

yaleiido  il  segno  <  o  il  segno  =  secondo  che  y(6  ;  z„^„^,  ...  p„) 
ha  o  non  ha  zeri  multipli. 

Iiidicliiamo  cou  in  il  grado  di  f  e  di  /"  ;  /"(i  ;  y^  ...  i/oi/a+i  ■■■  VJ 
è  il  valore  che  assume  ima  funzione  p(ti,'ri|  ...  ;  y,  ...  ^9)  di 
grado  Jii ,  a  cueflicieuti  T)a,ti, ,...  variabili,  ({uaiirlo  .1  queste 
variabili  si  attribuiscono  convenienti  valni'ì 

(I3lj  ti,  =  -n,(i  ;  v„^,  ...  vJ  =  »!,"", 

t'unzioui  razionali  intere  in  Q'^'  delle  tfa+i  ■  -  ■  ■.V-;  e,  cori-i-spon- 
dentemente,  si  otterrà  /"(X  ;  v,  - . .  tfoPoi-i  ■■■  P»)  ponendo  in  p 

(131")  t],=i„,(X  ;  p„^,  ...  p„)  =  V  . 

Se  a  (p,^.,  ...  p„)  corrisponde  ini  elemento  dell'intersezione  in 
t2'*'  di  /",/■,,/', i  valori  (i3t°)  debbono  soddisfai'e  alla  con- 
dizione ["■  l'XI  '/)} 

(1.3.">)  RÌ8(v'o,m  ;  ti°)  =  0  . 

Ris(v'„,m  ;  11)  ila  il  grado  M'  [(132),  (133),  n.  LXIl  aj\. 

Per  calcolare  RÌs(v'o,5/i  ;  t))  potremo  applicare  il  procedimento 
del  n.  LXld):  a  causa  dell'osservazione  del  n.  \.\ìld),  e  polche 
le  funziOEii  /",._, ^(X  ;  y,.  . .  yj  sono  rej^olari  rispetto  a  y^,  si  potrà 
'fare  a  meno  di  assoggettare  pcelUninarmento  le  l'unzioni  alla 
sostituzione  t  [n.  [.IV  (104)];  si  potrà  inoUj-e  applicare  l'os.^ei-vii- 
zione  del  o.  LXII  e)  ;  ed  infine  ai  potranno  ellettnare  le  succ.ìh- 
sive  determinazioni  delle  funzioni  II,"^'  partendo  dapprima  dalle 
funzioni  f^(X  i  Vi  ■  ■  •  Va  '•  Von  ■■■  tfJ  CDnsiddrate  coma  funzioni 
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delle  variabili  y^,  ■■-,]/„'  ^^^  campo  ^  esteso  di  €'^'  per  l'ag- 
giuQta  delie  i/„^ ,]/„,  e  pooendo  poi.  Delle  espressioni  otte- 
nute, y,  =  Pi  (i  =  i7+  !,...,«)■  Con  H„™'().  ;ti  ;  w'"  ;  y,^.^  ...  v,) 

indichiamo  la  a""  delle  H,'"^'  cosi  ottenute,  per  y„„ y,  Ta- 

riabiii,  e  [n.  LXIl  dj]  con  kj{X  ;  ii,ij,  ...  ;  pg^.,  ...  yj  i  coeffl- 
cieiili  di  essa  considerata  come  polinomio  nelle  u/"';  aSrìi 

Rl>{v',,m  ;  t|)=R(X  ;  H,»!,  ..-  ) 
dove 

R(X  ;  ti,-(],  ...  )=  m.  e.  d.  delle  ftj(X  ;  il  ;  p»+,  . . .  ^,)  . 
Ponendo 

(136)  R""(l  ;  tj.^,  ...  :  i/bh  -  i/J=m.c.d.  delle  ft/X  ;  ti  ;  i/,„  ...  y.l . 
sarà  quindi 

(137)  Ita  ;  ti, ti,  ...  )=R"="(i  ;  11,11. ...  ;  p^,  ...  pj  •  K(X  ;  t].-n, ...) 

dove  K  è  una  funzione  razionale  intera,  momentaneamente  in- 
cognita. 

Indichiamo  con  '^f,'»"  l'intersezione  delle /^'(X;^,...^^  ;  Vom-^J 
considerato  come  funzioni  delle  y .y,  in  '^;  sarà 

(138)  K^(ì.  ;  ■n.xì,  ...  ;  1/04.,  ...  yj  =  RisCV."" ,  m  ;  t|>  . 
D'altpODde  <V„""  sarà  definita  [n.  LIV,  cfr.  (132)]  dalla  funzione 

w;^'(5c  ;  2„)  =  t'(e  ;  «„  ;  y„^,  ...  i/«)  ; 

se  quindi  indichiamo  con  v^  i  polinomi  nelle  x^  analoghi  alle 
espressioni  (i^  delle  X^  [(62)],  per  la  relazione  (127)  [n.  XLH  e)] 
si  ha  che  R""(X  ;  z,  —  v,„  .. .  —  v^..^  —1  0  ...  ;  i/,„  ...  !/,) 
ha  gli  stessi  zeri  della  funzione  v{9  ;  z,  ;  i/,^,  ...  y.)  ^  quindi 
R^'ti  ;  So  — V-.-— v,_,,  — 10  ...  ;  p»^,  ...  pjhaglistes- 
si  zari  di  v{9  ;  Zg  ;  Pg^.^  ...  P.). 

La  funzione  di  grado  minimo  che  ha  gli  stessi  zeri  di  questa 
ha  grado  M'  [(13i),  (133)J;  e  quindi  la  funzione  di  grado  rai- 
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uimo  (della  variabili  Hb-xi,.---)  che  ha  gli  stessi  zeri  della 
R^'t^  ;  f\i,t[\  ■■■  ;  Pa+i  ■■■  PJ  ha  grado  ^  M'.  Ma  si  è  già  visto 
che  M'  è  il  grado  della  funzione  K(Jl  ;  i],yi,  ...)=K8(v\,m  ;  t]); 
e  da  (137)  segue  che  (^ni  zero  di  R'^'ti  ;  tj„ii,  ...  ;  p,^,  ...  ^J 
è  pure  zero  di  essa.  Dunque  Ris(v'« ,  m  ;  t))  qoq  ha  altri  zer-i 
che  quelli  di  R"'\X  ;  tij'n,  ...  ;  ^,^,^  ...  p„ì,  e  coDdizione  neces- 
saria e  sulllcieate  perchè  sia  verificata  (135)  è  che  (?„^,,  ■■■  Pj 
sìa  uno  zero  dì 

R'^'(i  ;  y\""  ;  v.^,  ...  i/„)  =  W(i  ;  y^,  ...  i/„)  . 

Osserviamo  ora  che 

rlja  ;  v„+,  .-■  i/«)  =  a;(ì  ;  fl"'  ;  i/w.,  -■■  i/J  ; 

coQfrontando  con  (131)  e  (136),  si  ottiene  che  W  è  un  divisore 
dì  Vo,.,(X  ;  Va+,  ...  j/,);  d'altra  parte  si  è  già  visto  che  ogni 
zero  di  V„^,(i  ;  y^,  ...  pj  rende  soddiafatta  (135),  e  quindi  è 
zero  di  W.  Si  conclude  finalmeute  che  [q.  XLIJ 

W(i  ;  i/„,  ...!/„)=  y„,  {X  ;  y„^,  ■■•yj; 

e  soddisfano  a  (135)  tutti  e  soli  gli  elementi  dì  'l*..».,  ■ 

e)  La  varietà  1',_o_,  non  esiste  quando  V^^,  risulta  dì  grado 
0;  questo  avviene  sempre  e  solo  quando  la  l'unzione  W  ha  grado  0 
e  non  è  nulla;  per  (131)  si  vede  inoltre  che  sarà  W=0  quando 
una  parte  di  v„_a  di  dimensiona  n—a  è  interamente  costituita 
di  zeri  di  /"  la)].  Queste  eventualità  devono  pei'ò  considerarsi 
come  eccezionali.  Fissiamo  infatti  arbitrariamente  un  sistema  di 
valori  ì^"  per  le  ).,,:  W  non  sarà  indipendente  dalle  y^  se  non 
è  tale  per  X^  =  X,*;  ora  si  può  sempre  scegliere  f(x^x,  ...  x„) 
in  modo  che  /"(X"  ;  Vi  ■■■  V^)  sìa  una  funzione  razionale  intera 
arbitrariamente  assegnata  delle  y, ,  e  quindi  siano  funzioni  ar- 
bitrariamente assegnate  le  ti,(X'*  ;  j/g^,  ...  yj.  Poniamo  per  es. 

fiX"  ;(/....  vj=ti,(i/^,  ...  yj  , 
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dove  la  funzione   ti,    ha  un  grado  qualunque  assegnato  ?rt>0, 
si  attiene  [n.  LXII  a)] 

W  a»  ;  y^,  . . .  yj  =  R-{X"  ;  n''  :  i/^,  . . .  i/J 

W  ha  quindi  grado  ^m>0. 

L'esempio  si  può  .evidentemente  ancora  mutare  a:  piacere;  in 
particolare  la  precedente  osservazione  varrà  se,  come  funziou-; 
f,  si  assume  una  />(£,$,  ...  ;  .T^x,  ...  xj  a  coefficienti  varia- 
bili [cfr.  n.  LXI],  perchè  questa,  per  valori  convenienti  di  dettfi 
variabili,  diviene  la  funzioni»  f  dell'esempio  sopra  considerato. 

Enunciamo  brevemente  queist'i  ossei-vazioni  dicendo  che  titut 
naricià  algebrica  v^  di  lUmenxinne  rf>0  è  in  genertile  inler- 
serala  da  una  funzione  razionale  intera  secondo  uiia  varietà 
di  fiimenxionc  d —  1,  Si  verifica  certainenle  questo  caso  gene- 
rafe  se  la  funzione  ha  coefficienti  variabili  (distìnte  fra  loro 
e  non  altrimenti  comparenti  nella  questione). 

LXIV.  Qualche  considerazione  complemeutai-e  al  ragionamento 
del  n.  prec.  ci  pei'mette  di  assej^nare  facilmente  un  limite  su- 
periore per  l'ordine  della  varietà  'V„_o_, .  intersezione  di  v..»  ^ 
di  /":  un  tale  limite  superiore  è  fornito  dai  grado  di  \V. 

a)  Osserviamo  che  non  si  limita  la  generalità  delle  conclu- 
sioni supponendo  che  la  funzioni  considerate  siano  tutte  omoge- 
nee. Se  cioè  i  polÌLomi  f^{x,  ao,  ...  x^)  ,  flx^-v,  ...  x„)  non  fossei-o 
omogenei,  si  potrebbe  ridurli  a  tali  mediante  l' introduzione  di 
una  nuova  variabile  x^,  [§  2,  n.  tìO].  Mediante  una  sostituzione 
della  forma  (88)  si  avrebbero  ancora  funzioni  trasformate  omo- 
genee [§  4,  n.  2];  e  sarebbero  quindi  omogenee  tutte  le  funzioni 
/■^j  che  ne  seguono  colle  operazioni  dei  a.  XLVII,  LXI,  LXH. 

Invero  per  fare  in  modo  che  anche  F,  risulti  omogenea  basta  porvi, 
invece  delle  variabili  »' ,  fattori  della  forma  v^y^n  •io'^^  «j  sono  espo- 
nenti convenienti:  allora  anche  H,  risulta  omogenea;  d'altronde  que- 
sta H,  non  è  die  il  valore  della  H,  dei  n.  XLVII   per    »  =e  y^,; 
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□e  risulta  che  anche  i  coefBcienli  di  questa  fiinEione,  considerata  come 
polisomio  nelle  u'  ,  debbono  già  easere  ODiogenei;  dall'omogeneità  delle 
/li  segue  ora  analogamente  quella  delle  /,  ,  e  così  via. 

In  questa  sostituzione,  si  potrà  porre  JL„n.,  =0  [n.  XLVIII], 
io  modo  che  aia  oj^,  =  i/„^,  ;  allora  si  ritorna  alle  funzioni  fj ,  f 
proposte  e  alle  fuozioui  successi vaiiteu te  dedotte  da  esse,  po- 
nendo a?^,  =  j/,^,  =  |  ;  per  eflètto  della  nominata  ritluzione  delle 
l'unzioni  f^,f  ad  essere  omogenee  si  viene  dunque  soltanto  a 
sostituire  ai  polinomi  p„(X  ;  y^  ...  y„).  Vo^,(X  ;  i/o^,  ...  yj  i  cor- 
rispondenti polinomi  omogenei  [g  2,  n.  50],  eventualmente  mol- 
tiplicati per  uua  potenza  della  nuova  variabile. 

bj  Supposto  duuque  di  operare  con  funzioni  omogenee,  saranno 
anche  funzioni  omogenee  tutti  i  divisori  di  Vo^,ti  ;  i/„^.,  .  • .  i/„) 
[§  2,  u.  18;  §  6,  n.  XXXI,  XXX;  n.  XLVI,  XUj  e  quindi  an- 
che i  divisori  di  W(X  ;  ;/„+,  ...  y,,)  e  R''"(X  ;  ■«i'"'  ;  y,^,  ...  y,). 
Ciascuna  delle  ti,(X  ;  y^^,  ...  y,ì  sarà  iuoitre  una  l'unzione  omo- 
genea di  un  certo  grado,  determinato  dai  suo  indice  (tale  che, 
ponendo  [(134))  ifi,=ti,().  ;  j/„^., ...  i/„)  in  p(ti,i1i  ...  ;  y„+,  ...  yj, 
si  ottenga  una  funzione  omogenea  di  grado  m).  Chiamiamo  per 
uu  istante  peso  di  tj,  questo  jfrado,  e  chiamiamo  peso  di  un  mo- 
uomio  nelle  variabili  t),  e  y^  la  somma  dei  pesi  dei  suoi  fattori  % 
(distinti  0  non)  e  degli  esponenti  dei  suoi  fattori  y^{i^9-\-l , ...  ,n). 
Con  Q().  ;  "n  ;  y,^,  ...  y^)  indichiamo  la  funzione  razionale  in- 
tera di  grado  minimo  avente,  rispetto  alla  totalità  delle  va- 
riabili ■«ii-^i,  gli  stessi  zeri  di  ÌV^I.X  ;  t]  ;  y^,  ■■■  y„);  e  con 
A^ftì  ;  y,^,  ...  yj  il  polinomio  formato  dai  suoi  termini  di  peso 
m,  per  modo  che  si  potrà  scrivere 

Q(i  ;  ti  ;  yo+,  ...  y,)  =  2A„(t)  ;  y„^,  ...  yj  . 

La  somma  indicata  nel  secondo  membro  deve  ridursi  ad  un  termi- 
ne solo;  se  invero  in  essa  esistessei-o  due  termini  A„  ,  Ap  (o4=P)> 
si  potrebbero  determinare  dei  polinomi  t)i""=='<li(^  '•  V,+,  ■■•  V«)i 
omogenei  e  dei  gradi  uguali  ai  pesi  delle  rispettive  %,  e  tali 
che  tanto  A„(iii'"'  ;  y„+,  ...  y,)  quanto  Agiti'"'  !  Vn-n  •■■  Vn)  "**" 
risultino  nulli. 
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Un  modo  di  giungere  a  ud»  tal  determìnaaìoue  può  esaere,  per  ee.,  que- 
Btoi  tteaegnamo  arbitruriamente  alle  i/.(i-=a-\-l  ,  ...  ,  n)  e  alle  ij,  valori 
p,  e  ir],'  in  UD  campo  ©„  derivato  di  S,  UH  che  Aj(tl°  ;  P^,  ...  PJ 
6  Aafll°  ;  Pa^,  ...  P.)  siano  due  oumeri  a^ ,  Oo  non  nulli;  determinìatco 
quindi  delle  funzioni  razionali  int«re  omogenee^in  ($^  ^i(!/a>i  —  ^.V 
del  gradi  uguali  ai  pesi  delle  t),,  tali  che  ?Ì,(Pb^,  -..  P„)^t1,*i  «  formiamo 
la  funziono /'fy,^,  ...  ^hJ^PÌ?»?!  ■■■  !  Va+i  —  ?■)■  Indichianio  quindi 
con  l^j"  UD  sistema  di  numeri  soddisfacenti  alla  condÌEÌoni  (97)  rispetto 

al  sistema  delle  funzioni   /,,/,> ;    e  chiamiamo   /(x,  x,  ...  z^)    la 

trasformata  per  T'°  di  detta  /'.  Da  questa  otterremo,  mediante  la  so- 
stituzione  T,  una  funzione /'(X  ;  y^  ...  y^  che,  co a^iderata  come  fun- 
zione delle  aole  y,^  i  ■  ■  - 1  y„  i  avrà  le  fuozionl  t|,(X  ;  y„^j y^)  cer- 
cate come  coefficienti.  Intatti,  se  con  queate  ij,'^'  ai  formano  le  fun- 
zioni A,(ti'>"  ;  y,^,  . . .  yj  ,  Ap[ir]'*'  ;  y,^,  . . .  yj,  e  in  queste  si  pone 
y,  ^ Pj ,  A^ ^  X^*,  ai  ottengono  i  valori  a^  ,  da  prefissati,  non  nulli. 

Q(i  ;  Tj'"'  ;  v^i  ...  yj  conterrebbe  quindi  termìDÌ  (oon  nulli) 
dei  gradi  a  e  p,  e  perciò  non  sai'ebbe  omi^eaea,  mentre  tale 
deve  essare  siccome  è  divisore  di  R'*'(X  ;  tj'*'  ;  y^^  ...  i/„)  [cfr. 
alinea  precj, 

e)  Premesse  queste  osservazioni," a^iuDgiamo  l'ipotesi  che 
il  campo  numerico  Q  contenga  il  campo  dei  numeti  interi  ;  al- 
lora [n.  XLII,  LXI  ft),  LXII  a)] 

Q(i  ;  TI  ;  i/„,  ■■■  yJ  =  R^'(i  ;  n  ;  v^m  ■■■  yj 

contiene  il  termine  c»j,";  e  [n.  LXII  h)]  in  esso  il  coefficiente  e  è 
indipendente  dalle  y^^i,  ■■.,}/„  (perchè  da  queste  variabili  sono 
indipendenti   i  coelflcienti   dei   termini   di  grado  massimo  delle 

G,.^  {)i  ;  Vr  ■■■  I/o  ;  y»+.  ■•■  vj  -  « (^  ;  i/»  ;  v-*.  ■■-  yJ;  n  peso  dì 

tlg  è  ^n  ;  questo  termine  ha  dunque  peso  Mm. 
Si  conclude  che 

Qa  ;  ■«1  ;  i/a+i  ■■■  yn)=K^i^  •  ^  ;  ya«  ■-■  yj 

e  Q(X  ;  Ti""  ;  y»^,,  ...  yj  è  funzione  omogenea  di  grado  M«t. 

L'ordine  di  'V,^o-i  ^  uguale  al  grado  mìnimo  delle  funzioni 
che  hanno  gli  stessi  zeri  di  questa  fuuzionei  si  ha  «IVinque,  ri- 
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assumeado,  che  {teorema  di  Bézout)  l'ordine  della  varietà  "V^,., 
iniersesione  di  una  v^_„  di  ordine  M  e  di  una  funzione  di  grado 
m  in  un  campo  numerico  S  che  contenga  il  campo  dei  numeri 
interi  non  può  superare  Mm. 

Questo  ordine  può  scendere  sotto  il  numero  Mm  per  due  ra-  ' 
gioni: 

1°  sa  le  fuuziODi  coosiderate  souo  omogenee,  può  avvenire 
che  Q(3.  ;  n'"'  ;  y„^,^  ...  yj  possegga  fattori  uguali;  questi  fat- 
tori debbono  comparire  una  volta  sola  in  V^,(l  ;  y^^  ...  yj; 
questa  funzione  ha  dunque  grado  miuore  di  Mm. 

2°  se  le  funzioni  considerate  non  sono  omogenee,  oltre  che 
il  fatto  indicato  in  1°,  può  avvenire  che,  avendo  dovuto  intro- 
durre, come  sopra  si  disse,  una  nuova  variabile  y^^  per  ottenere 
l'omogeneità  delle  funzioni,  una  certa  potenza  y'^,  di  essa  ri- 
sulti fattore  di  Q()l  ;  t]""  ;  y,^,  ...  !/„v,+,ì;  dovendo  quindi  porre 
l/„+,  =  liQ('t  ;  ■fl'*'  :  l/o+i  ■■■  V»l)  risulta  di  grado  Mm— b. 

Ove  occorra  nei  n.  seg.  [LXV-LXXVl],  noi  supporremo  veri- 
ficata l'ipotesi  che  6  contenga  il  campo  dei  numeri  interi,  es- 
tiendo  questo  il  caso  piìi  interessante  per  l'analisi;  l'estensione 
della  precedente  proposizione  alla  contraria  ipotesi  richiederebbe 
qualche  altra  considerazione  su  cui  non  ci  tratterremo. 

LXV.  La  proposizione  dimostrata  nel  n.  prec.  trova  frequen- 
tissime applicazioni  nella  cosidetta  geometria  algebrica:  si  sup- 
pone allora  sempre  che  S  contenga  il  campo  dei  numeri  interi 
e  che  si  operi  con  funzioni  omogenee;  dal  n.  prec  [1*]  risulta 
che  in  questa  ipotesi  V,j^,().  ;  y^^,  ...  yj  non  può  inai  avere 
grado  0  [cfr.  n.  LXIII]. 

Si  conviene  in  generale  di  dire  che  la  varietà  rappresentata 
[n.  LIX]  da  un  fattore  irreduttibile  di  V^,(il  ;  v^,  ...  i/„) 
appartiene  all'intersezione  di  v„_,  e  di  /*  colla  mnltipticità 
espressa  dall'esponente  che  detto  fattore  ha  come  fattore  di 
Q(X  ;  ti'"'  ;  ^a^i  ...  !/„);  con  questa  convenzione  la  proposizione 
precedente  prende  la  forma,  apparentemente  più  precisa:  se  l'in- 
ter.ìezione  di  una  varietà  algebrica  v,^,  di  ordine  M  fin  un 
campo  S  contenente  il  campo  dei  numeri  interi),  intersezione 
di  funzioni  razionati  intcr-e  omogenee,  e  di  una  funzione  f  ra- 
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zionnic  inietti  innof/cnen  in  S  di  (ji-ndu  in  non  coti(>e»e  parli 
(ti  ttiiìii'usiune  n  —  a  [ii.  LXIII  a),  c)\ ,  Cxxa  ni  vompone  di  una  <i 
liiii  rarielà  irreduttibili  di  dinienxione  n  —  a  —  I ,  a  ci'fsanio 
delle  (jnali  appartiene  ima  delermiiialn  ìniilliplieità  per  della 
in/ersezionc;  e  la  xnmma  dei  prodotti  de/Hi  ordini  di  gtmic 
rarie/à  per  le  rispet/ice  itiiilliplicità  è  ugnale  a  "ÌAm. 

LXVI.  Le  pi'ticetleiiti  pi'oposizioiii  [n.  LXIII,  LXIVJ  si  esteu- 
ildOo  imniediatitiiieute  &\Vinlerftezione  di  tuia  vat-ielà  v__,  e  di 
p  fnazinni  /■,,/',....,/].:  iliciaino  costituire  questa  in  lei-sezione 
gli  elemeoti  di  v,,.^  die  sono  zei'i  comuni  lille  p  funzioui  asse- 
gnate; si  può  ottenere  questa  intersezione  de  tenni  n  andò  dap- 
(triina  rinterse/iono  di  v„.g  e  di  /j  ;  quindi  quella  dell'intei'se- 
zioiie  ottenuta  con  /',,  della  nuova  intersezione  con  /",,  e  cos'i 
via,  fiuo  ad  avei-  considerate  tutte  le  /-, 

Siano  ancora   M   l'ordine  di  v^_„,  ni,, in ,  m^,  i  gradi  di 

ff  ft^- ■■•ff'-  l'iiitersuzione  di  v,  ,  e  ili  /",  è,  in  generale,  una 
varietà  algebrica  v„_a_,  di  dimensione  n  —  a—\  e  di  oi-dine 
^M//(,;  essa  può  eventualmente  contenere  anche  parti  di  di- 
raen»ioue  >?i  — a— 1  (ss=«  — a)  [u.  LXIII  nJJ;  invece  non  pos- 
sono mai  far  parte  di  questa  intei-sezioue  elementi  che  non  aj)- 
partengano  a  vai'ietà  di  dimensione  ^n  —  o  —  1  interamente 
contenute  in  essa.  Questa  iuterseiiione  sarà  intersecata  da  /*, 
secondo  le  singole  iiitei-sezioni  delle  varietà  che  la  compongono 
con  /",  ;  adunque,  in  generale,  la  nuova  intersezione  sarà  una 
varietà  di  dimensione  n  — o  — 2  e  di  ordine  £\L/J,ni,;  essa 
può  eventualmente  contenere  parti  di  dimensione  maggiore,  ma 
non  possono  mai  far  parte  di  essa  elementi  che  non  appar- 
tengano a  varietà  di  dimensione  ^»  —  ct  —  2  interamente  cod- 
tenute  in  essa.  Cos'i  proseguendo  si  ha  infine  che  l' inlersczio- 
ìie  di  una  varietà  ,„_„ ,  di  dime/isimie  n^o  e  di  ordine  M , 
co>tp(^n  —  o)  /'/inzioni  dei  f/radi  »),.;»,,...,)»,  è  sempre 
coslilnila  da  c-artetà  alf/ef/riche  di  dimensione  ^n  —  a  —  p:  è 
da  onsiderarsi  come  caso  r/cnerale  quelln  in  cui  essasiii- 
duca  ad  ima  varietà  di  diMcnsione  n~a  —  p,  e  come  caso 
eccezionale  quel/o  in  cui  essa  contcnffa  varietà  di  dimcn- 
v(V)«tì   yn  —  a  —  p.  yct  caxo  f/encrale  la  della  Intersezione  ha 
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ordine  £  Mrti,m,  ...  m^\  essa  può  anche  arcrc  oì-dine  0 ,  e  cioè 
mancare  completamente. 

Se  p>n  —  a  i' intersezione  manca,  in  generate. 

Se  le  funzioni  considerate  sono  tutte  omogenee  e  se  p^n  — a 
l'intersezione  esiste  sempre  (ha  sempre  ordine  >0)  [u.  LXV]; 
se  inoltre  si  verifica  il  caso  generale,  e  se  alle  singole  compo- 
nenti irreduttibili  (di  dimensione  n  —  a—p)  dell'intersezione 
si  attribuiscono  convenienti  multipticità  [cfr.  n.  LXV],  il  suo 
ordine  risulta  sempre  precisamente  Hm^m^  ...  m^. 

È  evidente  come  ai  debbano  assagnare,  in  generale,  queste  multi- 
plicitA:  secondo  il  n.  LXV  è  definita  la  multiplicità  delle  singole  com- 
ponenti l' IntereeBione  di  v__„  e  /,  ;  eia  w^.,.,  una  di  queste  compo- 
nenti e  £,  la  sua  multiplicità  ;  essa  satà  intersecata  da  /,  in  certe  de- 
terminate varietà  lii  dimensione  n  —  a  —  2  ;  sia  \e„_g_,  una  di  queste; 
è  determinata  [n.  LXV]  una  multiplicità  di  essa  per  l' intersezione  di 
w„_a_,  e  /, ,  e  sia  t,  ;  formiamo  la  somma  di  tutti  1  prodotti  analo- 
ghi a  kjk^  corrispondenti  a  tutta  le  volte  che  w„_,_,  si  presenta  co- 
me Interaesione  di  /,  con  una  parte  dell'  intersezione  di  v^^  e  /,  ; 
questa  somma  sarà  la  multiplicità  di  w^.g.,  nell'intersezione  di  v^^_„, 
/,,/,.  Cosi  si  procede  analogamente,  agginngendo  le  funzioni  /,  l'una 
dopo  l'altra. 

Koa  si  presenterà  il  casu  generale  quando  ia  una  delle  succes- 
sive intersezioni  di  v„_,  con  /",,  dell' intersezione  ottenuta  con  /", , 
ecc.  ooa  si  presenti  il  caso  generale  :  supponiamo  per  es.  che  il 
caso  eccezionale  si  presenti  oell' intersezione  dì  v„_a  e  /",  ;  ciò  si- 
gnifica [a.  LXIIIa^]  che  v,_,  si  cAnpoae  dì  due  parti,  w__,  e  t„_,, 
tali  che  per  l'intersezione  della  prima  con  f^  si  verifica  il  caso 
generale,  mentre  la  seconda  è  interamente  costituita  di  zeri  di  /*, . 
Siano  M,,M,  gli  ordini  di  «-,„,,  V,{M,  +  M,=M ,  M,>0);  l'in- 
tersezione di  v„_„  e  f^  si  comporrà  di  t,_„  e  di  una  varietà 
v„_a_i  di  dimensione  n  — o—  1  e  di  ordiue  ^M^m,. 

Ripetendo  questa  osservazione  per  le  successive  intersezioni 

con  f,,f,,-..,ff,  si  conclude  che,  se  per  l' intersezione  di  v^„  e 

di  f,,f^,...,f^  si  presenta  ti  caso  eccezionale,  e  se  tuttavia  una 

parie  di  questa  intersezione  ha  dimensione  n  —  o — p,  l'ordine 

Livi  a> 
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di  questa  varietà  sarà  sempre  <  M»!,m, . . .  »?,, ,  e  ciò  auctie  se, 
eoo  forme  mente  alle  convenzioDÌ  pi'eceileiitemeate  indicate,  sì  as- 
sonano conTeuienti  multiplicitù  alle  singole  componenti  irre- 
duttibili  di  essa. 

LXVII.  PouiaiQO  in  evidenza  il  caso  particolare  dell'iutarse- 
zione  di  p  funzioni  razionali  intere;  ricordiindo  clie  gli  zeri  di 
una  funzione  /",  di  n  vapiabili  e  di  grado  ììi,  costituiscono  una 
v„_,  di  ordine  mi  [n.  XXXIX,  LVIIIJ,  si  pnò  considerare  questa 
stessa  come  la  varietà  v..,  di^l  n.  prec;  si  ha  quiiiili  che  j7'i 
seri  cornimi  a  p^n  funzioni  razionali  inlcre  di  n   mriabUi 

f,,f^ /^  dei  ffradi  >iitpeilivi  hì,  ,m ,  jjì^  costituiscono, 

in  generate,  iinavarietà  algebrica  di  dinimmone  n  —  p  e  di 
Oì'dine  ^  )/i,»w, . . .  in^, .  Efisi  possoito  costituire  anche  varietà  di 
dimensione  maggiore,  opvei-o  possono  mancare  completaniente  ; 
inne&suncaso  però  può  far  parte  dell'intersezione  dette  p  fun- 
zioni fj  una  varietà  di  dimensione  <ìi—  p.  Affinchè  si  verifi- 
chi il  caso  generale  è  necessario  (non  sufficiente)  che  si  verifichi 
per  l'intersezione  di  ogni  gi-ìippo  di  q<p  fra  le  funtioni  as- 
segnate. Esso  si  verifica  certamcitte  quando  tutte  le  funzioni 
hanno  per  coefficienti  altrettante  oariabili  [n.  LXIIl  cj]. 

Se  te  funzioni  considerate  sono  omogenee,  l'intersezione  esiste 
sempre  (ed  ha  quindi  sempre  dimensione  ^n—p)  ;  se  inoltre  si  ve- 
rifica il  caso  generale  e  atte  singole  componenti  irreàrdtibili  del- 
l'intersezione si  attribuiscono  muKiplicità  convenienti  [n.  LXVI], 
l'ordine  di  questa  intersezione  è  precisamente  m^m,  ...  m^. 

LXVIII.  Ritorniamo  alle  prffposizìooi  generali  del  n.  LXVI,  e 
facciamo  iu  esse  m,  =  jji,  =  ...  =  m,,  =  1 ,  ;y  =  n  -  o  ;  si  ottie- 
ne che  l' interseziotie  di  una  v,_,  di  ordine  M  coti  n  —  a  fun- 
zioni liìieari  si  com-pone,  in  generate,  di  un  nionero  finito  di  ele- 
menti, ^M;  e  non  può  contenere  un  ma^ior  numero  di  elemen- 
ti se  non  comprende  una  varietà  algebrica  di  dimensione  ^  1. 

Per  assicurare  che  il  caso  generale  può  verificarsi  nelle  pi-e- 
seati  ipotesi,  è  però  necessario  aggiungere  alcune  osservazioni 
complementari;  otterramo  intanto  qualche  complemento  alle  pro- 
posizioni precedenti. 

Sia  vQ.  ;  i/,ya+,  ...  tf„)  la  funzione  (di  grado  M)  che  detìnì- 
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ace  \'^^g  e  siano  ).„•  valoi-i  delle  X,,  (in  i2  o  in  suo  derivato) 
tali  che. risulti  non  nullo  il  coefllciente  di  }/„"  in  j'(X°  ;  y,  ...  yj; 
se  allora  si  assegna  arbitrariamente  un  sistema  dì  numeri 
^((/^CT  +  l),  la  fuLzione  thì."  ;  ì/aK+t  ■■■  PJ  risulta  di  grado 
M  (e  nou  iuferiore)  ed  ha  quindi  un  certo  numero  (>0  e  ^M) 
di  zeri;  se  ^o  è  uno  di  essi,  al  complesso  iPoPo+i  ■■•  Ki  corri- 
sponde [q.  Xr,VII  e),  XLVIII]  un  Qumero  finito  (non  nullo)  di 
elementi  di  v„_g. 

Indichiamo  con  ji,,"  i  valori  dei  coelltcienti  ji„  {(02)}  per 
J^^A^';  gli  elementi  di  v„_a  aspra  determinati  costituiscono  la 
intersezione  di  v,_,  col  sistema  delle  n—  9  funzioni  liueari 

(139)        .7^+   2  K'i^.-fii  (Ì  =  CT  +  1, ...,»)   . 

Si  è  così  determinato  un  sistema  di  n— ct  funzioni  lineari  tali 
che,  rispetto  all'intersezione  di  esse  con  «,_„,  si  verifica  il  caso 
geuernle.  Il  numero  degli  elementi  di  questa  intersezione  non 
sarà  <M  se  la  funzione  v{X°  ;  i/oP»,.,  -.  P«)  ha  M  zeri  distinti, 
e  cioè  se  Oìscr v {X"  ;  ^/,^„^_,  ...  Pj4:0. 

Se  S  conlicne  il  campo  dei  numeri  interi  è  [u.  XLII,  VII,  VI] 
Diserò^  (X  ;  e/b^oh  ■■-  yJ^ìzO;  si  possono  quindi  sempre  deter- 
minare [n.  XXXIX]  i  numeri  XJ,  p!,  in  modo  che  questa  ipotesi 
sia  verificata;  dunque  assegnata  arbitrariamente  una  v„_a  d'or- 
dine M ,  si  possono  sempre  determinare  (ed  in  infiniti  modi) 
n  —  a  fitnzioni  lineari  la  cui  intersezione  con  della  v,_,  consti 
di  M  elementi  dislìnti.  Se  da  un  tal  gruppo  di  funzioni  lineari 
se  n6  scelgono  arbitrariamente  p<n  — (7,  ne  segue  [n.  LXVI] 
che  queste  intersecano  v^^  secondo  una  1'„_„_,,  d'ordine  M. 
Quindi,  in  particolare,  una  funzione  lineare  interseca  in  gene- 
rale (per  es.  se  a  coefilcienti  variabili  [cfr.  n.  LXIII  e)])  una 
v_,,  assegnata  d'ordine  M  secondo  una  varietà  di  dimensione 
n  — 17  —  1  e  di  ordine  M . 

Ne  segue  anche  che,  aempte  Q  contenendo  il  campo  dei  numeri  in- 
teri, ni  può  gepipre  determinare  «no  funtiont  di  grado  asiegmtìo  m  che  inUr- 
$ecki  v,^,  tecondo  una  varietà  di  dimemione  n — a — 1  «  di  ordine  Mn»  (in- 
di peaden  temente  da  ogni  detinÌEìone  di  multiplìcità  [u.  LXV,  LXVI]); 
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si  può  invero  comporre  per  ee.  una  tal  funzione  come  prodotto  di  m 
foniioaì  li  Doari. 

Siaoo  P„,P,,,...,Pa.  gli  M  zeri  di  rfX"  ;  i/,p„,  ...  p,)  (che 
supponiamo  distiDti);  ad  essi  corrispondono  elamenti  tutti  dif- 
ferenti dell'intersezione  di  v„.o  e  (139);  ma  il  numero  comples- 
sivo di  questi  elementi  non  può  superare  M  ;  si  conclude  che 
ad  ognuno  degli  zeri  (Po,P9+,  ...  ^„)  di  r{X*  ;  y,  ...  y„)  non  può 
corrispondere  più  di  un  elemento  di  v__o  ;  aduuque  [cfi".  n.  LVJ 
ad  ogni  sistema  di  valori  X,j  =  X,(*,y,^p,  per  le  variabili  ì.,,, 
y„,.:,y^,  tare  che  vU°  ;  p,  ...  p.„)  =  q.t>(X''  ;  i/,p„,  ...  p,)  ctòòia 
il  grado  M  e  HmtviV  ;  ì/aP»^.,  ...  PJ:i=0,  corrisponde  un  unico 
eleinento  di  v„_, . 

LXIX.  Inversamente,  se  il  sisfeina  di  eaiori  1„  =  i,^'  soddisfa 
alle  condisiimi  (07)  rispello  ad  un  slslema  di  /'unzioni  di  citi 
v,_a  sia  intersezione  (per  es.  completa  (cfr.  n.  LXIII  bj]),  e  se 
ad  uno  sera  di  rlJ."  ;  Vofon  ■■-  Vn'  corrisponde,  in  generale  'i, 
un  solo  elemento  dì  <vo'  ^  Disorj,\  (X°  ;  i/aC.n.i  ■  ■  ■  f^l^^O  ; 
v{X*  ;  fsVo+t  ■■■  vj  *fl  t^f^^  grado  minimo  fra  le  funzioni  che 
hanno  la  slessa  varietà  di  zeri,  almeno  finché  (2  coQtiene  il 
campo  dei  numeri  interi  [cfr.  n.  LXIV  e),  LXVIII]. 

Effettuiamo  infatti  anzitutto  fra  il  sistema  di  vHrial>ili  y,, 
1/b+j  .  ■  ■  ■  t  !/■  ed  altrettante  nuove  variabili  i/,,  v'»+i  >  ■  ■  ■ .  !/'«  una 
sostituzione  della  forma  (88) 


•  <i 

dove  le  v„  sono  variabili.  Il  sistema  delle  variabili  v, .  Vi 1/a-t  > 

y'm,---> v'„  risulta  legato  alle  «, ,  a;, , . . . ,  .'c,  da  una  sostituzione 
della  forma  (88)  in  cui 

*«=•)■'.<=  V  per    s-£ff  , 

Ì«  =  V^=V+  2  Vv.I„-,  +  V-<-.  per    «><'■ 

')  Il  significato  di  questo  <  in  geoerale  >  risulterà  dalla  dimoatra- 
aione  che  segue;  basterebbe,  io  particolare,  che  la  condiaìon*  enun- 
ciata fosse  <  sempre  >  verificata  [nfr.  □.  LXXV]. 
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dove  le  ì^isy  a),  considerate  come  fuozìoni  delle  v^ ,  possono 
prendei'e  valori  arbitrari,  per  valori  conveoienti  di  queste  va- 
riabili. 

La  funzione  v(X'  ;  !/'„!/',+,  ..-  y'J  è  [n.  LIVJ  la  trasformata  di 
©(X"  ;  j/t/Vat-i  •■•  VJ  p«r  mezzo  di  {140);  basta  quindi  dimostrare 
la  proposizione  enunciata  per  essa  anziché  per  questa  funzione. 

Ciò  premesso,  osserviamo  che  i  ragionamenti  dei  n.  LXIII , 
LXIV  si  possono  ripetere,  supponendovi  posto  1^  =  X',,  [cfr.  n. 
LXII  dj];  ne  segue  che,  se  la  funzione  di  grado  minimo  che  ha 
la  stessa  varietà  di  zeri  di  v{X'  ;  v'aV'a+t  •■  ■  J/'J  avesse  grado 
minore  dell'ordine  M  di  v„_,,  anche  la  funzione  W{X'  ;  ì/J  di 
grado  minimo,  che  definisce  l'intersezione  di  v,.,  con  n  —  o 
funzioni  lineari  qualunque,  avrebbe  grado  <  M.  Ma  ad  ogni  va- 
lore di  ]/'„  corrispondente  ad  un  elemento  di  questa  intersezio- 
ne (e  cioè  ad  ogni  zero  di  W(V  ;  j/j)  corrisponde  un  solo  zero 
di  v{\°  ;  VaVa+i  -  yj  il  S  [cfr.  (140)  e  u.  XUXJ;  e  quindi  —  al- 
meno se  le  dette'  n—  a  funzioni  lineari  sono  scelte  in  modo  abba- 
stanza generale  [cfr.  l'enunciato  al  principio  del  n.j —  un  solo 
elemento  di  v„_, .  Quindi  l'intersezione  di  v„_,  e  dì  n  —  a  fun- 
zioni lineari  si  comporrebbe  in  generale  di  un  numero  di  ele- 
menti distinti  <M,  contro  le  conclusioni  del  o,  prec 

LXX.  Hozlona  alntatlca  di  "variale  algebrica».  — 
Dalle  proposizioni  dei  n.  LXVl,  LXVIII  si  riassume  che  condi- 
ztone  necessaria  e  su/jìctenle  perché  la  completa  intersezione 
di  date  funzioni  /i ,  /i . . . .  razionali  intere  di  n  varialiili.  in  un 
campo-numerico  (3  conienenfe  il  campo  dei  numeri  interi,  sia 
una  varietà  algebrica  di  dimensione  n  —  o  e  di  ordine  M  è  che 
i?  l'intersezione  delle  funzioni  f^  e  di  p<,n  —  a  funzioni 
razionali  intere  (?,.?,....,?,  delle  dette  variabili  si  componga 
esclusivamente  di  varietà  di  dimensione  >0  (ocoero  manchi), 
qualunque  sia  p  e  qualunque  siano  le  funzioni  g^  ;  è  sufficiente 
che  la  proprietà  sia  verificata  supponetuio  le  g^  di  un  grado 
assegnato,  per  es.  lineari  ; 

3"  si  possano  assegnare  n~<j  funzioni  lineari  tali  che  la 
intersezione  di  esse  e  delle  f.  consti  di  M  elementi  ; 
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3"  l' inlersezione  delle  funzioni  /j  e  di  n  —  a  fmizioni  li- 
neari lìon  possa  comprendefe  più  di  M  elementi  senza  conte- 
nere variala  di  dimensione  >  0  ;  ed  allora  il  niiptero  degli  ele- 
menti di  questa  intersezione  non  appartenenti  a  tali  varietà  di 
dimensione  >0  sia  smipre  <M. 

Infatti,  la  condizionH  l"  esprime  [n.  LXVI,  LXVIII}  che  l'inter- 
'  sezione  delle  /|  non  contiene  varietà  di  dimensione  <n  — o;  te- 
nendo conto  di  ciò,  la  condizione  a"  esprime  [n,  LXVIII]  che  la 
intersezione  delle  /^  contiene  una  varietà  di  dimensione  n  —  a 
e  di  ordine  ^  M  ;  eia  condizione  3"  esprìme  che  questa  varietà 
non  può  avere  ordine  >M  ,  e  che  inoltre  non  possono  apparte- 
nei-e  alla  intersezione  delle  /)  varietà  di  dimensione  >n  — o. 

Questa  proposizione  dà  ili  <  varietà  algebrica  di  dimensione  n—cr 
e  di  ordine  M  ■»  una  delinizione  sintetica,  e  cioè  indipendente  dal 
procedimento  precisato  al  n.  XLVII  per  il  calcolo  eifettivo  del- 
l'intersezione di  date  funzioni;  essa  è  fondamento  di  molte  teo- 
rie relative  alle  varietà  algebriche  che  si  sogliono  chiamare  ap- 
punto sintetiche  o  ffeometriche  [cfr.  n.  LXVj. 

LXXI.  Riprendiamo  le  considerazioni  dei  u.  XXXVII,  XXXVIII; 
si  assoggettino  le  funzioni  /^  (7=  1 ,  2, . . .)  (l'azionali  intere 
delle  variabili  x^,s),,...,a;„,  nel  canjpo  É)  ad  una  sostituzione 

lineare  S  fra  le  variabili   a?;   e   le   a;',  ((  =  1,2 n),  avente 

inversa  S';  e  si  chiamino  (p^  le  funzioni  trasformate;  agli  zeri 
comuni  alle  fj  corrispondono  per  S'  gli  zeri  comuni  alle  9  ,  ed 
inversamente  agli  zeri  comuni  alle  <f.  corrispondono  per  S  gli 
zeri  comuni  alle  fy  Vogliamo  mostrare  che  le  complete  inter- 
sezioni delle  fj  e  delie  ^^  si  compongono  di  varietà  algebriche 
delle  stesse  dimensioni  e  degli  stessi  ordini,  rispettivamente  co- 
stituite da  elementi  che  si  corrispotidono  per  te  sostituzioni  S ,  S', 
a)  Notiamo  invero  anzitutto  che  parli  di  dimensione  0  esi- 
stono 0  non  esistono  contemporaneamente  nelle  due  intersezioni. 
Infatti  se  un  elemento  dell'intersezione  delle  f,  appartiene  ad  una 
varietà  parziale  intersezione  di  esse  di  dimensione  >0,  ogni  fun- 
zione di  cui  esso  non  sia  zero  non  ha  come  zeri  infiniti  elementi 
di  detta  varietà,  e  quindi  dell'intersezione  delle  /^  [n.  LXIII  a)]; 
se  invece  detto  elemento  appartiene  ad  una  parziale  intersezione 
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(li  diitieusìoue  0  delle  ^ ,  si  possono ^<t6tenninai>e  altre  fijuzioin  g^ 
tali  che  la  completa  intersezigue  delle  f^^g^  differisca  dalla  com- 
pleta latersezioQe  delle  ^  solo  per  uà  numero  finito  di  elementi, 
fra  cui  quello  cousiderato. 

Per  determinare  un  tal  iistema  di  fanzioni  g^  sì  può,  per  es-,  ope- 
rare così  ;  si  consideri  il  prodotto  V^V,  . , .  V^_j ,  dove  le  V,.  hanno 
il  sigQifioftto  fissato  al  n.  XLVII  [(94,.)];  indichiamo  con  W().  ;  a:,  i, ...  xj 
la  funzione  trasformata  di  questo  prodotto  per  T'  ;  si  possono  asau- 
mece  come  funzioni  g^  i  coefficienti  di  questa  W  espressa  come  poli- 
nomio nelle  variabili  \. . 

Ora,  secondochè  l'uno  o  l'altro  fatto  si  verifica  per  le  funzioui 
^,  lo  stesso  avviene  per  le  (p^  [n.  XXX VII]. 

ti)  Ciò  premesso,  supponiamo  che  una  varietà  v„_,  di  dimen- 
sione n  —  tr  e  di  ordine  M  sia  defluita  come  intersezione  com- 
pleta di  date  funzioni  /^;  se  all'intersezione  delle  funzioni  tra- 
sformate 9j  si  applica  il  criterio  del  n.  prec,  osservando  che  fun- 
zioni lineari  delle  x\  sono  tutte  e  sole  le  funzioui  trasformate 
per  S  di  funzioni  lineari  delle  x^,  si  vede  che  anche  la  com- 
pleta intersezione  delle  (pj  è  una  varietà  algebrica  di  dimensione 
n  — (J  e  di  online  M.  Adunque  per  U  sosUtvzinni  S,S'  sì  cor- 
rispmidono  gli  clementi  ili  raHelà  algebriche  delle  slesse  dimen- 
sioni e  degli  stessi  ordini. 

Ne  segue  la  proposizione  enunciata. 

LXXII.  Ricordiamo  che  la  distribuzione  degli  zeri  comuni  alle 
funzioni  /J  fra  le  singole  vai'ietà  algebriche  che  ne  compongono 
l'intersezione  era  essenzialmente  condizionata,  nei  n.  XLVII  e 
seg.,  al  fatto  [cfi-.  (88),  (92)]  che  le  variabili  jr,  ,^, ,..  .,ir„  si 
considerasse^  nell'ordine  indicato.  Il  mutare  l'ordine  di  queste 
variabili  equivale  ad  eft'ettuare  sopra  di  esse  una  sostituzione 
lineare  [§  5,  n.  15|;  dalla  precedente  proposizione  si  ha  quindi 
che  la  distritiuzione  degli  zeri  comuni  alle  funzioni  f^  in  va- 
rietà algebriche  delle  varie  dimensioni  è  indipendente  dall'or- 
dine assegnato  alle  cariabili;  in  particolare  la  de/inizione  slessa 
di  varietà  algebrica  di  dimensione  n  —  a  e  di  ordine  M  é  indi- 
pendente dall'ordine  in  citi  si  considerano  le  variabili. 
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LXXIII.  Supponiamo  sempre  che  le  funzioni  /J(>=1  ,2,..,) 
delle  variabili  a;,,£c,,...,w^  abbiano  per  completa  intersezioue 
la  varietà  \v_o  di  ordine  M,  definita  dalla  l'unzione  v(k  ;  y^  —  yj. 
Consideriamo  le  /^  come  funzioni  —  oltreché  delle  variabili 
a;,  ,.T, ... .  ,iP, —  di  altre  g  variabili  jc^,  ,a!,^, , . ,.,  a;^, ;  la 
loro  completa  intersezione  sai'à  una  varietà  ^«+,_«  tói  àimen- 
sione  n  ■\-q—  a  e  delio  stesso  ordine  M.  Per  determinare  que- 
sta intersezione  si  può  infatti  applicare  il  procedimento  dal  n, 
XLVII,  supponendo  le  n-|-e  variabili  precisamente  nell'ordine 
ir,,«,, ...  ,a;^,a;^,, ...  ,3T,^^  [a.LXXIIJ;  la  sostituzione  analoga 
a  T  si  otterrà  allora  aggiungendo  semplicemente  a  T  [(88)]  al- 
tre q  uguaglianze 

a'„^=l/^+    2    ^'^fV'  (f=],2....,ff)  ; 

,<«  +  (' 

per  tal  modo  le  funzioni  trasformate  delle  f^  saranno  le  stesse 
ftj  che  si  ottenevano  considerando  le  /)  come  funzioni  delle  sole 
(Biii^n);  quindi  la  ricerca  dell'intersezione  delle  dette  funzioni 
si  svolile  cogli  stessi  calcoli  che  in  quest'ipotesi:  si  ottiene 
infìne  che  detta  intersezione  è  definita  dalla  stessa  funzione 
v{X  ;  i/„  ...  yj  elisia  v„_o,  la  qutil  luuzioue  deve  però  ora  con- 
siderarsi come  dipendente  dalle  variabili  I/oi- ,  V«v„+, .  — .  V,+,. 

LXXIV.  Inlarsozion*  di  due  variate  algabricho.  — 
Chiamiamo  intersezione  di  due  varietà  algebriclie  v,^t>  l'insieme 
degli  elementi  comuni  alle  due  varietà. 

Supponiamo  che  v  e  w  siano  intersezioni  complete  rispetti- 
vamente dei  due  sistemi  di  funzioni  f, , /",,■■ -tf.,  e  i',  .ffn--.  iff,- 
L'intersezione  di  v.w  sarà  la  completa  intersezione  delle  fun- 
zioni /",  ,y,  ,.../■„,  tf, ,  p, ...  -,  i*;,  ;  essa  è  d^ingite  costituita  da  una 
o  più  varietà  algebriche.. 

Per  analizzare  più  da  vicino  questa  intersezione,  indichiamo 
ora  con  tr, ,  af, , ... ,  x^  e  con  w\  ,  a)\ , ... ,  w'„  due  sistemi  di  n  va- 
riabili, ed  osserviamo  che  appartengono  all'  intersezione  di  v,  w 
tutti  e  soli  i  complessi  (se,  a;,  ...  ipj  che  hanno  per  coordinate 
le  prime  n  coordinate  degli  zeri  comuni  alle  funzioni 

(141)         /"j(a;,a!,  ...  wj       ,       fffc{a;',a;',  ...  cc'J 
U=i,2,...,n  ;  t=l,2,...,x) 
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e  alle 

(142)         X^—X'^     ,     X^  —  X' ^h  —  ^',  ■ 

Ctìrchlarao  l'iotei-sezione  [n.  XLVII,  XLVIII]  delle  funzioni  (141). 

Siano  rispettivamente  n—a  e  n — T  le  dimeasioui  di  v  e  dì  w 
possiamo  supporre  ij>  1 ,  T>  1  perchè  nell'ipotesi  che  v  o  w  ab- 
biano dimensione  n — 1  l' iatersezioae  è  j^ià  stata  studiata  ai  n. 
LXlll,  LXIV.  Indichiamo  con  3, ,  z, , . . .  ,2,„  Zn  nuove  variabili 
e  poniamo  , 


li,-J,+  2».,«.  (1<«|') 

j  X\=3, 

1  .<,  ,.£.<( 

I  +  2  •"«•^.-...T-i        (T^isn) 

I  1£. £„-,  +  ! 

dove  le  «,, ,v„',v„"  rappresentano  variabili.  (143),  (144)  costitui- 
scono, nel  loro  insieme,  una  sostituzione  della  l'orma  [n.  XLVII 
(88),  cfr.  n.  LXXII) 


1' 


•<■+"-• 

.<(  +  ,-! 

■<»+i 


(!<«') 
(1£!<T) 
(o£(^n) 
(T=£i:£») 
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vogliamo  mostrare  che  detta  sostìtuzioiie  soddisfa,  rispetto  »1 
sistema  (141),  alla  cODdizìone  aualoga  a  (d7). 

Indichiamo  perciò  con  9j^.(vv'v"  ;  3,  s,  ...  s^)  le  fuozioni  tra- 
sformate per  (143)  delle  f^ ,  e  con  ^(^(v  w'v"  ;  3,3,  . . .  a,,)  le  tra- 
sformate per  (144)  delle  ff^iaf,  ...  as'J);  iodichiamo  iaoltre,  al  so- 
lito [n.  XLVH],  con  f,j(X  ;  y,  y,  ...  j/J,g^{X  ;  V,  !/,  ...  I/,)  le 
trasformate  delle  fj,ff^  per  la  sostituzione  (88). 

Dal  confronto  di  (88),  (143)  si  ha 

(146,)    T„(vv'v"  ;  z,z, ...  ^.„)  =  /;,.(«  ;  z,  ...  s..,^a+T-.  -  ^^-ò  - 

a  causa  dell'ipotesi  che  v  sia  intersezione  completa  delle  ^  (e 
ff>l),  le  ftj  non  hanno  divisor  comune  (ài  grado  >0);  per 
(146,)  lo  stesso  avviene  quindi  per  le  Vtj,^,^',  inoltre  [(146),, 
n.  XLVII]  le  f,^  sono  regolari  rispettu  a  z, .  Indichiamo  con 
u\,7(\,...,v',,v\,...  due  sistemi  di  variabili  e  poniamo 

F,  (V  v'v"  ;  u'  V'  ;  z)  =2  u]  f  .^  +  ^v^  4..,  ; 

potremo  porre  [0.  XLVII  (86,),  cfr.  (124',)] 

lI,lvvv";u'v';z)  =  RìHF,^  ,?,,_.  )  . 

Indichiamo  con  ?,,(««'«"  12»  ••.  2,„)  i  coefllcienti  del  polinomio 
nelle  u',  che  esprime  //,(vv'v"  ;  w'  0  ;  z),  con  ^,j(vw'v"  ;  s,  ...  «jj 
i  coetllcìenti  del  polinomio  nelle  v\  che  esprime  H,  (v  v' V  ;  0  u'  ;  s), 
e  con  XijC"^'^"  ;  2,  ...  2,„)  1  restantì  coelUcìenti  del  polinomio 
nelle  u',,v',  che  esprime  /y,(M«'v"  ;  w'r' ;  2).  Supposto  ff>2,  si 
ha  [n.  XL] 

Hfivv'v"  ;  m'O  ;  2)  =  c'H,(v  ;  ?/'  ;  2, ...  2„_,  2„,^_, ...  2„^_,)  , 

dove  la  funzione  H,  nel  secondo  membro  è  quella  che  si  ottiene 
nel  calcolo  dell'intersezione  delle  f^  [a.  XLVII],  e  e'  è  una  co- 
stante che  qui  non  interessa;  dunque 

(146,)    i.,j.(vv'v-'  ;  3, . . .  3,J  =  cf,^ (v  ;  2, . . .  2,,,  2.„_,  .  .  .  2.„_j)  ; 
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le  fuazioui  /"ij  Don  hanao  divisor  coroune  (dì  grado  >0),  e  sono 
regolari  rispetto  a  2,;  ne  segue  che  anche  le  <f,j,^,j,Xii  non 
hanno  divisor  comune  e  le  9,^  sono  regolari  rispetto  a  s,.  Se 
d^nq^fì  eoo  it" ,  v" ,  io*  si  indicano  nuove  variabili  e  si  pone 

i^.(v  v'v-  ;  u"v''w"  ;  s)  =  2  wj  9,^  +2  "J  +■>  +2  "'J  X.j  . 
potremo  porre  [(86,)] 

Indichiamo  con  9,^  ,  "Cj  rispettivamente  i  coelllcieuti  di 
//,{ww'v"  ;  ìi"00;z)  e  di  //,(v«'u"  ;  0«"0  ;  «),  considerate  come 
polinomi  nelle  u'.r)'  e  con  Xij  ì  residui  coefilcieuti  del  polino- 
mio /^,',y  v'v"  ;  u"v"io"  ;  i)  nelle  «[',  ì'",»"-  Supposto  ct>3,  si  ha 
[(146,);  §  7,  n.  IX;  §  6,  n.  89;  n.  XL] 

//,(vv'v"  ;u"00;  z)  =  c"H,(v  ;u"  ;  z, ...  Za^,s„_^^^^ ...  3„+,_,) , 

dove  H,  è  la  funzione  di  questo  nome  relativa  al  calcolo  della 
intersezione  delle  /^  [a.  XLVIIJ  e  e"  è  una  costante;  dunque 

(146.)    9.,(vv'w"  ;  z,  ...  3,J  =  eY,/v  ;  2,  ...  3,,,-,^,,  ...  s^,.,)  . 

Si  continua  nelle  analoghe  conclusioni  fino  alla  formazione 
diH._,. 

Veniamo  ora  un  istante  al  calcolo  delle  funzioni  'frj-  «sser- 
viamo che  F^(vv'v'' -jOv' ;  z)='^v\4fti  non  dipende  dalla  varia- 
bile z,  ;  ne  risulta  [n.  XL;  §  7,  d.  U  (22);  cfr.  n.  LXII  bj]    ■ 

H^ìvm'v"  ;0p'  ;  3)  =  cRÌ3(F,,  (vv'v"  ;  0  e'  ;  s),9„  ) 

dove  e  è  una  costante  (rispetto  alle  variabili  2,)  ed  e  è  un  e- 
sponente  conveniente;  dunque,  a  meno  di  fattori  costanti  non 
nulli,  le  fuuzioni  i^,;  sono  potenze  e  prodotti  delle  4'«i,;  in  par- 
ticolare esistono  fra  queste  funzioni  le  singole  cj'J^  [§  3,  n.VII]. 
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L'o33ervazioDe  si  ripete  per  le  4'ij'--- <'l'o-i'!  ÌQ  generale  le 
'l'rj  (ltì?*<o)  sono,  a  meno  di  fattori  costanti,  potenze  e  pro- 
dotti delle  4'r-ij'  6  quindi  delle  «f.»  ;  ed  in  particolare  fra  le  4'o-ij 
ne  esistono  %  c^e  potremo  indicare  con  «fa-u  (A==  '  .2,.-.  ,x) 
della  forma 

(W7)  *,-,»(vv'v"  ;  2„  ...  i„)  =  c<|-*   , 

dove  5  rappresenta  un  esponente  e  e  un  numero,  che  non  ci  in- 
teressa di  determinare. 

La  completa  intersezione  di  queste  funzioni  ^„_i^  è  dunque 
ancora  la  stessa  delle  funzioni  ^„^ . 

Volendo  ora  proseguire  nel  calcolo  delle  funzioni  H^  relative 
all'intersezione  delle  funzioni  (141),  per  r^a,  ricordiamo  l'os- 
servazione già  fatta  altra  volta  [n.  LIVJ,  che  noi  dobbiamo  so< 
stanzialmente  operare  come  se  si  dovesse  determinare  l'inter- 
sezione dulie  funzioni  Ta-i^.+B-ij'Xa-tj;  fra  queste  funzioni,  le 
<t>,^,,,  hanno  per  completa  intersezione,  rispetto  al  sistema  dì 
Hn  —  a+l  variabili  i„ , , , . ,  3„  [cfr.  n.  LXXIII] ,  una  varietà  dì 
dimensione  2n  —  <j  —  t  +  l  [a.  LXXIIIJ  e  dipendono  effettiva- 
mente dalle  variabili  .Saf  •  ■>?arT-«>  '^  Tn-ij  invece  non  dipen- 
dono da  queste  variabili  ;  sì  può  quindi  ragionare  come  nelle 
linee  precedenti,  considerando  le  +»_,». <po_,j,3,,.".Sa+T-i  "" 
spettivamente  al  posto  delle  7o^,  4'o^,2(>  ■■■  ,7a.,  ;  si 'Conclude 
che  il  calcolo  prosegue  fino  alla  determinazione  di  una  funzìoite 
^o+,-»(vv'v"  ;  u"'*^~*'v"*^~*^w"*^~**  ;  Zg^_^  ...  z„)  senza  che 
mai  si  incontri  un  fattor  comune  a  tutti  i  coefQcienti  di  una 
precedente  H^(r<^a  +  x  —  2)  ovvero  manchi  la  necessaria  re- 
golarità delle  funzioni  di  cui  sì  formano  ì  risultanti. 

La  completa  intersezione  delle  funzioni  (141)  sì  compone  dun- 
que di  sole  varietà  di  dimensione  ^2n  —  a  —  t-|-1.  L'analisi 
precedente  non  ci  permette  dì  affermare  di  più  sopra  detta  com- 
pleta intersezione:  essa  prova  però  iatanto  che  —  coma  si  è  an- 
nuQciato —  la  sostituzione  definita  da  (143)  (144)  soddisfa  alla 
condizione  (97),  perchè,  pep  s^ct-j-t  — 1 ,  tutti  i  coefficienti  A„ 
[(145)]  esìstono  in  essa  (non  nulli),  e  sono  altrettante  variabili. 
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LXXV.  Ciò  premesso,  osserviamo  che  i  prodotti  delle  sostitu- 
zioQi  [(88)] 


per  1&  sostituzioae 

l'i/,  — 2,  (lii<») 

ll/',  =  -S.«-,  (1^!<T) 

l'i  =  -»».-.  +  2         P.,-...»»».-.  (5<i£n) 

l/,  =  »«i+  2  ?.-»'-■«->  + 

+     2     ?«.«,«,*        (T^isSn) 
sono  sostìtuziODi  delle  forme  (143),  (144),  ove 


».=  »» 

(l^s<») 

»„=i,.+p.-.«.-».+  2  ^p,-«, 

-"' 

(»^s<n) 

(1£S<T) 

(161) 

(t=ss<») 

1>I 

('^ 

^»-ij+l); 

e  sì  vede  subito  da  queste  (151)  che,  inversameute,  si  possono 
attribuire  alle  X,i,).jj,p,,   valori  (polinomi  nelle  v^,v|^,v^J  in 
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modo  che  te  sostituzioni  che  allora  risultauD  definite  da  (148), 
(146),  (150)  abbiano  per  prodotti  precisamente  le  (143),  (144)  (a 
coefTIcienti  variabili):  indichiamo  brevemente  questi  poUuomi  con 
X"(vv'v"),X>«'«").p:.(v«'v-). 

Siano  r(3L  ;  y,  ...  yJ,w(X  ;  y,  ...  yj  le  funzioni  che  deiini- 
8C0U0  le  varietà  v.-w  mediante  le  variabili  i/j  1(88),  (118)];  al- 
(ineh'è  a  un  sistema  di  valori  delle  variabili  y^ , ... ,  y„ ,  y\ , ... ,  y\ 
corrisponda,  mediante  le  sostituzioni  (148),  (1-19),  uno  zero  co- 
mune alle  funzioni  (141),  è  necessario  e  sufficiente  che  detto  si- 
stema di  valori  costituisca  uuo  zero  comune  alle  funzioni 

(152)  P(X  \y„  ...  yj    ,     to{X  ;  y',  ...  y'j  . 

Cerchiamo  l'intersezione  di  queste  due  funzioni:  esse  dipen- 
dono da  2n  — ff  — T  +  2  variabili,  e  non  hanno  fattori  comuni 
(perchè  dipendono  da  variabili  tutte  differenti);  la  loro  interse- 
zione sarà  quindi  [n.  LXIII]  una  varietà  di  dimensione  2n— a — t. 
Osserviamo  inoltre  che  le  ultime  tre  righe  di  (150)  costituisco- 
no una  sostituzione  della  forma  (88)  rispetto  ai  due  sistemi  di 
variabili  t/a  ,...,y„,y'.,..  ..,y'n  «  So^,_, , . . . ,  3,„  ;  ne  segue  che 
la  detta  intersezione  si  rappresenta  [n.  LVillJ ,  uelle  variabili 
-Sb+,_i  .■-. .  2,„,  mediante  uua  funzione  ({XX  ;  p  ;  3,^^  ...  2,J. 

Poniamo  1{X*\'°  ;  p'  ;  3„,  ...  s,^}^t'{tv'v"  ;  s„^^  ...  3,„)  ;  se 
in  questa  f  sostituiamo  alle  v,i,v,(',v„"  le  espressioni  (151),  ri- 
otteniamo  la  t;  quindi  condizione  necessaria  e  sufllcieute  perchè 
a  un  sistema  dì  valori  delle  Zg_^^ , , . . ,  3,^  corrisponda,  mediante 
(143),  (144),  uno  zero  comune  alle  (141)  è  che  dette  ^,^,...  ,z,^ 
costituiscano  uno  zero  della  funzione  /'(vv'v"  ;  2,^,  ...  2,^).  Que- 
sta condizione  non  può  difTerire  da  quella  .che  si  sarebbe  otte- 
nuta proseguendo  nel  calcolo  dell' intersezione  delle  funzioni 
(141)  avviato  nel  n.  prec.  :  si  conclude  dunque  che  l' intersezio- 
ne delle  funzioni  (141)  non  può  conlenere  varietà  di  dimensione 
>2n— o— t;  e,  se  esiste,  comprende  certo  una  varietà  di  questa 
dimensione;  e  se  T(A  ;  ?„+,  .. .  -^)  è  la  funzione  che  dellnisce 
questa  varietà  mediante  le  a,,  legate  alle  3",  .a;',  dalla  sostitu- 
zione (145),  ponendo  in  essa  per  le  A^  i  valori  che  esse  hanno 
nel   sistema  (143)  (144),   considerato  come  caso  particolare   di 
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(146),  ai  otterrà  una  fuQzione  che  ha  la  stesaa  varietà  di  zeri 
di  /-(««V;  ^,„...  z,J. 

Ricoivliamo  che  [a.LVftJ]  a  ciascuno  zero  di  t{XÌ.';p;x^^^...z^ 
cui  corrisponda  ud  elemento  dell'intersezione  delle  1\iqzìodì  (153) 
nel  campo  <2'**'  (esteso  di  fi  per  l'aggiunta  delle  yariabili  ).^,X'J 
non  corrisponde  altro  elemento  di  detta  intersezione;  e  se  poi 
detto  elemento  è  costituito  da  zeri  delle  funzioni  v,w  cui  cor- 
rispoodano  elementi  di  v,w  (in  @),  sarà  ancora  unico  l'ele- 
meuto  corrispoudente  nell'intersezione  delle  funzioni  (141).  Te- 
niamo anche  presente  che  la  funzione  f{vv'v"  ;  z^^^  ...  z,^ 
differisce  dalla  /(XX'  ;  p  ;  ?^,  ...  z,^)  perchè  essa  dipende  dalle 
variabili  v^,v'„,v'\  e  non  più  dalle  >^( , X^ , p,„ ;  ma  ad  essa  siri- 
duce  per  valori  convenienti  [(151)]  delle  nuove  variabili;  dunque 
se  ad  uno  zero  di  essa  corrisponde  un  elemento  dell'intersezione  ' 
in  fi  delle  funzioni  (141),  a  detto  zero  pure  non  corrisponde  altro 
elemento.  Ne  segue  che: 

1*  Agli  zeri  della  funzione  l'{vv'v"  ;  z„^  ...  z^  non  cor- 
rispondono altri  elementi  dell'intersezione  delle  funzioni  (141) 
se  non  quelli  della  varietà  definita  da  T(A  ;  Zg_^^  ...  s^);  dunque 
i' intersezione  delle  funzioni  (141)  in  S  non  contiene  varietà  es- 
senziali di  dimensione  <  2m  —  o  —  t. 

2°  [n.  LXIX]  11  grado  minimo  delle  funzioni  che  hanno  la 
atessa  varietà  dì  zeri  di  /*(««'«"  ;  z„^^  ...  «,„) —  o,  ciò  che  è  lo 
stesso,  di  Aì'-X'  <  P  :  ^»f«  ■•'  -^iJ  ~  è  uguale  al  grado  minimo  delle 
funzioni  che  hanno  la  stessa  varietà  di  zeri  di  T(A  ;  z,^  ...  «,J, 
e  cioè  all'ordine  dell'intersezione  cercata.  Siano  M,N  gli  or- 
dini di  v,w;  si  può  supporre  che  v  ew  abbiano  rispettivamente 
i  gradi  M ,  N  ;  quindi  [d.  LXIVJ  l'intersezione  delle  funzioni 
(152)  ha  ordine  ^MN;  il  grado  mìnimo  delle  funzioni  che  hanno 
le  stesse  varietà  di  zeri  di  i  e  di  T  è  dunque  ^MN;  e  l'inter- 
sezione di  (141)  Ita  ordine  ^MN. 

Si  vede  però  subito  che  vale  precisamente  il  segno  =:  indi- 
chiamo infatti  con 

(158)  r,  r,   ...    r^, 

n  —  9  (Unzioni  lineari  delle  variabìU  i»^  la  cui  intersezione  con 
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V  si  componga  di  M  elemeati  dìstioti  [u.  LXVIIIJ ,  e  con 

(154)  s,s,   ...  V, 

ti  —  t  funzioDi  lÌBeari  delle  x,  la  cui  IntersezìoDe  con  va  si  com- 
poDga  di  N  elementi  distinti;  infine  indichiamo  con  s\  le  s» 
scritte  nelle  variabili  a!\  al  posto  delle  X;\  le  2n  — o  — t  fun- 
zioni lineari 

''i  ^»  ■  ■  ■   *'»_«  s\  .?',  . . .  «'„., 

intersecano  il  sistema  delle  funzioni  (141)  (e  cioè  la  loro  com- 
pleta intersezione)  negli  MN  elementi  che  hanno  come  prime 
coordinate  (juelle  di  un  elementi  dell'intersezione  di  v  con  (153) 
e  come  ultime  coordinate  quelle  di  un  elemento  dell'intersezione 
di  w  con  (154);  l' intersezione  delle  (141)  non  ha  dunque  [u.  LXVI] 
ordine  <  MN.  Riassumendo,  l' intersezione  delle  funzioni  (141) 
esiste  sempre  ed  è  utm  varietà  di  dimensione  2n—<j  —  t  e  di 
ordine  MN. 

LXXVI.  Possiamo  ora  determinare  subito  la  dimeasioue  e  l'or- 
dine dell' iatersezione  di  v,iv:  infatti  abbiamo  già  osservato 
[n.  LXXIVJ  che  questa  intersezione  è  quella  stessa  dell'inter- 
sezione delle  funzioni  (141)  e  delle  n  funzioni  lineari  (142):  ab- 
biamo dunque  [n.  LXVI}  che  (teorema  generale  di  BézouT) 
l' inierzione  di  due  varietà  v ,  w  delle  dimensioni  n  —  o  ,  n  —  t 
e  degli  ordini  M,N  è  in  {/enerale  una  varietà  di  dimen- 
sione n  —  a  —  t  e  di  ordine  asMN;  se  n<ia-\-x,  essa  manca 
in  generale.  In  ìtessun  caso  essa  pìtò  contenere  varietà  di 
dimensione  <«  —  a  — t;  ptiò  iniiece  contenere,  in  casi  par/i- 
CQlari,  varietà  di  dimensUme  >m  — s  — t;  ed  allora  l'ordine 
della  parte  di  dimensione  n—a—t  è  sempre  <MN  ;  se  questo 
non  si  verifica  e  se  le  funzioni  considerate  sono  omoffenee,  e 
S  contiene  il  campo  dei  mwieri  inferi,  si  ottiene  sempre  l'or- 
dine generico  MN  attrilmcndo  alle  componenti  irreduttibili  del- 
l'intersezione convenienti  muUiplicità  fn.  LXV,  LXVIJ, 

LXXVII.  Risultante  di  n-f  1  polinomi  In  n  variabili.— 
Sia  f,,ft,...,f^  un  sistema  di  funzioni  razionali  intere  delle 
n  variabili  x,,a;,  ,...,ce)^  nel  campo  @,  prive  di  zeri  comuni 
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Se  ad  esso  applichiamo  il  procedimeuto  del  n.  XLVil,  tutte  le 
fnnzioni  V^  l'isultei-auuo  uguali  ad  1  e  8ai*à  quiudi,  per  ogni  /-, 

H,  =  RÌ8(F^  . /;_,  ,^  )  =  9,.  F,  +  9.. C-., 

doTtì  fri'9n  rappresentano  [§  6,  a.  39  (75)]  funzioui  razionali 
intere  in  S'^'  delle  variabili  w,""',  w,'",  ■..  ,y,,-..  ,v„.  Sostituendo 
a  F,  la  sua  espressione 

I 
si  ha  quindi  pure 

dove.^'rj  rappresentano  ancora  l'unzioni  razionali  intera  In  S**' 
delle  variabili  u^''\yi.  Sviluppiamo  i  due  membri  come  polino- 
mi nelle  variabili  u^^  ;  uguagliando  i  coeSlcieutì  dei  termini 
omologhi,  si  ottiene  da  (15-%) 

(156,)  /;.  =  j;x.,;^-u  (s=l,3,...) 

j 

dove  %,j  rappresentano  funzioni  razionali  intere  in  G'*'  delle  va- 
riabili y,,  ...,!/„;  e  quindi,  raccogliendo  da  (156J,  (156,_,) 

(156,), 


(157)  /;.=]S«.,/;j . 


dove  3,j  sono  ancora  funzioni  razionali  intere  in  g'*'  delle  va- 
riabili tfj. 

Effettuiamo  ora  sui  due  membri  di  (157)  la  sostituzione  T';  il 
primo  membro,  essendo  nu  numero  di  S'*',  l'estera  inalterato; 
nel  secondo  membro  le  funzioni  f^^  si  trasformeranno  nelle  ^  e 
le  q^j  ai  trasformeranno  in  funzioni  Qn^(X  ;  a;,  ...  ìb„)  delie  va- 
riabili ìt^  in  &-^K  Esprimiamo  infine  i  due  membri  come  polino- 
mi nelle  variabili  X^  ed'uguagliamo  i  coefficienti  dei  termini 
i^Ti  so 
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simili:  otteaiamo  ud  sistema  di  relazioni  della  forma 

(158)  c.=2^/;  (^=1.2,...), 

dova  c^  sono  numeri  dì  €  e  r,  sono*  funzioni  razionali  iotere  io 
S  delle  variabili  a;,.  Osserviamo  che,  poiché,  per  ipotesi,  le  fun- 
zioni f^  non  hanno  zeri  comuni,  le  /'„,  non  sono  tutte  nulle  e 
quindi  non  sodo  tutti  nulli  i  numeri  e,:  adunque  se  fi,r,,  —  ,ff 
sono  polinomi  in  date  variabili  Xj,x,,...,x^  nel  campo  nu- 
merico Q  ,  i  quali  rappresentino  funzioni  prive  di  zeri  comuni 
(in  (2  enei  siioi  campi  derivati),  esisle  ^tna  eombinaiione  li- 
neare di  questi  polinomi,  nel  campo  dei  polinomi  in  Q  e  nelle 
variabili  x^,  che  è  un  numero  di  »2  ^0. 

Questa  propoaìzìoDe  è  la  estensione  a  un  numero  qualunque  di  fun- 
eìodì  e  di  variabili  delle  propoaizioni  del  §  6,  D.  39,  41  [cfr.  n.  9].  Come 
già  a  detto  luogo,  si  osserverà  che,  se  (2  è  campo  dì  raiionaljtà,  ogni 
numero  di  Q  sì  esprime  come  combinazione  lineare  delle  funaioni  f^. 

LXXVIII.  Applichiamo  la  precedente  proposizione  al  sistema 
di  n  +  1  polinomi  /",,/"»,-.■. /"»+i  aventi  per  coeiHcìenti  varia- 
bili tutte  distinte  0,^(^  =  1 ,2,...,  n+l ,  A  =  1 ,3, ...)  (il  campo 
S  sarà  dunque  un  campo  di  polinomi  in  queste  variabili):  le 
fuuzìoni  da  esse  rappresentate  non  hanno  di  fatto  zeri  comuni 
[n.  LXVII].  Otteniamo  che  esiste  un  polinomio  p(a)  nelle  sole 
variabili  a^^ ,  non  nullo,  il  quale  si  esprime  come  combinazione 
lineare  dei  polinomi  /■,,/■,,...,  /",„.,  : 

(159)  p(fl)  =  r.  A  +  r.  /■,-!-...  +  r^,  r^,  : 

i  coefficienti  rv  sono  polinomi  nelle  variabili  sd,  nel  campo  dei 
polinomi  nelle  variabili  a^^  (in  un  campo  numerico  qualunque 
€, ,  per  es.  nel  campo  dei  numeri  interi,  o  in  un  suo  ridotto). 
Consideriamo  1  termini  di  (159)  come  polinomi  nelle  variabili 
flj,,  nel  campo  S"  dei  polinomi  in  S,  nello  variabili  »,  :  consi- 
deriamo quindi  successivamente  il  campo  dei  polinomi  in  ^ 
nelle  variabili  a^^  ridotto  relativamente  al  modf^,  il  campo  ri- 
dotto di  questo  relativamente  al  mod  /", ,  ecc.  [  §  2,  n.  XVI,  XIX  ]. 
Ciascuno  dì  questi  moduli,  essendo  lineare  nelle  variabili  rispet- 
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tive  flj^,  è  primo  [§  2,  q.  XIII;  cfr.  ti.  LXI  a)  (128)];  i  successivi 
campi  ridotti  sodo  dunque  tutti  non  singolari:  ma  Dell'ultimo 
di  questi  campi  (ridotto  relativameote  ai  moduli  fi,ft,---,f^ 
il  secondo  membro  di  (159)  è  nullo;  in  esso  è  dunque  nullo  p(<i}. 
Se  quiadt  si  scompone  p{a)  in  un  modo  qualunque  in  fattori,  po- 
linomi nelle  variabili  a^^,  uno  almeno  di  questi  fattori ,  conside- 
rato nel  campo  ridotto  relativamente  ai  moduli  A '/i  >  ■- ■  t/i^+n 
deve  risultare  nullo. 

Supponiamo,  in  particolare,  scomposto  />(a)  nei  suoi  fattori 
irreduttibìli  in  @, ,  e  indichiamo  con  n(a)  quello  (o  uno  qualun- 
que di  quelli)  che  è  ^0  rispetto  ai  detti  moduli.  Sarà  dunque 

(160)  <<(«)  =  2)(j'j 

{lj  polinomi  nelle  variabili  a,» .  a,» , . . . ,  a,,^.,^ ,  ajj  . 

Indichiamo  ora  con  l*""  la  varietà  (di  dimensione  0  [n.  LXVII]) 
intersezione  delle  funzioni  delle  Xf  rappresentate  dai  polinomi 
/^O^A);  e  con  a^^  un  sistema  di  valori  per  le  a^^  in  un  campo 
derivato  dal  campo  dei  polinomi  in  S,  nelle  a^^Qi^h),  peroni 
la  funzione  /'„  diventi  f^,  avente  per  zero  un  elemento  di  1^*'  [n. 
LXI];  e  sia  \x*\  questo  zei-o  comune  alle  funzioni  f^' ,  fj(j:^h). 
Se  nel  secondo  membro  di  (160)  sì  pone  a^^=a^^,Xi=aì^,  esso 
prende  il  valore  0;  ne  segue  che  anche  ic(a)  si  annulla  per 
a»»  =  a»»''  {h  =  \,2,...). 

Indichiamo  con  w^  il  grado  di  /),  ;  i  sistemi  di  valori  delle 
fl^n  per  cui  /i  viene  ad  avere  per  zero  un  elemento  di  'V*'  sono 
tutti  e  soli  gli  zeri  di  Ris('V"",mJ  [n.  LXI  d)'\;  se  dunque  al 
posto  delle  variabili  ^  [n.  LXI]  vi  scriviamo  le  a»„,  otteniamo 
una  funzione  RÌ8(1'"" ,  m^  ;  aj  di  queste  variabili,  i  cui  zeri  sono 
tutti  zeri  di  «(a),  considerata  pure  come  funzione  razionale  in- 
tera delle  variabili  a^^,  (nel  campo  dei  polinomi  in  iS,  nelle  re- 
stanti a^J^j^h));  «(a)  deve  perciò  essere  divisibile  per  tutti  i 
fattori  irreduttibili  di  questo  risultante.  Ma  ricordiamo  che,  per 
ipotesi,  it  stessa  è  irreduttibile,  e  che  d'altra  parte  [u.  LXI  d)} 
Kw(fl}"'',m^  è  funzione  razionale  intera  nel  campo  esteso  di  S, 
per  l'aggiunta  delle  variabili  a^^  {j-^h),  di  grado  minimo  fra 
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quelle  che  hanno  la  totalità  dei  suoi  zeri  ;  sì  conclude  che 
RÌ3(1'"",  «2^  ;  a^  è  uguale  a  ic(a) ,  eventualmente  moltiplicato 
per  un  fattore  numerico  [cfr.  n.  LXIIj  appartenente  al  detto 
campo  esteso  di  É, ;  e  poiché  questo  fattore  è  arbitrario  [a, 
LXl  rfj],  puó-aupporsì  l  o  un  numero  di  S^.  Cosi  luKi  i  poli- 
nomi RÌ8(1''^' ,  n?j  ;  flj)  (i=  1,2 n)  sono  Jtffuali  fra  loro  (a 

meno  di'  un  falior  numerico),  e  sono  irredu/tiàitl. 

L'unico  polinomio  cosi  definito,  a.  meno  di  un  Tattor  numerico, 
si  chiama  il  risultante  degli  n  +  l  polinomi  A '/'i>  ■'■•/'■h-i  ^  ^i 
scriverà  Ks(/, ,  A  .  ■  •  ■ .  Cm)- 

Dalle  considerazioni  fatte  sopra  )a  m  si  vede  che  offni  cojnòi- 
nazione  lineare  dei  polinomi  f^  nel  campo  dei  polinomi  in  S, 
nelle  a^^  ,CBf,  la  quale  sia  indipendente  dalle  jt,  ,  ha  questo  ri- 
sullante  per  qvxisi-dii-isore. 

LXXIX.  Dall'espressione  (160)  di  «(a)=Rl8(/", ,/;,...,  /"„+,)  ri- 
sulta [cfr-  n.  prec]  che  ogni  sistema  di  valori  per  le  variabili  a^^ 
(in  un  campo  numerico  qualunque)  per  cui  le  fj  divengano  fun- 
zioni delle  fCf  aventi  uno  zero  cmnune  costituisce  uno  zero  di 
RisC/i  ,/",,-■.  )/1m.,)-  Si  esprime  questo  brevemente  dicendo  che 
RÌ8{A./', .-•■./",M-i)  =  0  è  il  risultato  dell'eliminazione  di  x,, 
ic, , ... ,  «„  fra  ie  uffuaglianSe  (o  le  equazioni)  f,(x,  <»,  ...  a'„)=0, 
/■.{iCia;,  ...  a;J  =  0,...,/'^,(a7,i»,  ...  i»J  =  0  [cfr.  n.  9]. 

La  proposizione  inversa  è  vera  solo  con  una  limitazione  [efr. 
n.  13,  XXVII]:  precisamente  le  funzioni  f^  vengono  certamente 
a  possedere  ìino  zero  comune  quando  oi  si  pone  Oj^  =  a^^"  (j=l , 

2 ft+l  ;  A=I ,  2 , ...),  se  \ «j^'j  è  uno  zero  di  Ri8(/", ,  /", , ... ,  f^J. 

e  fra  gii  indici   1,2 «-J-1    "s  esiste  uno  fi  tale  che,  ine- 

diante  laposizione  a^^  =  a-^^  per  j'i^h,  RÌ8(/*,,/;,  ...,/',^J  venga 
a  rappresentare  una  funzione  non  nulla  delle  a^^. 

Indichiamo  infatti  con  fJ'(J^/i)  le  funzioni  delle  a-^  definite 
dalle  /■j  per  aj^=aj^°:  se  Ks(f,  ,f,  ...-tf^,)  diviene  una  funzio- 
ne non  nulla  delle  a^^  per  a^^^aj^"  (J^/i) ,  la  completa  inter- 
sezione delle  funzioni  f.''(j^/i)  è  una  varietà  di  dimensiono  0, 
perchè  la  funzione  A,  avente  le  variabili  a^^  per  coefficienti, 
non  ha  zeri  che  siano  elementi  di  questa  intersezione  [n.  LXIII 
cj].  Chiamiamo  'V,  questa  varietà:  se  allora  si  ripi-ende  il  pro- 
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cedimento  del  q.  LXI  c),  d)  per  calcolare  RisC^fj.mJ  e  por  cal- 
colare RÌ8('a''*',mJ  =  Ri8(/;,/;,...,/'^,)  [n.  LXXVIII],  si  vede 
che  il  primo  ha  per  zeri  tutti  gli  zeri  della  funzione  rappresen- 
tata dal  secondo  per  a^^  =  a-^  (J  ^  h). 

Facendo  n  =  1 ,  ai  riottiene  U  multante  di  due  fuozìoni  di  una  va- 
riabile, gii  più  volte  considerato:  il  n.  LXXVIII  afferma  la  forma- 
BÌone  di  questo -risultante  come  oombinazioDe  lineare  di  /|i/|  [§  6, 
n.  38];  per*,  per  la  differente  natura  delle  considerazioni  svolte  qui, 
si  fissa,  come  eepressione  dì  questo  risultante,  una  di  grado  minimo 
rispetto  al  coefScienti  dì  /(,/, ,  considerati  come  variabili  (ma  dipen- 
dente ancora  da  un  tattor  numerico  arbitrario):  questa  esprewions  i 
precisamente  la  stessa  del  §  7,  n.  14  (33)  [u.  XLV  a}]. 

LXXX.  Taorama  di  Hllbarl.  --  La  proposizioae  del  n. 
LXXVII  ai  può  considerare  come  caso  particolare  della  seguente 
che  da  essa  si  deduce  facilmente:  se  A,/", , . . . ,/",  sono  funzioni 
razionali  intere  qualunque  delle  variabili  a', ,ir, ,. .,  ,07,  in  un 
campo  S ,  e  ♦(«,  x^  ...  cc^  è  una  /"unzione  /-azionale  intera  in 
S  che  abbia  per  zeri  tulli  gli  zeri  comuni  alle  dette  f^ ,  ^isie 
una  combinazione  lineare  delle  f^,  nel  campo  delle  funzioni 
razionali  intere  delle  «,  in  S,  non  degenere,  che  è  ugtuUe  al 
prodotto  di  una  potenza  di  <fr  per  un  numero  di  <3. 

Se  «>  1 ,  noi  supporremo  nota  la  proposizione  per  le  funzioni 
di  «  —  1  variabili,  e  mostreremo  che  essa  sì  verifica  di  coDse- 
guenza  per  le  funzioni  di  n  variabili;  si  vedrà  inoltre  che  il 
ragionamento  resta  valido  anche  per  n  =  l:  per  modo  che  la 
proposizione  ne  risulterà  provata. 

Osserviamo  che  è  equivalente  raffermare  la  proposizione  per 
date  funzioni  /) ,  ♦ ,  ovvero  per  le  loro  trasfoi-mate  mediante  una 
sostituziono  lineare  qualunque  avente  inversa  [cfr.  n.  XXXVII]. 
Ricorrenilo,  ai  bisogno,  ad  una  tale  trasformazione  preliminare, 
noi  potremo  supporre  che  un  sistema  di  valori  delle  variabili 
X,,  in  (88)  [n.  XLVII]  soddisfacenti  alle  condizioni  del  n.  XLVIII 
[(07)]  rispetto  al  calcolo  dell'  intersezione  delle  funzioni  /", , 
f,,--,ff  (e  delle  A,  ,^ ,.-.,/",,  *)  si  abbia  ponendo  i»,  =  0 
(s  =  l,8 H-\). 
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TJiUL  Boatìtuzione  lineare  atta  all'uopo  è,  per  ee.,  la 

(161)  >!,  =  2".j»',         (■.J  =  1.2 •) 

dove  nìfj  sono  variabili  ;  perchè,  facendo  ad  essa  seguire  la  sostitusione 

che  ha  la  forma  (66)  con  tutto  le  X^  nulle,  ai  ottiene  come  prodotto 

in  cui  la  (88)  rientra  per  tù^  =  X^  (*  <  i) ,  (■>,(  =  !,  W^  =  0  (•  >  i). 
Segue  allora  racilmente  che  sussiste  una  relazione  della  forma 


(162) 


C(a'J*(ic,  07, 


"'.r-l'-^r, 


dove  C(a!j  è  un  polinomio  in  S  in  ic„,r,  sono  polinomi  in  S  in 
»,  .ar, ,..  .,a;„  e  ^^  un  intero  assoluto  conveniente.  Se  «  =  1  si 
può  invero  assumere  come  (132)  (per  es.)  l'uguaglianza 


(2<'j/',)*=2tei*)/;. 


dove  ff^  soan  polinomi  iu  S  uell'uDica  variabile,  arbitrari  pur- 
ché QOQ  tutti  nulli.  Se  n>l  osserviamo  che. dall'ipotesi  dell'e- 
Quociato  segue  che  l'ipotesi  medesima  si  verifica  se  le  f^,^ 
si  considerano  rappresentare  funzioni  delle  sole  variabili  x^ , 
(C^,...,x^_,,  nel  campo  esteso  di  @  per  l'aggiunta  della  varia- 
bile x„  :  invero  se  ai  sistemi  di  funzioni  /",,/",, ...  ,fp  e  Zi  »  /i  >  •■■ . 
/*,  ,<t>  si  applica  il  procedimento  del  n.  XLVII,  si  debbono  otte- 
aere  le  stesse  varietà  irrejlucibili  essenziali  a  costituire  le  due 
intersezioni:  consideriamo  allora  le  f],^  come  funzioni  delle 
sole  variabili  ic,,w,,. .  .yX^.i,  e  cerchiamo  di  nuovo  le  inter- 
sezioni dei  due  sistemi  di  funzioni:  una  sostituzione  della  forma 
(8S)  per  le  sole  variabili  Wi,a; ^„_,  si  ottiene  da  quella 
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relativa  al  aistema  v, ,x), , . . .  ,a;„  poaeudovì  Jl,^  =  0,  (e  quindi 
a:,  =  V.)i  come  funzioni  V, ,  V, , ... ,  V,.,  si  ottengono  allora 
[cfr.  a.  XLVIII  e  l'alinea  prec]  quelle  che  risultano  mediante 
la  posizione  \,  =i) .  i/«  =  ^ar^  dalle  funzioni  degli  stessi  nomi  ot- 
tenute considerando  il  sistema  di  »  variabili  ;v, ,  a;, ,  ...,ix„;  ne 
se^ue  che  a  defluire  le  intersezioni  dei  due  sistemi  /*,./*«,■■., /^ 
fl  A .  /*i  I  - .  ^ .  *  si  otterranno  di  nuovo  funzioni  aventi  gli  stessi 
fattori  essenziali  irreduttibili.  A  causa  della  supposta  validità 
della  proposizione  per  il  caso  di  n  — 1  variabili,  è  dunque  vera 
la  (162),  che  esprìme  la  proposizione  da  dimostrarsi  applicata 
a  funzioni  di  ìp,  ,  a;, , . . , ,  fl7,_,  nel  campo  esteso  dì  S  per  l'ag- 
giunta dì  cc^ . 

Osserviamo  che  da  (163)  segue,  qualunque  sia  l'intero  asso- 
luto fi-', 

dunque,  assegnato  un  valore  di  (n  per  cui  sì  verifichi  (163),  una 
relazione  analoga  si  ottiene  per  ogni  valore  maggiore. 

Ricordiamo  anche  che  noi  possiamo  ordinare  le  variabili  [a, 
LXXII]  in  modo  che  prenda  l'ultimo  posto  una  tr,  qualunque; 
e,  sostituendo  al  bisogno  alle  f^,^  le  loro  trasiòrmate  per  una 
sostituzione  lineare  preliminare  ((161),  per  es.),  possiamo  sup- 
porre che,  ciascuna  volta  che  si  opera  questo  riordinamento, 
la  sostituzione  analoga  a  (88)  in  cui  l'ultima  linea  sì  riduce  a 
a;f  =  f/t  soddisfi  alla  corrispondente  condizione  (97)  rispetto  alle 
funzioni  considerate. 

Applicando  dunque  ad  una  Xf  qualunque  quanto  si  disse  per 
cc^,  sì  conclude  che  esiste  un  valore  di  jn  per  cui,  qualunque 
sìa  i ,  si  ha 

(163,)  CM)^(-%  a^.  ■ . .  a'nf  =  2  ^j  /"j 

dove  0,(0;^)  sono  polinomi  in  <3,  ciascuno  nella  corrispondente 
^i>  e  fij  sono  polinomi  in  S  in  a:,  ,a:, ,. .  .,»„. 

Indichiamo  con  f,  11  grado  di  C((«f),  e  supponiamo,  per  un 
istante,  che  0  sia  campo  di  razionalità;  se  allora  di  un  poli- 
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Qomio  qualuuque  Y'(^,  x,  ...  x^)  si  calcola  il  polinomio  di  grado 
mìnimo  congruo  secooiio  i  moduli  C,(.T,),C,(aj,),....C„te,),  si 
ottiene  [%  2,  n.  XX,  XXII J  ud  polinomio  <)>(;r,  j%,  . . ,  ^J  che,  in 
ciascuna  variabile  a),,  ha  grado  rispettivamente  <v,-;  e  T,^» 
saranno  legati  da  una  relazione  della  forma 

.(164)     T=2 5,(^1  ^t  ■■■  ^J C({a',)  +  *(a;, ir,  ...  a;,)  . 

Se  1?  è  campo  d'integrità,  basterà  considerare  il  campo  di  ra- 
zionalità che  lo  contiene  [§  1,  n.  XL]  ;  moltiplicando  poi  per  il 
comun  denominatore  dei  coeflfcieati  che  verranno  a  comparire 
in  (164),  si  otterrà  un'analoga  relazione 

(164')   rfT=2S,(ar,a;,  ...  a;JC,<a:,) +f(a;,a7,  ...  wj 
{d  numero  di  fi)  . 

Applichiamo  questa  osservazione  assumendo  come  polinomio 
T  successivamente  4i,4i',4*, . . .  e  poniamo  in  generale 

(165)  dj*'  =  2S«(«,  ■■■  aj„)C,(iE,.)  +  4',(3;,a;,  ...  xj 

(i=l,2,...). 

I  polinomi  <}',  sono  combinazioni  lineari  in  fi  di  un  certo  numero 
ft<Y,r.  -T«  di  monomi  della  forma  arj' jtI'  ...  cr^ifiiKtà'  fra 
h-^-l  qualunque  di  essi  esiste  dunque  una  dipendenza  lineare 
in  fi  [§  4,  n.  II;  g  6,  n.  4,  31;  cfr.  g  6,  n.  38];  sia  dunque 

Per  (165)  è  allora 

2|d,fii*'  =  2e,S,,(a;,  ...  xjC,(a;t)  =  '^T,{x,  ...  iP,)C((a?,)  ; 
e,  moltiplicando  per  ^,  e  tenendo  conto  di  (163(), 

(166)  2''ie,*^=2(2T,n,)/i. 
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ladìchiamo  eoa  4>'  la  raassima  poteaza  di  4>  che  è  fattore  nel 
prìiRO  membro;  sarà 

(  167)  2  rf,  e,  *"+'  =  ♦'  (K  ♦.  +  5) 

dove  S  è  un  numero  di  S  noD  duUo.  Per  ogni  sistema  di  valori 
delle  X,  per  cui  4  si  aanulla,  K4>-|-8  prende  il  valore  S;  quindi 
*  e  K^  +  S  non  hanno  zeri  comuni;  noji  hanno  dunque  zeri  co- 
muni anche  le  funzioni  /■,,/■,,..  ../"p,  K*  +  S,  ed  esiste  un  nu- 
mero e  di  e  tale  che  [n.  LXXVU  (158)] 

onde,  a  causa  di  (167),  (166),  si  ottiene 

c*'=2(^j*"')/;+^^.**tK*+s)=2('j*''  +  'M-.2T<nj)/:. 

che  dimostra  la  proposizione  enunciata. 

Supponiftmo  che  U  modulo  [n.  LIX  b)]  dellt  /uwiioni  rmionali  inUre  in 
<2  (J)  x^,  x^, ,. . ,  x^  ohe  haimo  per  ttri  gU  aeri  ooitmni  alle  fvMMioni  /^ , 
/,.■■■  i/p  ««  fi^*^  [ofr.  §  4,  n-  VII]  ;  e  sia  s, ,  3, , . . . ,  j,  una  sua  base. 
Per  il  teotem&  dimostrato,  esìstono  g  esponenti  |i,  tali  che  g**  si  espri- 
me oome  combìnaiione  lineare  delle  /. ,  Siano  allora 

♦,=2«„J,  (1=1,2,...)- 

fansioni  qualaianei  del  modulo;  se  con  queste  funzioni  si  forma  un  prò- 
dotto  con  almeno  p  =  2'^l*4  —  ^)'V^  fattori,  e  si  sviluppa  il  prodotto 
dei  secondi  membri,  si  ottiene  una  combinasions  lineare  di  prodotti 
delle  g^  in  ciaBcuno  dei  quali  si  può  estrarre  almeno  un  fattore  della 
forma  ;,  '  ;  sostituendo  a  questo  fattore  la  snti  espressione  come  com- 
bioaBione  lineare  delle  f, ,  si  ottiene  infine  che  anche  ogni  prodoUo  di 
almeno  p  funtioni  rationali  iniere  a\xnli  per  ter*  lutti  gli  zeri  eomuni  alle 
funzioni  /j  i  /,,■■-,  A  *'  «i"""'*  come  ooir^inatione  lineare  di  queste  /uit- 
aioni  nel  etimpo  delle  fwvtioni  rationali  inlcre  in  <2  di  x^,  x^, . . . ,  x^. 
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lineare  822,  468. 

SUmenlo  di  una  matrice  137. 

Equauoni  algebriche  838 ,  -  irre- 
duUibìli  828;  -  completa  mante 
rieolubili  328-SS9;  -  trasforma- 
te di  una  data  866-859. 

E!quaaione  lineare  (  omogenea,  non 
omogenea)  198;  condizioni  di 
risolubilità  di  una  -  199-200, 
232;  -  omogenea  corrispondente 
nd  una  data  -  non  omogenea  202; 

-  conseguensa  di  un'»ltr«  208  ; 
•  indeterminata  a  coefiicienti  in-^ 
teri  22;  -  indeterminata  in  un 
campo  di  polinomi  242-246. 

Equatioai    equivakiUi   (  algebriche) 

828;  (lineari)  20S. 
£!»U»o  (campo  -)  di  un  dato  campo 

numerico  86,  40,  346;  166-157. 
Etlauiotte:  v.  esteso. 

Fattori  di  una  composiiione  180; 

-  semplici  di  una  funzione  ra- 
Eionale  intera  822. 

FaltoriaU  67. 

FnRMAT  (teorema  di  -)  31,  24,  866. 

Forma  algebrioa  43;  lineare,  qua- 
dratica, cubica,  ecc.  43;  bina- 
ria, ternaria,  ecc.  46  ;  -  corrispon- 
dente ad  un  polinomio  46- 

Frazioni  26;  -  algebriche  71  ;  scom- 
posiaione  di  una  &  in  -  elemen- 


tari S6T'269;  scom posizione  dì 
una  f.  a.  in  -  samplici  831-335. 

Fhdbbnius  (teorema  di  •)  284. 

Fuwtioni  74,  76;  -  univoche,  plu- 
rivoche  78-79;  -  esplicite,  im- 
plicite 64-86;  f.  inversa  di  una 
f.  85-86;  -  omogenee  88;  -  sim- 
metriche 84,  96-96  ;  -  di  -  78-19.  ' 

Finuioni  raaionali  intere  in  un  cam- 
po numerico  80-82,  816  e  seg.; 
dominio  delle  variabili  di  una 
f.  r.  i.  81,  816,  844-847,  877; 
campo  numerico  di  -  81,  346;  - 
di  una  variabile  817-822,  929- 
844  ;  -  -  completamente  risolvi- 
bili in  fattori  semplici  322,  343- 
344,  847-349;  -  di  pia  variabili 
323-328,  881  ,  344-346,  380  e 
seg.;  numero  dei  termini  di  una 
f.  r.  i.  881;  -  omogenee  383-383; 
-  regolari  rispetto  ad  una  varia- 
bile 866;  -  di  grado  minimo  a- 
venti  una  data  varietà  dì  zeri 
890,  391-398. 

Fumùnù  razionali  /ratte  82-88,  92- 


Galois  (campo  di  -)  71. 
QAUSfi  (teorema  di  -)  sui  polino- 
mi simmetrici  102-104. 
QlRARD  (formola  di  -)  101. 

HiLBBRT  (teorema  di  -)  sui  moduli 
di  polinomi  127-199;  -  sui  siste- 
mi di  funzioni  rasionali  intere 
aventi  gli  stessi  seri  469-473. 
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Ideiuaà  (teorema  d'  -)  819,  S23,  369, 
370,  377. 

Incognite  198,  S2fi. 

Inferp«taiione{ioiiaoìa,à'  -)385-\iSl. 

IrtUrteiione  di  piii  funtioni  ratioaO' 
li  intere  391  e  eeg.,  460;  com- 
pleta -  897  ;  parEÌale  -  di  dimen- 
sione n  —  r  in  Q  '  406  ;  parsia- 
le  -  di  dìra«Deione  «  —  r  in  i2 
407;  completA  -  di  dimenaione 
«  —  r  in  e  422-423. 

Interteiione  di  una  varietà  algebrica 
con  una  funzione  rasionale  inte-  ' 
ra  487-447;  -  -  Qon  pììl  funzioni 
raiionali  intere  448-460;  -  -  con 
più  funaioni  lineari  450-461  ;  -  di 
due  varietb  algebriche  4&C-464. 

irreiluldlilt  {polinomi  -)  61;  esi- 
stenza di  -  in  ogni  campo  6L- 
62  (nel  campo  del  numeri  inte- 
ri 61-63,  6G-69;  in  un  campo 
d' integrità  che  ammetta  la  te- 
oria della  diviaibilità  69,  263; 
in  un  campo  finito  373-376);  - 
in  più  variabili  894, 

IrrtduUibili :  funzioni  razionali  in- 
tere -  82,  V.  polinomi  irredut- 
(ibili  ;  equazioni  algebriche  - 
828;  varietà  algebriche  -  893- 
394,  406,  438-439. 

Itomorji  (campi  numerici  -)  28. 


Laurangsi    (formola    d' interpola- 
zione di  -)  336-381;   (teorema 


Laplacb  (regola  di  -)  269, 272,818. 


Leibniz  (formola  di*-  per  la   po- 
tenza di  un  polinomio)  91-92. 
Li-Ma  di  una  matrice  137. 
Lintare   v.  Equazioni ,  tsisteml  di 

equasioni,  forma  algebrica. 

Matrici  131;  (come  numeri  oomples- 
si  216);  -  rettangolari,  quadra- 
te 189;  -  unità  189;  -  semplici 
140;  -  singolari  168;  •  simme- 
triche, emi  simmetriche  161;  - 
ortogonali  162-166;  -  orlate  di 
una  matr.  804-305  ;  -  eatratte  da 
una  matr.  266;  operaisiani  arit- 
metiche sulle  -  181 ,  138 ,  162- 
164. 

Matrici  coniugate  188;  -  aggiunte 
rispetto  ad  un  numero  157,  159- 
160,  308,  299-802;  -  comple- 
mentari rispetto  ad  ana  matr. 
267;  -  commutabili  rispetto  al 
prodotto  164-166. 

Jlfa(rt«i-numero  166-157. 

Minori  di  una  matrice  (o  di  un 
det6rminante)961;  -  complemen- 
tari 267  ;  -  principali  298. 

Modulo  in  un  campo  numerico  105- 
107,  120,  130;  -  finito  121-122  ; 
base  dì  un  -  121;  cambiamento 
della  base  di  un  -  129-130. 

Madidi  dì  numeri  interi  128-124; 
-  dì  polinomi  126-128;  -  di  nu- 
meri complessi  228-230. 

Modulo  di  una  congruensa  16 , 
é5,  130. 

Monomio  SI,  39. 
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UniUpUcilà  dagli  zeri  ài  una  fati- 
si one  rBEÌoDAle  inMta  di  una 
vambile  821;  -  di  una  varietà 
algebrica,  com*  rarietà  di  zeri 
dì  aoa  funiione  rasionale  in- 
tera 394;  -  -  per  l' interaeaione 
di  una  varietà  e  di  date  fun- 
sioai  447,  449;  -  -  per  l'inter- 
sesione  di  àai  varietà  464. 

Nbwton  (formola  del  binomia  di  -) 
&8,  90. 

NoBTHBR  (teorema  di  -)  346. 

iVorma  dì  un  numero  dì  un  campo 
algebrico  quadratico  228. 

2ftimeri  intari  8;  -  assoluti  8;  -  ra- 
zionali 23-21  ;  -  complessi  ordi- 
nari 224  (reali,  immaginari  ivi); 

-  primi,  di- un  campo  d'integri- 
tà 80,  362,  269-262;  -  coniugati 
ÌD  un  campo  quadratico  228. 

Numeri  eomplem   176  e  aeg. 
Namtralore    di    una    sostituzione 
semplioa  141. 

Oppotto  di  un  numero  di  un  cam- 
po 8;  -  di  un  eleiDonto  di  un 
modulo  106. 

Ordine  di  una  forma  algebrica  4S  ; 

-  dì  una  matrice  quadrala  139  ; 

-  di  un  determinante  264;  -  di 
una  varietà  426,  4S3-463,  464. 

Permufastont'  di  m  variabili  a  oggetti 

141;  numero  delle  -  1.71. 
Peto  47,  44&. 


Pfa^no  di  date  variabili  80& 

PoUiumi  in  una  variabile  81  ;  -  in 
più  vaHabìli  89-40;  -  primi  61 
(v.  irreduUibili);  -  simmetrici  48- 
49,  97-105. 

Potmta  dì  un  campo  numerico  fi- 
nito 366. 

Prodotto  Ai  due  numeri  di  un  cam- 
po 2;  -  di  due  polinomi  83;  - 
di  due  funiioai  79;  -  di  un  ele- 
mento dì  un  modulo  per  an  nu- 
mero 106;  -  di  sostìtuEioai  li- 
neari 133-186;  -  di  due  matrici 
187,  168,  382;  -  di  nna  matrice 
per  un  numero  165;  -  di  due 
aimboli  di  sostìtuisione  sopra  m 
lettere  142,  143-144;  -  di  nu- 
meri complessi  217-220. 

Proporzionalità  246-252. 

Qwui-diwore  dì  un  polinomio  238; 
-  comune  a  due  polinomi  214  ; 
comune  289-341. 


Badici  di  un'equazione  838;  v.  zeri 
di  una  funaione. 

Radiai  dell'  ìtnità  869  ;  -  apparte- 
nenti all'esponente  m  860,  362  ; 
-  primitive  860-361,  868-864;  ìr- 
reduttìbilìtft  dell'equazione  del- 
le -  {p'f  primitive  873. 

Bongo  dì  un  elemento  dell'  inter- 
eeaione  di  date  funzioni  razio- 
nali intere  410;  determinaaìone 
di  tutti  gli  aeri  di  •  assegnato 
413-413,  420-431. 
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Rapporto  polinomiaie  71. 

ifwuUante  di  dna  polinomi  (o  fua- 
sioni  ruion&li  intere  S17)  in  nna 
variabile  212-216,  277-278,  f(60- 
868,  896;  -  di  an  poliaomìo  e 
del  prodotto  di  altri  dna  296-298, 
363;  peso  del  -  293-294;  -  di 
n  -I-  1  polinomi  in  n  variabili 
466  ;  -  di  una  funaione  raelona- 
le  intera  rispetto  ad  ana  varieti 
algebrica  di  dimensione  0  438. 

RouCHÉ  (teorema  di  -  Capelli)  199, 
316. 

SuPPiMi  (formola  e  funaioni  di  -) 
319-320. 

Sarrub  (regola  dì  -)  288. 

Scambio  148. 

Simbolo  di  una  tottiluxiane  itntpliat 
141;  -  completo,  incompleto  142; 
-  apparente  162. 

Simili:  termini  -  di  un  polinomio 
31  ;  elementi  '  di  un  modulo  106, 
347;  elementi  -  di  un  modulo 
complesso  176,  248,  949;  nume- 
ri complessi  -  S60,  951. 

Sitlemi  di  equatàoni  lineari  204;  - 
a  coefficienti  numerici  206-208, 
284-287,-813-316;  -  -  in  cui  i 
termini  noti  ed  ì  valori  delle  in- 
cognite appartengono  ad  un  mo- 
dulo 316-816. 

Soluiiotte  generale  di  un'equasione 
lineare  omogenea  201;  -  •  non 
omogenea  202. 

Soltaioni  di   un'  enuaslone    lineare 


198;  -  di  un'equasione  algebri- 
ca 828:  T.  radici. 

Somma  di  due  numeri  di  nn  cam- 
po 2;  -  di  due  polinomi  82  ;  - 
di  due  funzioni  79;  -  di  due  ele- 
menti di  un  modulo  168;  -  di 
due  matrici  o  soatituBÌoni  linea- 
ri 162;  -  di  dne  numeri  com- 
plessi  174. 

Somme  di  più  numeri  8-10. 

Somme  elementari  delle  x^  60;  -  del- 
le poterne  simili  delle  x,  100-101. 

Soatitiuioni  lineari  omogenee  181 , 
883;  -  sopr&  m  variabili  138;  - 
unità  139;  -  inverse  140;  -  sem- 
plici 141;  -  circolari  160. 

Soetitaaùmi  lineari  non  '  omogenee 
138;  -  fratte  133. 

Sotlitutioni  topra  m  ktìere  Idi,  146. 

Taylor  (formola  di  -)  829-831. 

Trasformata  per  una  eottilvMone  li- 
neare di  una  funsione  131,  388- 
384;  -  -  ras.  intera  182,  884- 
386;  •  dì  una  varietà  466. 

Trae/ormata  dì  una  equaaione  al- 
gebrica 366,  067. 

TVaipatiiione  148. 

Unità  di  un  campo  numerico  8;  - 
di  un  campo  d'integrità  30;  - 
di  un  campo  di  polinomi  60-61; 
-  di  un  modulo  dì  numeri  com- 
plessi 176;  -  di  r™*  ordine  ri- 
spetto ad  un  modulo  di  numeri 
complessi  178. 
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Valore  di  una  vuiabile,  di  una  e-  sion»,  Bésont);  -   esseiu)»!)   dì 

apresBÌone  72.  rango  r  (t.  rango). 

Vandbbhondk  (deternùnante  di  -) 

279-280,  354,  386.    ,  SEGNI 

VariabiU  81,  72. 

Varietà  algebrica  381,  ]i%3,  tì&-i2&,      '*** ^^ 

«B-454;  funaioue  eh©  definisce      ^°^ 15,66 

una  -  424-426;  -  parBÌale  inter-      '^^ *^^ 

sesioDe   di  date  funsioni   rasio-  

-li.m^r.   in  e"  406;  --in      0 "« 

iS  «7;  -  ««iei«W«perl'inler.     "» 213,433,468 

■  BMiooe  di  Jaw  ftiosioni   Tazio-     '*     •    ■ ^*° 

.    n.li  ioMr.  4U  ;  iaJiff.r.»..  dal-      '^•'^ '^  •  ««"P'  """a»™' 

l'oriin.  dalla  Tariablll  aalla da-     "2''.  « "' '3>'"'  '»"  """' 

«ol.ioaa  di  uà.  -  466.  «S.  "6.  "a.  «» 
V|, ,  ^j  ,  «,| ,  £,,  varietà  di  dimensio- 

Wilson  (teorema  di  -)  867.  °«  ''      ^^5,  407,  412,  428,  ecc. 

f 19,  864 

^ferodi  an  c-AmiM)  sameriDO  2;  -  di      jT    ' ^ 

un  modulo  106,  106,  247.  y 

_Ztri  di  una  funeione  820,  324;  •  di 

S 15,  65 

una  funzione  raaionale  intera  dj 

una  variabile  520-383.  341-848  "  ^*  "«""  *"'  '"""""^    *    '      ^^ 
_!.                  .                      .     .     308 
(semplici  321;  maltipli  821,  888- 

34),  349);,  comuni  a  due  fun-  "^  (-  «"PP-""""*")     '     •     ^™ 

.       ,.  .  ,        ,,  li 18»,  199 

Eioni  raaionali  intere  di  una  vap 

riabile  322,  360-361;   -  di  unii  (.)(''■    '"^**^)       ...       64 

funaione  rasionale  intera  di  più  ^  ■"  J  ^ ...  , ...  g^p^i  ^  ^^^^^  j    140 

variabili  324,  387  ;  -  comuni  a  .  "\                                                ,.„ 

J  ■  ì        !'•' 

due  funzioni  razionali  intere  dì  , ,     , . 

(    .n 187 

,    due  variabili  824-828;  -- di  più  ^'    '-' 

variabili   389;  -   comuni    a  più        *■  ^*  matrice) 138 

funsioDJ  tallonali  intere  di  più      |  [  •  ^  |  i  D       ■     368 

variabili  896  e  seg.  (v.  interee-       ! 67 
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3  della  Dota    (Si  vedrà  la  dimostraBioiie  in  un  trattato 

ai  legga  [Cfr.  §  8,  n.  XXV  Ò)]  (Altre  dimostra- 

sìoni  3Ì  troveranno  in  trattati 
16  n.  XII  si  legga         n.  XIII 

SI  ai  aggiunga        Questo  campo  ai  chiamerà  il  eampo  di  ro- 

zionaUtà  derivato  dal  eampo  propotto  [ctr. 
§  8,  o.  XIIJ 
32  eeai  dicono         si  legga         easi  ai  dicono 

X  positivi;  ■  positivi  non  nulli; 

34  n.  prec,  >  n.  XX 

6  Galois  »  Oalois  ') 

e  ai  aggiunga  la  nota:  ')  Molti  autori  chiamano  invece 
CAUPO  DI  Oalois  un  particolare  tipo 
dei  campi  considerati  ai  n.  XX  [cfr.  pu- 
re §  6,  n.  V],  supponendo  S  qualunque. 
~  i  aggiunga  aarà  provata  al  §  8,  n. 

XXXII;  esaa 
ai  legga         §  3 
)  -  F{4„...) 

n.  V 


Si  diranno  timiU  gli  elementi  di  un 
modulo  che,  moltiplioati  per  convenienti 
numeri  di  Q  danno  prodotti  uguali 


■ 

1  della  nota,  in  fin€ 

74 

nella  testata     §  2 

79 

9                       F(èil, 

86 

23                       /(a:) 

96 

2                       n.  IV 

98 

forinola  (16)     V 

106 

17-18        si  legga 

co,  Google 


pl^. 

Ito. 

112 

8  dal  iMUMO 

«  legg* 

p<i,=  c,     , 

ss,=., 

» 

'  1     > 

• 

•       p2«<a,= 

2  "A  . 

,26,A,  =  2=,A, 

116 

2-3 

un/cUtore  eomune 

ai  legga 

fatturi  eomumi 

» 

4 

differenti  soltanto 

per  un  tal 

fettore 

si 

legga 

» 

21 

» 

(28)    r.^=r^    , 

«^='^    (l=l,2,...,m-p) 

ISO 

8 

"■*,».» 

ai  legga 

«.j»,. 

1S9. 

17 

"im-i 

».»-«.. 

144 

ultima 

una  ed  una 

UDO  ed  uno 

145 

.  1 

sola  . . .  opposta 

solo  . . .  opposto 

176 

15 

n.  KXIV 

n.  XXV 

206 

nella  testata 

44 

34 

221 

6 

Corpo 

CMIPO 

232 

16 

n.  XXXII 

n.  XXX,  XXXI 

» 

18 

corpo 

campa 

, 

20 
21 

Corpo 

corpo 

Campo 

campo 

S34 

93 

p  dei 

p/rai 

288 

I« 

A 

ei  sopprima 

241 

ultima 

^*W-l 

•i  legga 

l\-4-l 

366 

2-7  paMÌm 

''f^.V'*» 

<.,»,.,'. 

> 

7 

"'*» 

"". 

299 

formoli 

(12) 

(ì«oi)(W'->0 

(l-„l)(i«.>ì). 

S26 

»     a 

metà  pag.     .    «— fc  linee 

»  lioee, 

> 

> 

> 

m  linee 

Bt  —  k  linee 

838 

34 

n.  X 

n.  XII 

846 

2  dal 

basBO 

corpi 

campi 

893 

B 

e  e  <2' 

e,  e  e-, 

406 

9 

n.  LVIII 

n.  LIX 

444 

16 

ha  coefficienti 

47S 

8  dal 

b«8BO 

Sd^,-^) 

2(1>.-1) 

480 

20  della  2'  col.                       jl 

•" 

OCT  4       i3l8 
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